Texto complementarn ° 1

Gréficos, Proporcoes e Variacdes Proporcionais

1. Introducéo.
No estudo de um fendmeno fisico sdo realizadagiéxpés em que diversas grandezas sao
medidas ao mesmo tempo. A relacéo entre essasegesdode ser expressa por meio de tabelas,
gréaficos ou férmulas matematicas. Muitas vezes émb significado de uma lei da natureza ou de
uma equacao fica mais claro se as representamgsadicos. Neste texto, revisamos algumas
idéias basicas necessarias a construcéo e intggaoetie graficos, particularmente das retas.
Representamos os graficos no plano por um sisteraixass cartesiano®rtogonais. Para
cada eixo adota-se uma escala, sendo que as edealdsis eixos podem ser diferentes.
Na construcao de um grafico, a primeira tarefa mambe que temos que realizaurda
escolha conveniente das escald3uando a escala nédo € conveniente, parte degi@dide ficar
fora do papel ou, pelo contrario, sair tdo pequpr®nao poderemos observar seus detalhes. Para
escolher bem a escala:

» determine o tamanho do papel, identifique os valareximos e minimos das grandezas que
serdo representadas nos eixaxe@®@y e, a partir dessas dimensdes, calcule a escala que
permita ocupar o espaco disponivel,

» defina a divisdo da escala de modo a localizarreanas pontos facilmente, bem como
permitir uma leitura posterior de valores a paftirgrafico (isso se consegue usando
divisdes na escala que sejam multiplos ou subnhustge 10, ou seja: ...; 0,1; 1; 10; ...; 0,2;
2; 20; ...; 0,5; 5; 50; ou até mesmo ...; 0,25; 2% ..., mas nunca use multiplos de 3, 7 € 9).

Agora observe os gréaficos abaixo e responda réplde:representam a mesma fungéo ou fungdes
diferentes?
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Para construir um gréfico de uma funcao, organizanmea tabela com valores convenientes
dex e os correspondentes valoresydA seguir localizamos no plano (supondo um sistéena
eixos cartesianos) cada payy]. O grafico da fungéo é obtido ligando-se essesgso quando eles
nao estdo alinhados numa reta, ligam-se 0s pont@ssvos com curvas que acompanham o
comportamento indicado pelos pontos vizinhos.

Construa uma tabela com pares de valreeg para os dois graficos acima. Responda
novamente: eles representam a mesma fungéao?

2. Quando o gréfico € uma reta.
Uma reta é descrita pela funcao de primeiro gramgiro grau porque a variavelparece elevada
a poténcia 1):

y=ax+b

ondea eb séo constantes reais. Dizemos guaepende linearmente d@®u que a relacdo entye
X é linear.



Exercicio 1 No quadriculado acima, faca os gréficos das 4 fes@ddicadas abaixo, pata
variando de —6 até +6. Escolha a mesma escalagmesentar todos os graficé&scolha com
cuidado a escala no eiyale forma a ter a melhor ocupacéao do espaco, mamdeira que todos
os graficos caibam no papel, no intervalo indicdék®e uma cor diferente para cada grafico.
Hy=2+2 (i)y=3x+2 @iy=2x-1 (ivy= —-2x + 2

Para cada funcao dos itens (i), (ii), (iii)€(determine os valores dos coeficierde=sh.
O que ha em comum entre as retas (i) e (i)? Ea@stretas (i) e (iii))? O que distingue a reta do
item (iv) das demais?

3. Interpretacéo dos coeficientes aebemy=ax+b,quando x ey tém mesma
dimensao fisica.

O numero reah € denominado coeficiente angular e esta assoaiaudinacdo da reta em relacao
ao eixo &. No caso (i) do exercicio 1, o coeficiente angalagual a 2; no caso (ii) é igual a 3.
Note que a reta descrita pela funcéo do item (gés inclinadaque a do item (i). S&for negativo
(a< 0), como no item (iv), a grandegdecresce a medida gueresce e a reta forma um angulo
maior que 90° com o eix0

a .

Podemos relacionar o coeficiente angular com olarenire a reta e o eixoxOPara
relembrar, considere o triangulo retangulo aba®sdois lados que formam o angulo reto séo
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chamados catetos. O lag@ o cateto oposto ao angute o ladar é o cateto adjacente ao angulo
a. No triangulo retangulo define-se tangentendabreviadamente tam como a razao entre o
cateto oposto a e o cateto adjacente:
ta r(a) _ catetoo!oostoaa _q
catetoadjacentaa r
Assim, vemos que a constamaté igual a tangente do angulo que a reta formaaemoOx.
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Podemos definir as fungfes trigopnométricas, taisaceeno, cosseno e tangente, para qualquer
angulo. A tangente de um angulo na faixa<98< 180° tem sinal negativo e é igual em médulo &
tan (180° -§). Com esta definicédo, o coeficier#@ode ser interpretado como a tangente do angulo
que arety =ax + b faz com o eixx (desde que as escalas em xjeg estao representados sejam
iguais). Sea for negativo, o angulo que a reta forma com o gigmbtuso & diminui sex
aumenta. A figura ao lado mostra duas retas cofficE@@es angulares de mesmo médulo e sinais
contrarios. Chamando @eo coeficiente angular da reta que forma angutom o eixaOx, temos
a> 0 e a reta que forma angy#e180 - dtem coeficiente angulaa-

O numero reab corresponde ao valor gequandax = 0, ou seja, indica em que ponto a reta
vai “cortar” o eixoy. Note que a reta descrita pela funcéo do itemrga o eixddyemy=2 e a
reta do item (iii) cruza o eixpemy =-1 . Como o coeficiente angular das duas retas ésonm
(a=2), elas tém a mesma inclinacéo, ou s&aparalelas.

4. Interpretacao dos coeficientes aebemy=ax+b, quando x e ynao tém mesma
dimenséo fisica.
Em fisica, a maioria das grandezas envolvidas qaag@es tem dimensdo fisica, de modo que
precisam ser expressas em relacdo a uma unidadediea. Isso faz com que a inclinacéo do
gréafico que exprime um fenémeno fisico tenha umdade de medida e, na maior parte dos casos,
nao possa ser interpretada simplesmente como an@nde um angulo, necessariamente
adimensional.
Entretanto, sempre podemos definir a inclinacaetiaa partir de um par qualquer de pontos
(Xl, Y1) e (XZ, yz), pela expresséao

inclinagao= Y2~ V1o a

X2 =%

Assim, o coeficienta é uma grandeza com dimensao fisica quando asegpasxky ndo
tém a mesma dimensao fisica. Por exemplg,msede posicdo em mxemede tempo em s, a
inclinacdo tem dimenséo de comprimento por temmeae-se em unidades de 1 m/s.

E importante, ainda, ter atencédo para o fato deapesar da reta que representa o grafico
y(x) formar um angulo com o eiXox que pode ser medido, por exemplo, com um tradisiemao
podemos dizer que o coeficiertseja a tangente desse anglgeo ocorre porque este angulo
depende da maneira como vocé escolhe as es¢aassso, deve-se calcukusando a expressao
para a inclinacdo dada acima.



Em relacdo ao coeficiente a interpretacdo é a mesma da situagéo antexwetaepelo fato
dele possuir também uma dimenséo fisica na maite gas casos.

5. Inclinacédo vs. tangente.

Agora que deixamos claro que somente quando os €xe Oy estdo na mesma escala a
inclinacdo € a tangente do angulo, vamos enteraque essa inclinacdo também atende pelo
nomecoeficiente angularvVamos, entéo, recuperar a interpretacdo simpleaso isométrico
(=que tem as mesmas dimensdes), onde a tangeatgydm é a inclinacao.

Vamos lidar com um grafico de posi¢ao por tempdeamm carro desloca-se numa avenida
congestionada entse= 5 m no instantg= 3 s ex = 95 m no instantg= 48 s, com velocidade
constante. Note que falamos até agora em grafiggpdex (x costuma ser o eixo horizontal
guando usamos esses dois nomes) e vamos fazegatioo grcontrat, onde ax vai ser o eixo
vertical. Exatamente para que o nome do eixo n@orite, temos que adaptar todas as expressdes
aritméticas para os novos nomes. Assim, a inclmagpde era a razao entkg e Ax, agora sera a
razao entréx e At.

Para desenhar o grafico num papel quadriculad®aelpor 10 cm, escolhemos uma
escala enx tal que 100 m sao representados em 10 cm do pajeh escala de tempo em que 50 s
sao representados em 10 cm do papel. Os fatorescdka definidos séo, portanto,

f= 10cm _ Olﬂ e f =1Ocm _ 0’2@'
100m m 50s S
Quando calculamos a inclinacdo da reta no inteff\3a$y 48 s], encontramos
90m m
=22 =
45s S
Se medirmos a tangente do angulo no papel encemtos; porém,
9cm
tan@d)=——=1
r( ) 9cm

— note que o angulo € mesmo 45°, que é o arcdangente vale 1, portanto o calculo esta certo. A
diferenca das respostas vem das escalas, que déogpo ser iguais uma vez que as dimensdes
fisicas envolvidas nos dois eixos sao diferentesim, quando calculamos a tangente
trigonométrica, usamos segmentos, portanto
O Mxf, Axf, Ax_._m
Atf, At f, At s

ou seja, a tangente do angulo esta relacionadadoaiinacdo por um fator que s6 depende das
escalas usadas; no nosso caso, o0 valor numértemgiente do angulo € metade do valor numérico
da velocidade do carro expressa em m/s.

Enfim, a inclinacdo da reta estéa relacionada coamgente do angulo, bastando incluir a
razao dos fatores de escala e ndo nos confundoomss unidades. Na pratica, nunca medimos o
angulo de inclinacéo da reta com transferidores, sima calculamos a inclinagcdo com a razao
Ax/At, inclusive porque sempre precisamos desse vatorasounidades de medida
correspondentes, que ndo podem estar embutidasgente trigonométrica.

6. Variagcao Proporcional vs. Proporgéo

Estamos muito habituados a "fazer regra de trésSitracdes do cotidiano. Calculamos muito
rapidamente que, se a duzia de laranjas custa ®&fa dizia e meia custara R$3,60. Dizemos
gue o preco do saco de laranjgg@porcionalao numero de laranjas. Existem muitas outras
situacdes onde ha proporcionalidade entre grandeaaexemplo, um mol de moléculas contém
6x10°° moléculas.

Questdo 1.Chamando d& o niamero de moles e #o numero de moléculas, escreva uma
relagdo matematica entre o numero de moles e ctieutas numa substancia.
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Um exemplo de grandeza fisica que € uma proporg#e éuas outras grandezas é a
densidade dos corpos homogéneasdensidade € a razdo entre a massa e 0 voluoogmn
Dizer que o corpo é homogéneo significa dizer qugrapriedades de qualquer fragmento séo as
mesmas do corpo todo. Para fixar idéias nestasifoyimagine uma usina de Aluminio. A
densidade do Al é 2,7 g/ém 2,710° kg/m? . A fabrica produz, a partir de um grande corpo de
Aluminio que podemos considerar puro nesta disoygsifis, m(ton) Massa de Al em
panelas e papel de Aluminio. Dizer que o grandpacde Al é fungéo do Volume
homogéneo, em relacdo a densidade, significa dizea proporcao
entre massa e volume € a mesma para qualquer peessg corpo. 6
Assim, tanto para um pedaco de papel de Aluminémtpupara um 4
caco da panela ou um fragmento de um trilho denegra razéao
entre massa e volumeog 2,7%10° kg/nt. Podemos, portanto,
sempre deduzir o voluméde um objeto de Al comd =m/p.
Quando o objeto tem volume conhecido, podemos dlesiua O
massan a partir da relacam = pV.

O grafico da figura acima representa essa progteeda Aluminio metalico puro nas
condi¢cdes ambientes normais. Note a propriedade)ihamente importante, do grafico da massa
de Aluminio em func&o do volume passar pela origersistema de coordenadas, identificada pelo
ponto O.

| | |
05 10 15

V(m3)

_ o Quando lidamos com a velocidade de um objeto,
Diversos graficos para tendemos a pensar que ela representa uma

x(m) /\ & posicao de um auto proporcdo. Afinal, dizer que um automoével esta
em funcao do tentpo correndo a 10 m/s significa que ele corre 10 m em
100 1 s. No entanto, a velocidad&o éuma proporcao
80 entre a posicéo e o tempo. Veja, na figura ao lado,
diferentes possiveis graficos da posi¢cdo em funcao
60 do tempo de um mesmo automovel com velocidade
40 v=10 m/s.
20 Caso vocé, equivocadamente, imaginasse a
velocidade como uma proporgao entre posicao e tempo
0 deduziria que a posicdo do automévektent,0 s é
x =60 m. Vemos no gréafico acima que, exceto no
_40 referencial onde o movimento € descrito pela linha
’ tracejada, a posicao do automével em t = 6,0s NAO é
-60 = 60 m.
Se a velocidade ndo é uma proporcao, o que

ela €? Resposta: é uwvariacdo proporcional Ela representa o deslocamentauma variacéo de
posicado] numintervalode tempo. Assim, a velocidade ndo é a proporcée arposicdo e o
tempo, mas sim a proporcéo entre variacdo de mosit@ariacdo” de tempo. Quando um corpo
desloca-se a velocidade constante vsuimcao de posi¢do @roporcional ao intervalo de tempo
considerado, portanto, é umariacdo proporcional; ou simplesmente proporcao das variagcoes.

Questdo 2 Qual a propriedade da curva tracejada do grafima que faz com que a velocidade
possa ser confundida com uma proporc¢ao simples?

Nas situacfes mais simples onde ha apenas uno @pjetnovimento uniforme, vocé pode
escolher a origem do sistema de coordenadas darmngone em t = 0 s ele esteja na origem. No
entanto, isso nao pode ser feito em geral, de magae NUNCA devemos pensar na velocidade
COMO uma proporgcao entre posicao e tempo, mesmisspeé certo em alguma situagcdo muito
particular.

Uma variagdo proporcional pode, com frequénciagsgressa por numeros negativos, o
gue raramente faz sentido com proporcdes. Nasaigalbaixo mostramos alguns possiveis graficos
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Gabarito do Exercicio 1.

descrever a situag
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de posicdo em funcdo do tempo para um objeto &idelde de-5 m/s. A diferenca entre as duas

figuras € devida apenas ao intervalo de tempo dereio em cada um dos movimentos.

negativos. Veja que basta escolher uma origemgpapsardenada tempo que seja posterior ao

Questéo 3.Descreva uma situacao fisica de Movimento Unifoomee vocé defina tempos

instante em que voc
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2, 0 que esta de acordo

(Gaskaypelo ponto y

ao da localizacao dtwopw papel pelo olho humano. Assim, para
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com a equacao.

uma reta. Deve-se escolher pontos distantes paienipar o erro grafico, que € devido ao tamanho
Para ver se acertamos, conferimos que em X

As escalas escolhidas foram: 1cm para cada unit@adexo X e 1 cm para cada 5 unidades no eixo

y.
Se vocé teve dificuldade em desenhar os grafieasye que bastam dois pontos para desenhar

tracar a reta2x+2, localizamos os pontos extremos3,10) e (3,14) e os ligamos por uma reta.

da ponta do |



