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Sinais aleatérios: aplicacdes em sinais
biomédicos

» Motivagao

+ Tipos de sinais e representagdo de sinais
» Ruidos

* Processos estocasticos

+ Correlagéo/correlagéo cruzada
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ECG com ruido: o que fazer? Ruidos

 Ruidos inerentes ao fendmeno fisico
— efeito da respiragdo em ECG;
— sinal da Mae em ECG fetal

 Ruido ambiente, incluindo interferéncias
— Acoplamento/indugéao de 60 Hz em sinais

* Ruido do transdutor
— Detector de fétons (processo Poisson)

« Ruido eletronico (DC a ~10'2Hz): branco
— Ruido térmico (Johnson): fontes resistivas
— Ruido de disparo (shot noise):semicondutores
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Filtro de média sincrona Exemplo em Matlab =>

Média sincrona: ruido com distrib unifarme SNR=-10dB

Tirando proveito da aleatoriedade do ruido
Ruido aditivo com média zero
Exemplo de redugéo da variancia na média
— Sejam X;,X,,...,Xy: amostras independentes de uma
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variavel aleatéria X com média 0 e variancia ¢2 ‘2‘ I
. o |
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Representacao de sinais

1. Sinal no tempo x(t)
— Evolugéo temporal
— Derivadas, duracéo, amplitudes, ...
2. Qual o contetido em frequéncia do sinal? Tipos de
ruido? => Sinal no dominio da frequéncia [reversivel]
3. Qual a distribuigdo das amplitudes do sinal x(t)?
Variabilidade? Valores com maior ocorréncia? =>
fungao densidade de probabilidade (pdf) [irreversivel]
4. Como se relaciona com os pontos vizinhos? =>
Autocorrelagao [irreversivel] (obs.: relacionado com 2)
5. Qual o padrao (assinatura) do sinal? Representagao
multidimensional. Qual a correlagdo entre sinais?=>
scatterplot [reversivel]
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Sinal periédico: deterministico

entropia=  1.314 freq.amost= 1000 Hz

periodico
o
.

autocorr
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sinal estacionario

entropia= 1355 freqamost=_ 100 Hz
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Sinal ECG:quasi-periodico, quasi-
0
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Processos estocasticos

 Variavel aleatéria com dependéncia
temporal (continua ou discreta)
- X(t)
—Ex.: ECG
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Importancia

« Lidar com a indeterminacao na medicao
— valor esperado
— variabilidade
— intervalo de confianga
—Ex.: T=87 10,5
« Caracterizagao do ruido
— otimizagcéo da estimativa das variaveis
— otimizagéo de processos estocasticos
— Ex.: filtro de Wiener, Maximum likelihood

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
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Campos aleatérios

+ Extensido multi-variada de v.a

 vetoresde v.a

—X=[X; X5 ... X;)]

— Ex.: pixels vizinhos em imagens médicas,
EEG, EGe multiplos canais, ...
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Motivacao / Importancia

 Muitos fendémenos fisicos de interesse da

engenharia sdo representados por sinais

temporais

— deterministicos: velocidade, aceleragdo (em
condi¢es ideais), ...

— E aqueles que ndo podem ser preditos com
precisdo=> dados e fendmenos randémicos

+ Ex.: intervalo RR do ritmo cardiaco

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
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Teoria: definicao de V.A

» Dado um fenémeno aleatério com
observavel X

» Probabilidade: fungéo Prob: A ->[0,1]
— A é subconjunto do espago amostral Q
— Prob(Q)=1
— Prob(U {A})=X Prob(A)), Adisjuntos
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Variavel aleatoria

» Variavel aleatéria

—v.a discreta: assume valores num conjunto
enumeravel com certa probabilidade
[Prob(X=a)=p]

* nimero de enfartes

—v.a continua: assume valores num intervalo
de numeros reais [ Prob( a<X<b)=p]
« temperatura, intervalo RR

* Funcao
« E(X)
* Momentos

PTC/LEB - S.Furuie 19
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Exemplos: distribuicao normal

1(x=pu 2
1 Ly
p(x)=N(u.0)=———e %)
2 wo
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Valor esperado: E()

v.a discreta v.a continua
E(X)=Y p.x, E(X)= [x.f(x)dx
k=1 —oo

n

Elg(X)] = Z pi'g(xi)

k=1

E[g(X)] = [g(x).f(x).dx

PTC/LEB - S.Furuie 23
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Teoria: funcao distr. Prob.

» Funcdo discreta de probabilidade
— X: v.a discreta com espago amostral Q
— f(x)=Prob(X=x)
» Func¢do densidade de probabilidade
— X: v.a continua
— 2 f(x)dx=Prob( a < X < b)
—f(x) >=0
» Funcao de distribuicdo de probabilidade
— F(x)=Prob(X < x)

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
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PTC/ LEB - S.Furuie ZLI_
Distribuicao Poisson
-1 n
P (X =n)y= 2
n!
Sequéncia de eventos (A=3) Ex. de fdp com A=3
P z2] |
Momentos de VA
E(XU:Z": p..x} E(X")= jxk-f(X)-dx

k=1 —oo

Valor médio (momento de ordem 1):

f=EX)

4y =E(X?)

Momento de ordem 2:

o, = E[(X - )]

Momentos centrais de ordem k:

PTC/LEB - S.Furuie 24




. Estimadores )| Variabilidade na estimativa da média
o o
§'—§ Dada uma amostra da v.a X: {X;,Xa, ..., X} §% Estimador variabilidade £,
? . 2L 71| Médiaem n
| 4= E(X )=1im *Z X f=4|  ensemble ﬂ:LZ X; 9.
2 ne 1 2 n s u n
£8 _ _ 29 _ - L % _ 2 £8
2 o, = ENX - u)’1=1im —2 (x,— ) ®s
3 E n—se MY 8 &
] = Madiano R S O
é:g ég tempo a= FJ." x (1).dt u ~2BT
58 Erro de tendéncia (bias) _ SN a1 L oA _ g
.L_)ﬁ do estimador =E(@)-¢= hnl " z ¢, -9 Eﬁ
@ @

Coef. Variagao —¢ = \/E[(¢A—E(¢A))2]

do estimador r ¢
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Exemplo Vetor (campo) randémico

X=[X.X,,...X,I
P(X)=Prob{X  <x,X,<x,,..X,<x,}

» Melhorar o estimador (variabilidade) com a
raiz quadrada do numero de amostras
— potencial evocad o NS LR G
— gated blood pool :
—gated SPECT  EiNEUN IR A
—gated MRI '

S

_ PO
P(X), X000 X,) = 3x, 9%, .0x,
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Ensemble de processos estocasticos

Processo aleatorio

« Para um dado fendmeno aleatério, que
produz o registro x(t):
— Ensemble: conjunto de todos os registros que
poderiam ter sido produzidos: {x;()}
— processo aleatdrio: descrigdo do fenémeno
representado por {x(t)} i=1,2,...

(]
o
0.8
8%
58
~®°
£2

7]
Qo
0o
0@
g3
Bio
[SN-%
S
o o
=
o
-0
QE
e

Qo
=

]
B
(7]

("]
o
0.8
8%
58
~m°
£2

7]
Qo
0o
0@
g3
Bio
[SN-%
3
o o
=
o
g}
QE
<]

Qo
o

]
B
(7]

EPUSI PTC/ LEB - S.Furuie 29 EPUSI PTC/ LEB - S.Furuie 30




Processos estacionarios

ECGs adquiridos em instantes de tempo diferentes:50000ptos

+ Dado ensemble {x(t)}, X(t) é:
« fortemente estacionario se:
—momentos de qq ordem independem de t (em
geral 1 e 2) -
ut = EIX =[x/ f(x)dx, Vi
. fracamente estacionario se:
— média e autocorrelagédo independem do
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processos estocasticos estacionarios

Processos estocasticos: exemplos

* v.a continua com tempo continuo
- ECG
+ v.adiscreta com tempo continuo

—nUmero de fétons em imagens de excregao
renal em Medicina Nuclear

+ v.a continua com tempo discreto
— série de pressao sistdlica, intervalo RR

* v.a discreta com tempo discreto
—nimero de nascimentos por regido por dia
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ECGs adquiridos em instantes de tempo diferentes:50000ptos processos estocasticos estacionarios
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Estatistica sobre 25 segmentos de
2000 ptos

media max=_ 158 sqi(x2Max)= 452

g

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
« "
3 0 media(t)
E

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

2,

s X2(t)
=4 0
s
g

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
PTC/ LEB - S.Furuie 37

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
Sinais biomédicos: processos estocasticos

EPUSP.

Correlagédo em instantes de tempo
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Processos ergddicos

» Processos estacionarios com momentos e
autocorrelacées iguais aos obtidos nos
sinais temporais

E[X}]= Txtk.f(xt).dxt = lim , . %IoTxk(t).dt

RXX (T): E[Xr 'XI+1']

lim . lz x,(0).x,(t +7) Vi
n i

L P
= lim T*MFL X, (O.x,(t+T)dt Vi

PTC/LEB - S.Furuie | 41
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Estatistica sobre 50 segmentos de 1000 ptos

media max= 87 sqr(x2Max)= 376

g

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
g o media(t)
E

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
- X2(t)
g
£ 0 q
g

. . . . .

L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

] |
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Correlacao em instantes de tempo

! 50 blocos
o de 1000
i o 4
3
4 . . . . \ . \ \ \ xcorr(t ;t)
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
1 T T T T T T T T T
°
1° 1
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
1 T T T T T T T T T
s
S o0 -
3
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
1 T T T T T T T T T
s
g o B
g
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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processos estocasticos ergédicos
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Estatistica sobre 25 segmentos de
2000 ptos

mediamax= 158 sqri(x2Max)= 452

AT

Ergodicidade: amostras no instante

estatistica no tempo: media max= 28 sqit(x2Max)= 294

k=1
25 sinais

ecq
°

L
T a0 te0 1800 2000

amostras de ecg
°
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@ ErQOd|C|dade: amOStl’aS no InStante @ Estatistica sobre 50 segmentos de 1000 ptos
o <]
8-% estatistica no tempo: media max= 68 sqrt(x2Max)= 335 8% mediamax= 87 sqr\ xZMax)— 376
o o T T T
o8 o8
38 k=1 38
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. comparacao com autocorrelacao . Estimadores
o <]
0.0 0.8
-8 ;;é !cn‘m(lau;lﬂ“z,eb e !.au‘tocorrelac‘ao. mediaT‘atal= -0.00 x2T=236.6 50 b1 -8 ;;é . 1 T-1
gl ocos bl R.() = —— [x().x(+7)dt
= S =] - T-7
x4 xcorr(t ;t) 29 0
Do . , , . . . 04
@20 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 © o T-7
[ €5 - S L J' (1).y(t+7).de
= B = — | x(2). .
2 . M <=7 y
o o s 1 - 0
S S .
- 0 f’/] . N
oo 1 : : . : L L L L L oo Estimadores sem bias:
| .9 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 | .9
$§ 1 T T T T T T T T T $§ R
55 ER! i S5 lim,_, E(R,-R,)—> 0
_‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .92 lim E(R.-R )= 0
o g 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 o g T = =
(7 ! (7
5
g o autocorr(t)
3
B £ 0 % 20 20 a0 E TR 500 @
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via dens. espectrais

Periodogramas de x(t)
Sinais estacionarios

Suwy= X Oof

T

R, (t)= ——
o (®) T-7

FHS, ()

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
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Exemplo
Welch: estimador de S(f)
1) Janelamento ¢/ Hamming, Hanning... de x(n) p/ evitar descontinuidades
2) Periodogramas
3) Média
1 M —-1 . )
S (w)y=—1% x,(n).w(n)e ™ |
! M .E, kzzo !
E =— w(n)
Mo
4 1
S,w)y=—73 S.(w)
K i=1,K
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EPUSP.

Espectro estimado pelo método de Welch

Signa: sig3
750by-1 el

Fe=100

Paanais |
e | 2 |
Izl b\ |
Noind[B6 |
e e | ) :

30

Oveilep 0

PSD

Frequency

Window de Hanning
64 pontos
overlap de 0%
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EPUSP.

Bartlett: particionamento
R(t) negligivelp/t>T

. 1 & R
Sxx(f):ﬁzlxk(f’T)l

A 1 B
S, (f)= FZ X, (f.T)Y, (f.T)

18, (I
S ()8, ()

7o (f)=
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Periodograma do sinal inteiro (sem parti¢do)

2000

B oono

-4000

@
Tempo (s)
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EPUSP.

Correlacao, covariancia, dens.
espect
+ Andlise facilitada se processo for ergédico
— espago amostral <=> sinal temporal
 Processo estocastico ergddico
—{x(t)} e {y(t)}

— representados pelas amostras x(t), y(t)
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Correlacao entre x(t) e x(t+1)

R, (t) = E[x(1).x(t + 7)]

Se ergddicos=> autocorrelagdo:

. 1 7
R_(z)=lim , . 7[() x (O).x (t+7)dt
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PTC/ LEB - S.Furuie

Exemplo: EEGs

A A VAR VAR Vet W W ANV
VAN AN e VAN AN
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Relacao entre corr. e convolugao

x*y(r) = I_: x (t).y (z-1t)dt

! x (t).y (t+7)dt

. 1
R, (7)=1lm, Fj.o

v(t) = y(=1)

V) = [ v.e M = 7 y(=n.e
= J: y(t).e*™dt =Y'(f)

R, () =lim %IOT x (1)v(=7—t)dt

=x*y(-7)=> X.Y'

epusp_ PTC/ LEB - S.Furuie 59
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Correlacao

2 2
R (O)=0,+u,
Coeficiente de correlagao:

oL, (@) _ R, (D) —p.u,
o.0 0.0,

Py

C
py(r)=
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Estacionarios:

R, ()= E[x(2).y(t+7)]
Se ergodicos:

. 1 ¢r
R, (7)=1lm . _ 7[{) x (O).y (t+7)dt

Correlacao cruzada entre x(t) e y(t+7)
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EPUSP.

Covariancia entre x(t) e y(t+1)

Estacionarios:

cov (7)) = E[(x(t) = p N y(t+7) = t))]

Se ergodicos:

cov , (7) = lim , Tijor ()= ) y(t+7)— )i
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Densidade espectral de poténcia

2|

Densidade espectral de poténcia

» Motivacao
— energia do sinal para cada banda de

ECG

frequéncia

— espectro cruzado entre sinais
—relagao entre SDF e correlagdo

3
Autocorrelagao N
1o
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Espectro
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Correlacao <=> espectro

Densidade espectral de poténcia: conceito

F{R,(7)} =S,(f)

F{R, (1)} =8.(f)

Fungéo coeréncia [0,1]:

2 ey e
Sﬁ(f)zlimm%E[lXk(f,T)IZ] 7/xy(f) TS ()8, ()
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S, (f) = fim S ELX, (£ 1Y, (/.T))
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