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manece sempre aberto a nossa curiosidade. Mas o livro nao pode
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1.1 Breve Interludio

- solucao exata de um problema fisico passa geralmente pela resolucao de
equacoes diferenciais. As equacoes diferenciais nos fornecem uma maneira precisa e concisa
de apresentar as leis fundamentais da fisicas.

Até agora discutimos uma série de idéias que nos permitiram discutir problemas sim-
ples de eletrostatica e magnetostatica sem resolver explicitamente nenhuma equacao difer-
encial. Fizemos uso de algumas leis empiricas, de alguns principios bésicos e sobretudo
da simetria dos problemas apresentados para compreender o comportamento desses sis-
temas. Vamos ainda continuar durante todo esse curso nesse mesmo caminho no intuito de
desenvolver no estudante a intuicao fisica para diversas circunstancias eletromagnéticas.

No entanto, é importante enfatizar que em geral, problemas eletromagnéticos mais
complexos nao podem ser compreendidos de forma completa sem resolver as equagoes
diferencias do eletromagnetismo, as equagoes de Maxwell. Voceé terd que resolve-las no
futuro no curso de eletromagnetismo.
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Figura 1.1: Elemento de volume AV, circundado por uma superficie fechada AS, em
torno do ponto P.

O objetivo desse capitulo é introduzir algumas ferramentas matematicas muito uteis
no entendimento mais profundo das leis do eletromagnetismo possibilitando sua descri¢ao
de forma integral (global) e diferencial (local). O célculo diferencial e integral de campos
vetoriais que veremos aqui é também de grande importancia em vérias areas da fisica, nao
s6 no eletromagnetismo. Comecamos agora a trilhar o caminho abstrato, matematico da
teoria.

1.2 Nocoes basicas de campo escalar e vetorial

Por campo entendemos uma quantidade que depende de sua posicao no espaco, ou
seja uma funcao de ponto 7 = (z,y,2). O campo mais simples que existe é um campo
escalar, ou seja, um campo que é caracterizado em cada ponto do espago por um tnico
niumero, um escalar. Claro que esse niimero pode, em principio, mudar com o tempo, mas
esquecamos disso por enquanto. O potencial eletrostatico, V(7) ou ®(7), que introduzimos
na primeira parte dessa disciplina é um exemplo de um campo escalar estatico.

Existem também campos vetoriais. A idéia de um campo vetorial também é bastante
simples. Um campo vetorial é uma funcao de ponto que define um vetor para cada ponto
do espaco. Podemos citar como exemplo os campos elétrico E(7) e magnético B(F) que
ja vimos antes.

1.3 Divergéncia de um vetor e equacao de Poisson

Gostariamos de exprimir o estado de um campo vetorial F num ponto P em termos
de seu comportamento nas vizinhancas de P. No caso do campo eletrostatico, E, o fluxo
do campo através de uma superficie fechada S dado pela lei de Gauss é um indicador
global da presenca de cargas (fontes) no volume V' interno a superficie S,

Dg zfﬁ-dfs* _ Qin , (1.1)
S

€0

onde Qi ¢ a carga interna a superficie S. Como podemos encontrar um indicador local
que sinalize a presenca de fontes num ponto P qualquer?
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Tomemos um pequeno elemento de volume AV, circundado por uma superficie fechada
AS, em torno do ponto P. Seja dS = i dS um elemento de &rea orientado para fora
dessa superficie e normal & mesma. A carga interna a AV, Ag = p(P)AV, considerando
que a densidade volumétrica de carga pode ser tomada no ponto P (uma vez que temos
AV — 0), pode ser relacionada com o fluxo do campo através de AS pela lei de Gauss

@AS:% E.dsz_q:M, (1.2)
AS €o €0
0 que nos permite definir

= = A L 1 = =]  p(P)

V- B(P) = div B(P) = Jim_ {A—V Y{ASE-dS} -2, (1.3)

que denominamos divergéncia de E em P. Esse limite que caracteriza a densidade de
fontes do campo em P, é independente de AS e define uma caracteristica local do campo
E. A Eq.(1.3) permite escrever a lei de Gauss em sua forma local,

V- E(f) = or) , (1.4)
€0
em que 7 é o vetor que localiza o ponto P a partir da origem do sistema de coordenadas
adotado. Essa é uma das equagoes de Maxwell para a eletrostdtica. A Eq.(1.4) nos
permite concluir que se num meio condutor E = 0 entéo p = 0 em todos os pontos no
interior do contutor, como ja vimos anteriormente.
Escreve-se também essa equagao em termos do potencial eletrostatico usando E(F) =

—VV(7) como

V-VV(@) = VWV () = -2 (1.5)

€o
que denomina-se equacao de Poisson. Sempre que tivermos p = 0, isto é, em toda regiao
do espago que nao contém cargas, o potencial eletrostatico tera que satisfazer a equacao

V2V () =0, (1.6)

conhecida pelo nome de equacao de Laplace. Essa equacao é encontrada em muitas areas
da fisica. Podemos dizer que, do ponto de vista matematico, grande parte da teoria
classica de campos consiste no estudo das solucoes dessa equacao. A classe de fungoes
que satisfazem a equacao de Laplace sao chamadas funcoes harmonicas.

A idéia de divergéncia pode ser aplicada a qualquer campo vetorial ﬁ(f) Definimos
genericamente

— — — ]_ — —
- F(r) =div F(r) = i — F-d 1.
¥ P = div F(7) = i | Fedd] (L.7)
como a divergencia de F num ponto P qualquer localizado pelo vetor . Observamos que
AV é um volume arbitrario que inclui o ponto P e AS é a superficie envoltéria de AV
sobre a qual é feita a integracdo. Devemos incluir aqui também a condi¢ao de que esse

limite deve existir e ser independente de AV,
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Figura 1.2: Exemplos de linhas de campo F em P quando (a) existem fontes de F em
P (V- F > 0), (b) existem sorvedouros de F' em P (V - F < 0), (¢) ndo hé fontes ou
sorvedouros em P (V- F = 0).

O significado de V. F pode ser expresso assim: V- F é o fluxo que sai de AV, por
unidade de volume, no caso limite em que AV é um volume infinitésimo. Trata-se de uma
grandeza escalar que pode variar de ponto a ponto.

1.4 Célculo de V - F em coordenadas cartesianas

A definicio fundamental de V - F(P) dada pela Eq.(1.7) independe do sistema de
coordenadas. No entanto, é muito 1til conhecer o divergente de um campo vetorial de
forma explicita em um dado sistema de coordenadas. Suponha que F seja expresso em
termos de coordenadas cartesianas, ou seja, F = F.(z,y, Z)Z—i— Fy(z,y, z);+ F,(z,y, Z)E
Podemos entdo calcular V - F explicitamente em coordenadas cartesianas retangulares.
Para isso tomaremos nosso volume arbitrario AV como sendo da forma de uma pequena

caixa retangular centrada em P = (z,y, z) de lados infinitésimos Az, Ay e Az, conforme
a Fig. 1.3.

Vamos calcular o fluxo &g de F' através das faces da caixa como a soma dos fluxos
através das paredes perpendiculares ao eixo z, y e 2

Dpg =Dy + D, + D, .

Iniciaremos o calculo pelo fluxo de F através das duas paredes perpendiculares ao
eixo z, ®,, cujas normais sao respectivamente i e —i. Como nosso volume é infinitésimo,
podemos tomar o valor de F 1o centro de cada parede como sendo o valor médio sobre
toda a parede de forma que
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- e P(x,y,z) AL =
n ; n=i
n=—i

AV
y Ax

Figura 1.3: Caixa retangular de lados infinitésimos Az, Ay e Az centrada em P.

o, = /ﬁﬁ ds = [ﬁ(z) - F(1) Z} AyAz = {Fm(x + %,y,z) — Fy(x - %,y,z) AS

Podemos fazer uma expansao de Taylor para calcular

Az 10F,
Fx(xj: 77y72) - Fx(l’,y,Z) + iﬁ(xayaz)A‘ra (18)
de forma que
OF, oF,
o, = —= AzAyAz = —= AV .
o = 5 (Y, 2) ArAyAz = — = (2,y, 2) AV

Podemos facilmente obter de forma andloga ®, e ®, e assim

[ . (0F, OF, 0F,

de forma que, usando a definicao dada pela Eq.(1.7), obtemos a forma explicita de V-F

em P = (z,y,z) em coordenadas cartesianas

. 0F, O0F, OF,
V-F(z,y,z) = o + ayy—{— 5, (1.9)

Exemplo V-7
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Figura 1.4: Caixas retangulares adjacentes.

Tomemos um volume infinitésimo esférico contendo um ponto P; entao podemos cal-
cular o fluxo do vetor ¥ = x1 + yj + zk através da superficie AS que envolve esse volume
esférico de raio r

?{ -1 dS = rdS = 4nr? ;
AS AS

4
mas, como AV = §7r7"3,

— = . 1 = — .
V'T—AI‘I/IEO [A—Vjisr~d5] =3.
Também podemos obter isso explicitamente calculando

0 9y, 07 5.

N S R

1.5 Teorema de Gauss

Para qualquer AV infinitésimo limitado pela superficie AS podemos escrever para um
campo vetorial F' que

—

7{ F-dS=V-FAV.

AS

Como qualquer volume V' pode ser decomposto em elementos de volume AV infinitésimos
aos quais podemos aplicar o resultado acima, entao

Zﬁ-ﬁAVAV_;o/ﬁﬁdv.
1%

Podemos observar que, para duas caixas infinitésimas adjacentes, hd sempre uma
parede de AS comum as duas caixas. Mas, como a orientacdo das normais orientadas
para fora de cada caixa tém sentidos opostos nessa parede, os elementos de fluxo dessas
superficies internas cancelam dois a dois. Resta somente o fluxo devido as superficies
externas do volume total V', logo

Sf Feds—fFods= [ Fav.
AS S 1%

Esse é o conhecido Teorema de Gauss. Usando o teorema de Gauss podemos mostrar

facilmente que a Equacao de Poisson é equivalente a lei de Gauss.
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Figura 1.5: Contorno I' subdividido em I'y e I's.

1.6 Circuitacao e rotacional de um campo vetorial

O carater conservativo do campo eletrostamco E que como ja vimos é equivalente
a existéncia de um potencial V' tal que E = —VV se exprime globalmente através da
integral de linha sobre a curva fechada orientada I,

fﬁ-dfzo,
I

denominada circuitagdo de E. A circuitacao de E é nula. Haveria uma forma local de

expressar esse resultado?

Desenvolvemos o conceito de divergencia, uma propriedade local do campo vetorial,
buscando uma forma local da lei de Gauss. No mesmo espirito, buscaremos aqui um
indicador local da circuitagao de um campo vetorial F.

Definiremos a circuitacao Cr de um campo vetorial F por um caminho fechado I' como

a integral
Cp = 7{ Fdl,
r

onde dl é um elemento de circuito, um vetor infinitesimal, tangente localmente a I'.

Existem dois sentidos segundo os quais I' pode ser percorrida; devemos escolher um deles
de forma a definir o sentido de dl. Lembre-se de que ' nao precisa ser uma curva plana,
pode ser distorcida arbitrariamente.

Suponha que unamos dois pontos de I', 1 e 2, introduzindo um trajeto novo e cons-
truindo assim dois novos circuitos fechados 'y e I'y tendo o novo trajeto em comum.
Tomando a integral de linha em cada um desses novos percursos, escolhendo o mesmo
sentido de percurso para ambos, observamos que

F:F1+F2,
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ou seja,

quﬁd5%ﬁm4fﬁw Cr, +Cr, ,
T Ty 'y

a soma das duas novas circuitacoes é a mesma coisa que CT, pois 0 percurso comum as

duas circuitagoes é atravessado em sentidos opostos, restando apenas a integral original.
Assim podemos subdividir o caminho I' em N percursos de forma que

N N
Cr=§ F-di=3 ¢ Frai=3 cCr.
r i=1 /i i=1

Podemos fazer essa subdivisao até atingirmos, no limite, uma quantidade caracteristica
do campo nas vizinhancas de um ponto. Quando subdividimos os percursos, obtemos
percursos cuja circuitacao é menor, mas também a area envolvida por eles diminui. Parece
natural investigar a relacao entre circuitacao e a area envolvida. Aqui a area AS; envolvida
pela curva I'; é de fato um vetor, a superficie tem orientacao no espaco! De fato, quando
subdividimos em caminhos cada vez menores nas vizinhancas de um ponto P, as coisas
podem ser feitas de forma que a drea envolvida tenha orientacao escolhida de forma
arbitraria. Designaremos por n o versor normal ao segmento de area infinitésimo da
ultima subdivisao que permanecera constante quando esse elemento de area tender a zero
sempre contendo P.

Definiremos o limite entre circuitacao e area do elemento, quando a area tende a zero

; $o F-dl
Aéirgo ASZ ’
e a regra do sinal é dada pela convengao de que a diregao n e o sentido de percurso de

I'; sejam relacionados pela regra da mao direita. O limite acima é uma grandeza escalar
associada ao ponto P, a0 campo F e a normal 7. Podemos escolher trés direcoes indepen-
tentes, como 1, j e k e assim obter trés nimeros diferentes que podem ser con51derados
como componentes de um vetor denominado rotacional de F e designado por rot F ou
V x F. Assim, o nimero encontrado para o limite, escolhida uma direcao particular n, é
a componente de V x F nessa direcao. Logo,

S« . . §F_ F - di
X n = m -
( ) asi»0  AS;
que pode ser interpretado como a circuitacao por unidade de drea no limite em que a area
é infinitésima. Essa é a definicao intrinseca, independente do sistema de coordenadas, do
rotacional de um vetor em um ponto P = (x,y, z) na direcao de 7.

Podemos mostrar que o operador que aparece aqui é o mesmo V (nabla) que vimos

(1.10)

anteriormente. Calculando a circuitacao de um vetor F' para um circuito retangular
orientado paralelo ao plano z x y, centrado no ponto P = (z,y, z), Al

Q%:f ﬁmé/ﬁdﬂ/ﬁdﬂ/ﬁﬂ#/ﬁﬂ;q+@+@+@,
ATy 1 2 3 4



CAPITULO 1. CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL DE CAMPOS VETORIAIS9

em que dividimos a integral em quatro trechos, dois paralelos ao eixo x, de comprimento

Az, e dois ao eixo y, de comprimento Ay. Como esses trechos sao infinitésimos, podemos
calcular essas integrais adotando o valor de F' sobre todo o trecho como constante e igual
a seu valor no centro de cada trecho.

~ A 5 = A A
C1+C5 = Az[F(x, y——y, z)i—F(x, y+—y, )i = Az[Fy(x, y——y

Ay
9 9 9 72)_Fx(‘ray+—7z)]

2

usando o resultado da Eq.(1.8), adaptado para a situagdo acima, obtemos

OF,
dy

em que AS;, = AzAy é a drea circundada por I'y,,.

Cl + 03 - - (xayvz)AS:vy )

De forma andloga, pode-se calcular

oF,
Co+Cy = a—xy(x, Y, 2)ASy, ,
de forma que
Cr,, OF, 0F,

_ofy _ —(V x F)-k.
AS,, aZ,(ﬁc,y,Z) o (x,y,2) =(VxF) -k

O que mostra que o operador V que aparece na nossa definicao intrinseca de rotacional
é o mesmo operador que aparece na divergéncia de um vetor, em coordenadas cartesianas.
Como essa definicao nao depende do sistema de coordenadas, entdao, de fato, trata-se do
mesmo operador.

A palavra rotacional, introduzida por Maxwell, lembra-nos de que um campo vetorial
com V x F # 0 tem circuitacao ou vorticidade. O campo de velocidades da dgua quando
esvaziamos uma banheira adquire em geral uma circuitacao: seu rotacional é diferente
de zero na maior parte da superficie. Qualquer coisa na superficie gira a medida que se
desloca. No estudo da mecanica dos fluidos, hidrodinamica e aerodinamica, o conceito
de rotacional é também de importancia fundamental. Podemos agora entender como
exprimir localmente que a circuitacao do campo eletrostatico é nula:

VxE[)=0. (1.11)
Esta é a segunda equagao de Maxwell para a eletrostatica. Mais tarde encontraremos

campos elétricos com rotacional nao nulo.

1.7 Teorema de Stokes

Partindo da circuitagdo no contorno de um elemento de drea infinitesimal podemos
retornar a circuitacao do contorno original I'
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Fazendo N crescer, os AS; diminuem, e a razao entre colchetes transforma-se em (V x

F) - n;, onde n; é o versor unitario normal ao elemento de drea AS;. Temos assim uma
soma, sobre todos os elementos de area que constituem uma superficie S apoiada por I,
do produto da area do elemento pela componente normal do rotacional. Logo,

N
D AS; [
1=1

de onde concluimos que

N

]:ZAsi(exﬁ).ﬁﬁ/dgvxﬁ,
i S

Cr,
AS;

y{ﬁ-df:/ﬁxﬁ-dg, (1.12)
T S

que é um teorema matematico conhecido como teorema de Stokes. O teorema relaciona a
integral de linha de um vetor com a integral de superficie desse mesmo vetor. O teorema
refere-se a uma linha fechada e a uma superficie que se apoie nessa linha.

1.8 O operador V e suas operacoes

O operador V, denominado nabla, é um operador vetorial cujas componentes em
coordenadas cartesianas sao dadas por

- o 9 0
- (£, 2 %), 1.1
v <8x’8y’6z> (1.13)

Um operador vetorial nada significa sozinho: seu significado depende sobre o que ele
opera.

1. V operando sobre um campo escalar U(7) = ¥(x,y, z) produz um campo vetorial
denominado gradiente de W:

- oV ov. OV
V() =grad ¥V = —i+ —j+ —k
V() = gra &L‘H— oy * 0z

2. V operando sobre um campo vetorial F(7) = (Fp(z,y,2), Fy(x,y, 2), Fy(z,y, 2))
através de um produto escalar produz um campo escalar, denominado divergente

de F':

S o - OF, O0F, OF
B = div F = T y z
V- F(F) = div % + By o
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3. V operando sobre um campo vetorial ﬁ(F) = (Fy(z,y,2), Fy(z,y,2), F.(z,y, 2))
através de um produto vetorial produz um campo vetorial denominado rotacional

de F:

. - oF, OF, oF, OF,\ - (0F, O0F,\ »
F(f) =rot F = Sl W el
vV x F(r) =ro <8y 6z>2+<8z 8az>]+<8x 8y>

4. V-V =V?éum operador escalar denominado Laplaciano que pode operar sobre
um campo escalar V() produzindo um campo escalar:

0*w  9*U PPV
+

Y . Y p— 2 p—
V- (V) =V = oo 57 " 57

5. V2 pode também operar sobre um campo vetorial ﬁ(F) produzindo um campo ve-
torial:

V*F = (V2F,, V’F,, V*F,)

Vamos relembrar dois teoremas importantes do calculo vetorial que serao de bastante
utilidade para nés:

Teorema I:

Se, para um campo vetorial A tem-se V x A = 0, entao existe um campo escalar ¥ tal
que A =VU. Isso advém do fato que V x (V¥) = 0, V¥ bem comportado.

Teorema II:

—

Se, para um campo vetorial A tem-se V - A

= 0, entao X1ste um campo vetorial C tal
que A=V x C. Isso advém do fato que V - (VxC)=

0, vC bem comportado.
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2.1 Forma local da Lei de Ampere

Podemos agora escrever a forma local da lei de Ampere,

fﬁdi:m[:m/j-ﬁd&
C S

Usando o teorema de Stokes,

%é-df:/(6x1§)-ﬁd5:m/j-ﬁds,
C S S

que vale qualquer que seja o caminho fechado C' e qualquer superficie S. Logo,

V x B(7) = poj(F) , (2.1)

que ¢ a forma local da lei de Ampere e uma das duas equagoes de Maxwell para a mag-
netostatica.

12
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2.2 Potencial Vetor A

Lembremos que V x B em coordenadas cartesianas escreve-se

S o 0B, 0B,\- (0B, 0B\ -~ 0B, 0B, »
VX <8y 6z>2+<8z 8x>]+<8x 8y>

Por outro lado, para um campo vetorial F bem comportado ja vimos que

V- (VxF)=0,
e que existe um teorema que garante que se V-B= 0, entao existe A tal que B=VxA.

Definimos o potencial vetor A como

B(F) =V x A(7) , (2.2)

Assim como ocorre com o potencial escalar, ha ambigiiidade na defini¢cao de ff, pois
V x(Vy)=0

— A =A+Vp >V xA=VxA,

Podemos reduzir a ambiguidade, mas nao remove-la completamente, definindo, por
exemplo, V - A. Essa libertade denomina-se liberdade de gauge ou de calibre. Como
V- -A'=V.-A+V?%) =0, aescolha de 1) permite obter qualquer valor para V - A’. Um
escolha conveniente para a magnetostatica é

V-A=0,
o que corresponde ao chamado calibre ou gauge do Coulomb.

Vejamos qual o potencial A para um campo uniforme B= BOE:

0A, DA,

9A, 0A,
B, = % or 0 (2.4)
oA, 04,
B.= 5.~ =P (2.5)

algumas solucoes possiveis, todas com V - A = 0, sao:

A =0, A, =Byz, A,=0
Am = —Bgy, Ay :0, AZ :0

Ay =—=Byy, Ay=3Byz, A, =0 (2.8)

Vemos que A nao é tinico! Normalmente é mais facil achar A e, a partir disso, obter
B.
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2.3 Potencial Vetor de correntes conhecidas

As fontes de B sao correntes, logo as fontes de A também sao correntes. Como podemos
achar A conhecendo a distribuicao de corrente?
A lei de Ampere, na sua forma local, permite escrever

-

VxB=puj—Vx(VxA =puj, (2.9)
que, como veremos, ¢ uma equagao analoga a V- (VV) = —p/ey. Essa analogia ficard

clara se reescrevermos V x (V x A) usando a identidade vetorial

oL

Ax (BxC)=B(A-C)—(A-B),

obtendo
Vx(VxA)=V(V-A) = (V-V)A=V(V-4) - V?4A=-V4,
onde lembramos que adotamos V- A =0. Podemos agora escrever VZA explicitamente:
VIA = (V2A,)i + (V2A))] + (V2AE

o que, aplicado a equagao Eq.(2.9), leva a trés equagoes

VA, = —ioJs (2.10)
V2A, = o, (2.11)
VA, = — 17, (2.12)
semelhantes & equagao de Poisson: V2V = —p/ey. Logo, tudo que aprendemos para V (7)

quando conhecemos p(7) vale para cada componente de A quando conhecemos ; Mesma
matematica, mesma fisica.

Vimos na eletrostética que uma solugao geral para o potencial V'(7), num ponto P do
espaco localizado por 7, assumindo V' (c0) = 0, é dada por

V() = — /p(F,)dV, (2.13)

dreg 7|

|77 — T
em que 7’ é o vetor que localiza um elemento de volume com carga dq = p(7') dV', a uma
distancia |7 — 7’| do ponto P. Assim, analogamente a solugao geral para A, (7) é
L po [ Ja(T)dV
A (7 _—, 2.14
e = 214

e similarmente para A, e A,. Combinando os resultados temos

dV’
A(7) / P (2.15)

Observamos que essa igualdade s6 é valida em coordenadas cartesianas, nao se obtém
A, usando j,, por exemplo.
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2.4 Exemplos

2.4.1 Fio retilineo de raio ¢ conduzindo corrente estacionaria I

A corrente [ se distribui uniformemente sobre a secao do fio; logo paran = /(22 + y?) <
a, j = constante, tem-se

- P I -
J = .]Zk = —Zk )
Ta
Como j, =j, =0= A, = A4, =0.
Podemos obter A, a partir da solucao para o potencial eletrostatico de um fio com
densidade de carga uniforme. Para pontos fora do fio,

by
V) = —g —Inn+ const.,  A=g/L=md’p,

Logo, fazendo a substitui¢cao: V — A, e p/eg — p19j, obtemos

2 .z I
A, = _Mlnn - —&lnn .
2m 2m
Agora podemos calcular B:
0A, 10
B, Mol @ Inn,
oy 2w dy
e
GAZ Mo[ 0
B, = — =——1
Y ox 27 Ox ’
mas
0 x 0 1 Y
—Innp=—— —Innp=—"—
or Tty oy T a2ty
logo
tol y
B, = ——= 2.16
2 n? ( )
pol x
B, = —— 2.17
Yy 271' 772 ) ( )
de forma que
j=tly
2mn

mais uma vez recuperando o resultado que ja obtivemos antes para o campo de um fio
infinito usando a lei de Ampere.
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e ¥ 4

Figura 2.1: Fio retilineo de raio a conduzindo corrente estacionaria I.

2.4.2 Potencial vetor de um circuito

Frequentemente nos interessamos em calcular B para circuitos formados por fios cujos
diametros sao muito menores que suas dimensoes. Para um fio fino, dV = Adl, em que
A é a area da secao reta do fio, e dI, um elemento de comprimento. Se orientarmos dl ao
longo do fio, entao j//df Como o fio é fino, podemos supor j = const. sobre qualquer
secao do fio. Logo,

JdV = jAdl = Idl .
Assim, o potencial vetor de um circuito fechado é

ﬂm—@f Tdl (2.18)

Cdrn [ 77

2.5 Lei de Biot-Savart

Podemos agora calcular o campo magnético devido a uma distribuicao de correntes
usando

to / HGAY A

A |7 — 7|

B(f) =V x A(f) = V x

)

em que o operador V (nabla) opera apenas nas variaveis z,y, z, ndo em z', ¢y, z’. Para

facilitar o calculo usaremos a seguinte definicao:

D(z,y,2) = [F = 7| = /(e =) + (y—y)? + (: = #)>, D=DD,

de forma que
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Observamos que

L) 2 ()22 (3) 552

de forma que podemos reescrever Eq.(2.19) como

B == [ iU =SS ave.

7x D jxD

Podemos calcular as componentes B, e B, de forma anéloga, finalmente obtendo

N

— —

s_t [I) <D, uo/f(f'mf—f') :
B=— [ ———dV' = — av’. 2.20
' 47r/ D3 A R (2.20)

Se as correntes existem apenas em circuitos de fios, entao podemos fazer a substituicao
de’ — Idl7, o que nos permite obter a lei de Biot e Savart, que fornece o campo
magnético produzido por uma distribuicao de correntes estacionarias de intensidade I no
circuito C' sob a forma de uma integral de linha ao longo de C"

F_ Idl' x (7 — ")

T4 7= 713 (2.21)

* Demo : bolas de bilhar em trilhos paralelos

I* Demo : bobina de Helmholtz I

Frequentemente enuncia-se a lei de Biot e Savart decompondo C' em elementos de
corrente I dl, dizendo que o campo em P devido a um tal elemento é

dézﬂldfxﬁ

47 r?

No entanto, como uma corrente estacionaria esta sempre associada a um circuito
fechado, nao é possivel justificar decompo-la em elementos de corrente, exceto como etapa
auxiliar ao calculo.
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dr |

bl

Figura 2.2: Fio retilineo infinito conduzindo corrente estaciondria I.

2.5.1 Campo de um fio retilineo carregando corrente

Vamos agora calcular novamente o campo magnético produzido por um fio infinito (ou
muito longo) carregando uma corrente estaciondria I, usando a lei de Biot-Savart. Consid-
eremos um ponto P localizado a uma distancia p de um fio paralelo ao eixo z (figura 2.2).

A distancia entre o ponto P e um elemento de circuito d/ a uma distancia z da origem
serd designada por r. Podemos escrever que esse elemento produz o campo dB em P:

o I dl'x 7
Ar r2

dB =
Sabendo que dl = dz k, = pp — zk, p=cosdi+sengj e r = /22 + p2,

Al x 7= pdz cosj— pdzsengi=pdz o .

Assim, B(p) = B(p)o, e 0 médulo do campo serd,

2 1 I
/dB / = _ 2wl / enfdo = L=
47r z2+p B2 T drp - 2 p

em que resolvemos a integral fazendo a seguinte mudanca de variavel: z = pcotgh = dz =

—(p/sen?@) df, lembrando que ha uma simetria em torno de z = 0, e que z = 0 — 6 = 7/2
ez=o00—0=0.

2.5.2 Campo de uma espira circular no eixo

Con51deremos uma espira circular de raio a, percorrida por uma corrente i. Queremos
calcular B num ponto P no eixo da espira. Podemos localizar P através do vetor 2’ = z k
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P@0,0,z)

Figura 2.3: Espira circular de raio a.

que pode ser escrito em termos dos vetores @ = a p e 7, como 2 = d + 7, 0 que juntamente
com o elemento de espira direcionado dl = a d¢ ¢ permite escrever

di'x7P=adpd x (zk—ap)=azdep+ad®dok ,
logo,

df — ugzdlxr M[ azdg . a’do ]%],

47 73 47 | (a® + 22)3/2p (a? + 22)3/2
mas p = cos ¢ 1 + sen ¢ J, logo

2
MOZ az R N a .
/dB / 4 [a2+z2)3/2(COS¢Z+Send)])—{—mk] do .

As duas primeiras integrais sao claramente nulas, o que também poderia ser visto pela
simetria do problema. O resultado entao para o campo fica

27 . 2 <2
~ Lo i a . Lot a .
B - - dok=—F.
(2) /0 Ar (a2 + 22)32 ¢ 2(a? + 22)3/2

Esse resultado nos diz que no centro da espira o campo vale

- Mot o
B(0) = —%
( ) 2a Y
e para z >> a teremos

: 9
Hota” > Mol z Ho
k= S m
223 2723 27 23
em termos do momento de dipolo magnético m.
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2.6 Forca magnética entre correntes

Qual a forca magnética entre dois fios retilineos paralelos carregando correntes esta-
cionarias I e I, respectivamente? Vamos supor que os dois fios estao a uma distancia
p um do outro, paralelos ao eixo z. O campo magnético que o primeiro fio produz na
posicao do segundo fio é

— M[ ~

logo a forca que o fio 1 exercera no fio 2 carregando corrente Iy serd

I N I
Ho 12X¢:_1-2dl2ﬂ0 1[3,
2mp 2mp

dﬁg(l) = [2 dl_; X él = [2 dlg

podemos entao escrever

ﬁ2(1) . _Mofl I ﬁ1(2)

dy,  27p 77 Tan
que é a forca por unidade de comprimento exercida pela corrente I; sobre a corrente Is.

Observamos que essa forca é linearmente proporcional as correntes dos fios e inversamente
proporcional a distancia entre eles e que fios com correntes paralelas se atraem e com
correntes anti-paralelas se repelem.
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3.1 Invariancia da carga elétrica

A relatividade restrita, que estudamos em Fisica II, foi desenvolvida porque o eletro-
magnetismo nao era invariante por transformacoes de Galileu. Agora que estudamos os
campos EeB (estéaticos) e suas fontes, podemos nos perguntar como esses campos se
transformam por mudancas de referencial inercial.

Ao apresentarmos a forca de Lorentz e definirmos é, dissemos que a forca magnética
sobre uma carga é proporcional a sua velocidade. Mas que velocidade é essa? Isso nao
depende de referencial? Existiria algum referencial privilegiado para essa defini¢ao?

Segundo o Principio da Relatividade, um referencial inercial qualquer deve ser equiv-
alente a qualquer outro. Vejamos como nosso conhecimento de relatividade nos permite
analisar o que ocorre com forcas magnéticas ao mudarmos de referencial. Vamos analisar
0 que ocorre com uma carga negativa que se desloca com velocidade ¢ paralela a um fio
conduzindo corrente (estaciondria). Tentaremos descrever essa situagao num referencial
S (Fig.3.1), fixo em relacdo ao fio, e em S’ (Fig.3.2), em que a particula se encontra em
repouso.

Suponha que o condutor seja um fio de cobre, em que os portadores de corrente sao
elétrons. No referencial S, ha uma forca magnética sobre a particula, dirigida para o eixo
do fio. Por simplicidade, vamos considerar a velocidade de migracao dos elétrons igual a

21
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[ S SR
v=0 V=V

Figura 3.1: Fio carregando corrente e particula de carga ¢ vistos do referencial S.

velocidade da particula. Como o fio é neutro, temos que a densidade de cargas positivas
(em repouso) é igual a densidade de cargas negativas. O campo elétrico gerado pelo fio é
portanto nulo. Logo,

ﬁ:qﬁ'xé.

Se a distancia ao fio é r, B na posicao da particula aponta para dentro da péagina e

1
tem magnitude 5L (fio infinito). Assim
Tr

polqu
2rr

F=

7.

Lembrando que 7 = p¥ e considerando um fio se secao reta A constante, podemos
escrever

F=-D0IP 20 g
27 r
lembramos que I = f; dA = jA.

Vejamos agora o que acontece em S’, em que a particula estd em repouso e o fio se
move. As cargas positivas em movimento geram um campo magnético B na posicao da
particula. No entanto, como a particula agora esta em repouso, nao existe forca magnética.
Se ha forca, ela precisa ser elétrica. Mas para isso o fio precisa parecer carregado. Nao
é dificil entender que a densidade de carga varie de um referencial para outro, pois ela
depende do volume, que varia entre os dois referenciais.

Antes disso, precisamos saber o que acontece com a carga: a carga varia de um refer-
encial a outro? Nao: a carga é um escalar invariante. Ha varios argumentos para explicar
esse resultado (neutralidade de dtomos de H e He). Bloco de material condutor neutro
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Jde
T S
P, )
’ — )
vV, =-V V=0
A" T

Figura 3.2: Fio carregando corrente e particula de carga ¢ vistos do referencial S’.

fica carregado ao ser aquecido (prétons e elétrons tém massas muito diferentes logo ve-
locidades diferentes)? Se a carga dependesse de v, o bloco ficaria carregado. Esse efeito
nao é observado (a nao ser que haja emissao termo-ionica).

Se a carga é invariante, a unica variacao de p se deve a variacao de volume.

3.2 Dois pontos de vista de um problema eletromagnético

Consideremos um fio de secao A se movendo na direcao do eixo. No referencial em
que as cargas sao estacionarias, um comprimento Ly de fio contém carga @Q = pgLoA. A
mesma carga no referencial em movimento serd dada por @ = pLA (A nao varia pois a
se¢ao é perpendicular ao movimento). A relacdo entre L e Ly é dada pela contragao de
Lorentz (veja Figs. 3.3 e 3.4)

2
L=Lo\/l—= =L/1— 3,
c
o que implica que

0

Y

Esse resultado permite relacionar a densidade de cargas positiva em S, p,, com p',
em S’

i P+

SV

Por outro lado, as cargas negativas estao em repouso em S’, logo
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Figura 3.3: Distribuicao de particulas carregadas em repouso com densidade de carga p,
no referencial S.

pl=p_1-3%,

assim,
/ P+ 1
= — + 1— BQ = - 1 - 62 )
SV ’ [M Y
uma vez que p_ = —py, pois o fio é neutro em S. Assim temos

/ B
P :P+\/17_762,

ou seja, o fio em S’ é carregado positivamente, produzindo campo E’ na posicao da

particula.

p+A B .

T
2megr /1 — 32
A forca sobre a particula é na direcao do fio:

o 4 ped 3

E’/ _ p’A

— F=
2w eqT

= I <0).
2mey T ,/1_52T (g )
Mas
- _Av? A
F:_‘JMOP v 72: q P+ ﬁQf’

2m T 2mey T
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Figura 3.4: Distribuicao de particulas carregadas em movimento com densidade de carga

p = po/+/1 — (? no referencial S'.

1
onde usamos o fato que ¢ = ——, que veremos ao final do semestre. Observe que a forca

Ho€o
que aparece, tanto em um referencial como no outro, depende de /32, logo no seu célculo é
imprescindivel usar as transformagcoes de Lorentz na mudanca de referencial. Deste modo
vemos que

—

==

que é exatamente a transformacgao da forga entre os referenciais, pois p/, = p,, dt’ =

/1 — 52dt. Ou seja,

F’/:dﬁL:,}/dﬁL: F .
dt’ dt \/ﬁ
Vimos que obtemos o mesmo resultado fisico nos dois referenciais. No referencial em
que a particula estd em movimento temos apenas a forca magnética, no referencial em
que ela estd em repouso temos apenas a forca elétrica. Percebemos que ha uma ligacao
entre E e B.

3.3 Transformacoes de cargas e correntes

Nossa deducao foi feita supondo que a carga se movia com a mesma velocidade dos
elétrons de conducao. Podemos obter uma condicao mais geral para a transformacao de
pe ; se percebermos que eles formam as componentes de um quadrivetor.

Em Fisica II, mencionamos a existéncia de um invariante dado por

G2 gt g2 2= gy 2
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e dissemos que isso podia ser considerado a norma de um quadrivetor de componente

(ct,z,y,z) ou (ct,Z). Do mesmo modo, sabemos que

E? — p2? = m%c*
também ¢é um invariante. Podemos de forma andloga definir um quadrivetor de compo-
nente (E/c¢,p), lembrando que

moc? . moU

- ) p = Y
V1= 32 V1= 32
mas, se pp € a densidade de cargas no referencial de repouso, vimos que, num referencial

em que elas se movem com velocidade v,

Po

e R At Gy,

Como pe j dependem de ¥ da mesma forma que E e p, eles também devem formar um
quadrivetor, (pc, ;) Sabemos, portanto, que eles devem se transformar como t e (z,y, 2).

Seja S" um sistema de referéncia que se move com velocidade u em relacao a S, como
t =t =0 para O' = 0O = 0. As transformacoes de Lorentz entre esse dois sistemas sao

=y —ut)  jy =70 —up) (3.1)
2=z il =17, (3.3)
t' =t —ux/) p=7(p—ujs/) (3.4)
onde
B 1
fY - u2 )
==

Essas equacoes permitem relacionar p e ] com p e ] Com as equagoes ¢ de Maxvvell
podemos achar EeBem qualquer referencial. Como p e ] sio as fontes de B e E vemos
claramente que esses campos nao podem ser de naturezas diferentes. Se tempos apenas E
em um referencial esperamos encontrar E' e B' em outro referenciall Se tempos apenas
B em um referencial esperamos encontrar E' e B' em outro referencial!

3.4 Campo elétrico em diferentes referenciais

Se a carga é invariante, o campo E deve se transformar de modo bem determinado.
A lei de Gauss nos dois referenciais da a carga, que é invariante, logo

j[ﬁ-ﬁd/l:qim :fﬁ’-ﬁ’dA’.
€o
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Tttt + e+ 2

X

Figura 3.5: Duas placas estaciondrias com densidade de cargas uniforme.

Consideremos duas placas planas paralelas infinitas uniformemente carregadas, com
densidade superficial 0 e —o, respectivamente, em respouso em S, veja Figs. 3.5 e 3.6. O
campo entre as placas é

Suponha que as placas sejam perpendiculares ao eixo z, logo E = E.z. Se as placas
tém lado b (préximo a infinito, muito maior que a separacao) no referencial S’, que se
move com velocidade ¥ = vZ em relacao a S, uma das dimensoes agora é b’ = by/1 — (2,
onde = v/¢, veja Fig. 3.7. Portanto o’ > o

/
o =0.

Aplicando a lei de Gauss em S’, vemos que (Fig. 3.8)

E, =~E, .

Suponhamos agora que as placas sao perpendiculares ao eixo x de acordo com a
Fig. 3.9. Nesse caso s6 ha contracao da distancia entre as placas. Mas E, nao depende
dessa distancia e o' =0 = E = E,.

Esse foi um arranjo muito particular. E as conclusoes que tiramos, sao mais gerais?
Sim: se E num ponto do espacgo-tempo deve ter significado fisico tinico, a form como E
aparece em outros referenciais nao pode depender da natureza das fontes. Medidas de E
na vizinhanca de um ponto em qualquer ¢ devem ser suficientes para prever E’ em outros
referenciais. Assim para cargas estacionarias em S em S’ as componentes do campo se
tranformam como
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Figura 3.6: Secao transversal do sistema visto no referencial S.

R S Ra s s s s S V4

S

I
|
I
I
B i T
I

S’ X

9

Figura 3.7: Secao transversal do sistema visto no referencial S’. Aqui V' = by/1 — 52
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E, = Ej 5
Z,
WL
B
/S °
Caixa estaciondriaem S’
Y

S X

Figura 3.8: Campo entre as placas em S’

caixa estacionaria em S’

Figura 3.9: Campo elétrico no referencial S, com a velocidade relativa na direcao do
campo.

3.4.1 Campo elétrico de uma carga puntiforme movendo-se com
velocidade constante

Suponha um referencial S, no qual uma carga puntiforme () permanece em repouso
na origem, como mostra a Fig. 3.10. As componentes de E no plano xz sao:



CAPITULO 3. TRATAMENTO RELATIVISTICO DE CAMPOS ELETRICOS E MAGNETICOS30

E, = @ cosf = © I ,
dreg 12 deg (22 + 22)3/2
e
Q Q z
Y dmeyr2 >en 4rey (22 + 22)3/?
--------------------------- X
X

Figura 3.10: Campo elétrico de uma carga puntiforme no referencial S no qual a carga
estd em repouso.

Suponha agora que haja um referencial S’ que se move com velocidade 7 = —vi
relativamente ao referencial S, segundo a Fig. 3.11. As transformacoes de Lorentz entre
as coordenadas dos referencias S e S’ sao:

r=v(" —vt'), y=vy, z2=2, t=~(

)

onde = v/c. Os referenciais S e S’ tém origens coincidentes em ¢t = t' = 0.

B
c

Pelas transformacgoes do campo no instante ¢ = 0 podemos escrever

Q v
E = E, =
T 47reg ((,_Yx/)Q + 2,2)3/2 !

Q v
Arrey ((,ywl)Z + 212)3/2 ’

E.=~E, =

de onde vemos que

! /
Ex_£
!

Y



CAPITULO 3. TRATAMENTO RELATIVISTICO DE CAMPOS ELETRICOS E MAGNETICOS31

Figura 3.11: Campo elétrico de uma carga puntiforme no referencial S’ no qual a carga
esta em movimento uniforme.

ou seja, o vetor E' faz o mesmo angulo com o eixo 2’ que 7, logo E' aponta radialmente

para fora ao longo da linha que liga o ponto a posicao instantanea de Q.

O que significa isso? Transmissao instantanea de informacao? Nao, a informacao
era disponivel ha muito tempo, foi a historia do passado da particula que determinou E
observado.

Podemos calcular a intensidade de E':

QZ 72 (LEIZ + Z/Z) QZ (1 _ 62)2

E12 — E:,; 4 El12 — — :
Y (4meo)? [(y )% + 212]3 (4meo)? (2 4 212)? [1 - o r
ZE,2 + ZI?

e tomando ' como o angulo entre 7 e ¥ (Fig.3.11), 2/ = r'sen ', com r"? = 2/? + 2%

podemos finalmente escrever

1 Q (-
"~ Admeg 2 (1 — B2sen §)3/2

Vemos que o campo elétrico produzido por uma carga em movimento uniforme, num
determinado instante, é orientado radialmente da posicao instantanea da carga. Sua
intensidade é dada por E’, onde 8" é o angulo entre a direcao do movimento da carga e
o raio vetor que vai da posi¢ao instantanea da carga ao ponto de observacao. Note que
para uma particula de baixa velocidade, f << 1,

EIN ]' Q

Amegr'2

El

e que para uma particula altamente relativistica 8 — 1, E’ torna-se mais intenso nas

direcoes perpendiculares ao movimento.
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Figura 3.12: Representacao das linhas de campo de uma carga em movimento.

O campo assim criado nao é esfericamente simétricol Ha uma direcao preferida: a
direcao de movimento de (). Esse campo nao pode ser produzido por nenhuma distribuicao
estaciondaria de carga, pois como podemos observar com o auxilio da Fig.3.12,

fﬁ’-dfyéo, (3.7)

a circuitacao no percurso ABC'D nao é nula! Os arcos circulares nao contribuem para a
Eq. (3.7), pois o campo é perpendicular ao percurso nesses trechos, apenas os trechos C' B
e DA fornecem contribuicoes nao nulas, mas com intensidades diferentes. Esse campo
nao é um campo eletrostatico!

3.5 Como transformam-se os campos?

Uma camada de carga superficial, movendo-se paralelamente a si mesma, constitue
uma corrente superficial. Suponha uma superficie infinita com densidade de carga uni-
forme o, deslizando com velocidade v. Logo sua densidade superficial de corrente serd

J=o0v.

Suponha agora uma segunda camada plana infinita de carga superficial com densidade
uniforme —o, movendo-se paralela a primeira no plano zz, segundo a Fig. 3.13. Usando
a lei de Gauss obtemos o campo elétrico entre as placas

E=2y.
€o

Suponha que as cargas estejam se movendo nosentido de x positivo, Uy = vy Z, assim
as densidades superficiais de cada uma serd, respectivamente,
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Figura 3.14: Placas carregadas em movimento vistas por um observador em 5.
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+ _ - _
J, =0 e J, = -0,
de forma que podemos imediatamente concluir que as componente A, e A, do potencial

vetor associado ao campo magnético produzido pelas cargas em movimento sao nulas,
restando apenas a componente A, que por simetria sé pode ser uma funcao de y. Assim
as componentes do campo magnetico

0A 0A
B, = £ ¥ = .
3y P 0 (3.8)
0A, 0A,
B, = % o 0 (3.9)
0A 0A 0A
B,= 2" =-"= 1
ox dy dy (3.10)
Por analogia com
ov o o
T T w T e

e lembrando de fazer a substituicao o/ey — 1o J, e identificarmos A, com V' obtemos,

Am: —Mojxy,

S B = Jr = oo v,
que é a tnica componete nao nula do campo magnético produzido.

Como o referencial S” move-se em relacao a S com velocidade v, ¥ = vz, que campos
serao medidos por um observador em S’? Usando as transformacoes das densidades de
cargas e correntes entre dois referenciais inerciais teremos (veja Eqs.3.4):

/ g U Yo
o = v <a - ;avo> = yo (1 - E?) (3.11)
T = v(ovy —wvo) =0 (vg—v) (3.12)
J = J,=0 (3.13)
J, = T.=0 (3.14)

Como as leis da fisica devem ser as mesmas em qualquer referencial inercial, entao

E, = g _ v {E — EEE] = {Ey - @avov] =y [E, — poovev] = v[E, —vB,] ,
0

onde usamos que ¢ = 1/(po€o), €
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g v
B, = J, = poyo(vo —v) = v(poove — poov) = | B, — —5v ) =7 (B, = B, ) ,
€oC2 c?

B

B, =v(E, — cfB.) B, =~(B, — EEy) :

Caso os planos tivessem sido orientados paralelamente ao plano xz, teriamos obtido
relagoes entre B e F, e By, e entre B, e E, e B,. Essas relagoes seriam andlogas as
expressoes acima, com uma pequena mudanga de sinal (verifique!) resultante das regras
do sentido do B.

Resta entao saber como variam as componentes dos campos no sentido do movimento.
Ja vimos que E! = E!. Para discutirmos o que acontece com a componente longitudinal
de B , B, vamos imaginar que essa componente seja produzida por um solendide ao redor
do eixo z. No referencial S

B:I: = Mo nl )
onde I é a corrente estacionaria do solendide e n é o nimero de espiras por unidade de

comprimento.

Em S’ o solendide sofre contracao de Lorentz de forma que o nimero de espiras por
unidade de comprimento n’ > n. Mas I’ sera reduzida pois do ponto de vista de um obser-
vador em repouso em S’, um observador em S estaria usando um relégio mais vagaroso.
Logo a dilatacao do tempo e a contracao do comprimento se compensam de forma que

B' =B, .

x

As propriedades de transformacao dos campos sao propriedades locais. Os valores de
E e B num ponto qualquer do espago-tempo em um dado referencial, devem determinar,
sem nenhuma ambigiiidade, as componentes dos campos observados em qualquer outro
referencial no mesmo ponto do espago-tempo. O fato de termos usado um tipo particular
de fontes nao compromete a generalidade do resultado que obtivemos.

Assim podemos concluir que as componentes dos campos E e B se transformam entre
S e S’ como

E:In = E; Eg; = V(Ey - 6Bz) E; = V(Ez + BBy) (315)
B,= B, By=v(B,+BE,) B.=vB.-SE) (3.16)

Vemos que E e B se relacionam de forma extremamente simétrica. De fato sdo com-
ponentes de um unico “ente”, o campo eletromagnético, que associa a cada ponto do
espago-tempo seis nimeros, E,, F,, F,, B;, B,, B,, e que como voces verao mais tarde
pode ser representado como um tensor de ordem dois.

Imagine que no referencial S, B = 0. Nesse caso
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de forma que

ou seja

—

se B = 0 em todos os pontos de algum sistema de referéncia, com v" = —vz. Note
que v’ é a velocidade relativa ao sistema linha do sistema particular em que B é nulo.
Vimos um exemplo desse caso quando estudamos uma carga puntiforme no seu referencial
de repouso, onde B = 0, e em um outro referencial onde ela apararece com velocidade
constante.

Da mesma forma se no referencial S, E = 0. Entdo

ﬁf:_@'xéf)
C

se £ = 0 em todos os pontos de algum sistema de referéncia, com v = —vz. Note que v’ é

a velocidade relativa ao sistema linha do sistema particular em que E é nulo. J4 vimos um
exemplo desse caso também, quando estudamos um fio neutro infinito conduzindo corrente
estacionaria no seu referencial de repouso, onde E = 0, e em um outro referencial onde
ele apararece com velocidade constante.

Freqiientemente nao ha referencial algum no qual B=0ouE =0 em todos os pontos.
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