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Equação de Schroedinger 
em três dimensões

• Até o momento, consideramos apenas uma 
dimensão (x) para a equação de 
Schroedinger

• Obviamente, esta é apenas uma 
aproximação, pois sistemas físicos reais 
devem ser tratados em 3 dimensões
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Equação de Schroedinger 
em três dimensões

• Nesse caso, a equação de Schroedinger é 
dada por:

onde:

− !2

2m
∇2Ψ(!r, t) + V (!r, t)Ψ(!r, t) = i!∂Ψ(!r, t)

∂t

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
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Equação de Schroedinger 
em três dimensões

• Essa equação também pode ser separada em 
uma parte que depende apenas da posição 
caso o potencial não dependa do tempo, 
como no caso unidimensional:

onde:

− !2

2m
∇2ψ("r) + V ("r)ψ("r) = Eψ("r)

Ψ(!r, t) = ψ(!r)e−iEt/!
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Partícula na caixa retangular

• Vamos considerar uma 
partícula livre “presa” 
em uma caixa retangular

• Este problema é 
equivalente ao poço 
infinito, porém em três 
dimensões
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V(x,y,z) = 
0, se: – a/2 < x < a/2; – b/2 < y < b/2; – c/2 < z < c/2

! no resto do espaço

Retomemos o caso específico do poço quadrado:

Nessas condições, a autofunção deve se anular 
para qualquer ponto fora do poço e deve 
apresentar nós nas faces. Podemos montar as 
autofunções a partir daquelas determinadas para 
o caso 1D (aula 18):
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As funções entre chaves nos lembram que devemos escolher 

entre as funções cosseno ou seno, conforme ni for par ou ímpar, 

respectivamente. Substituindo essa função na eq. de 
Schrödinger, obtemos:
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Partícula na caixa retangular

n1 , n2 , n3 = 1,3,5,... 
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ψ(x) =
√

2/a
√

2/b
√

2/c · cos
(n1π

a
x
)

· cos
(n2π

b
y
)

· cos
(n3π

c
z
)

n1 , n2 , n3 = 2,4,6,... 

ψ(x) =
√

2/a
√

2/b
√

2/c · sen
(n1π

a
x
)

· sen
(n2π

b
y
)

· sen
(n3π

c
z
)
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Partícula na caixa retangular

• Além da quantização de energia, uma 
outra propriedade interessante surge 
neste problema

• No caso da caixa retangular com os 3 
lados diferentes, cada combinação de 
números quânticos (n1 , n2 , n3), resulta 
em uma valor diferente de energia
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Portanto:

Situações novas e importantes, surgem quando a caixa 
apresenta 2 ou mais lados de mesmo tamanho: 

suponhamos inicialmente b " a:

E = En1 + En2 + En3 =
π2!2

2m

(
n2

1

a2
+

n2
2

b2
+

n2
3

c2

)
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Partícula na caixa retangular

• Porém, se os lados do retângulo 
forem iguais, isto é, existir uma 
simetria no problema, 
diferentes combinações de 
números quânticos (n1 , n2 , n3) 
podem levar ao mesmo valor 
de energia

• Isso é chamado de 
degenerescência
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Equação de Schroedinger 
em três dimensões

• Para alguns problemas, a solução é mais 
simples se a equação de Schroedinger for 
escrita em coordenadas esféricas

• Isso ocorre, por exemplo, para o caso do 
potencial Coulombiano, que depende 
apenas do raio r e não depende de φ ou θ
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Equação de Schroedinger 
em três dimensões

• A solução da parte angular da equação de 
Schroedinger em três dimensões em coordenadas 
esféricas é dada pelos chamados esféricos 
harmônicos:  

onde:

com l =0, 1, 2, 3, ... e ml = -l, -l+1, ..., 0, ..., l-1, l

Ylml(θ,φ) = Θlml(θ) · Φml(φ)

Φml(φ) = eimlφ

Θlml(θ) = sen|ml|θ · Fl|ml|(cosθ)
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Equação de Schroedinger 
em três dimensões
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Harmônicos esféricos
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