0. Tratamento estatistico
de dados experimentais

Objetivos

Recordar conceitos associados ao tratamento de dados experimentais;
Estabelecer f6rmulas mais comuns;

Procedimento gréfico: Ajuste de curvas a dados experimentais;

Esta apresentagdo destina-se exclusivamente a servir como recordagdo de conhecimentos ja
aprendidos. Para uma exposicao extensiva do assunto, sdo indicados, entre outros:

FUNDAMENTOS DA TEORIA DE ERROS, J. H. Vuolo, Ed Edgar Bliicher Ltda, 1992.

TRATAMENTO ESTATISTICO DE DADOS EM FiSICA EXPERIMENTAL, O. A. M. Helene e Vito R.
Vanin, Ed. Edgar Bliicher Ltda, 1981.

TOPICOS AVANCADOS EM TRATAMENTO ESTATISTICO DE DADOS EM FiSICA EXPERIMENTAL
Vito R. Vanin e P. Gouffon, LAL-IFUSP, 1996.

EXPERIMENTAL MEASUREMENTS: PRECISION, ERROR AND TRUTH, N. C. Barford, Addison-
Wesley Publishing Co., Inc. 1967.

DATA REDUCTION AND ERROR ANALYSIS FOR THE PHYSICAL SCIENCES, P R Bevington,
McGraw-Hill Book Co. 1969.
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Introducdo Toda medida experimental resulta afetada de erro. Duas medidas de uma mesma
grandeza feitas nas mesmas condi¢des, em geral, ndo apresentam o mesmo resultado. Considere
o conjunto de medidas do didametro de um pino cilindrico praticadas com um paquimetro (com
incerteza nominal de 0,01 mm), tabeladas a seguir.

|d(mm) [088 [095 [086 [089 [093 [090 |

Qual destas medidas melhor representa o didmetro do cilindro? A resposta: nenhuma!
A melhor escolha para o didmetro procurado é o valor médio do conjunto de medidas: !

P= Y, M
1

onde Z representa o valor médio, n é o nimero de medidas e x; é a i-ésima medida.
A dispersdo da série de medidas pode ser aferida através do seu desvio padrio ou desvio quadrdtico
médio o )
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O desvio padrio da média o,, é uma estimativa da dispersdo que seria obtida em médias de difer-
entes conjuntos de medidas efetuadas nas mesmas condigdes:

n
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Como o resultado da medida é representado pela média, a sua incerteza deve ser dada pelo
desvio padrdo da média. Entretanto, como a Eq. (3) indica, este desvio pode ser feito tdo pequeno
quanto se queira efetuando um niimero cada vez maior de medidas, o que ndo faz sentido. Na
incerteza do resultado devemos levar em conta, também, a incerteza do instrumento de medida,
o.. Tomamos, entdo, como incerteza do resultado:

op = o2 + ol 4)

Para o exemplo apontado de 6 medidas, tomando o, = 0,01 mm, obtemos:

d = 0,901667 ... mm, o = 0,033115... mm, o, = 0,013520... mm e o, = 0,016816... mm.

Levando em conta a estimativa da incerteza da medida, vemos que o algarismo duvidoso em d é
o segundo digito depois da virgula: o 0 a direita do 9. Assim todos os digitos que o seguem nao
tem significado.

Para expressar a incerteza utilizamos, no maximo, dois algarismos significativos. Tanto a in-
certeza quanto o valor da medida devem ser arredondados convenientemente. Assim, para o
resultado no exemplo escreveriamos:

d = (0,90 + 0,02) mm, (5) ou d=(0,902+0,017) mm.|  (6)
Observe em (5) que nao se pode omitir o zero a direita quando ele é um algarismo significativo.
Como regra, vamos expressar a incerteza com apenas um algarismo significativo. Entretanto,
quando o arredondamento do valor da incerteza resultar em “1” ou “2” como tnico algarismo,
devemos utilizar dois algarismos para minimizar o erro introduzido pelo arredondamento.
Segundo esta regra, a expressdo (6) acima é a maneira correta de expressar o resultado final
da medida do diametro do cilindro no exemplo. Se o resultado vai ser utilizado posteriormente
para computar outra grandeza (como a densidade, por exemplo), é conveniente utilizar a forma

'Construamos uma fungdo D* = Y 7(z; — z)°. O melhor valor de # é aquele que torna minima esta soma dos
quadrados das diferengas:

n n
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Assim, a média é a melhor escolha para representar o conjunto de medidas x;.
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(6) para as grandezas intermedidrias, mesmo que a regra anterior permita expressar a incerteza
com um unico algarismo significativo, para minimizar os erros de arredondamento.

O procedimento de computar média e desvio padrdo de uma série de medidas pode ser te-
dioso, mas é necessdrio. A maioria das mdquinas de calcular incluem programas de cédlculo de
médias e desvio-padrdo. Aprenda a usar sua maquina !

Propagacdo de Incertezas Raras vezes a medida que fazemos constitui o resultado final do pro-
cesso de investigacdo que fazemos. O nimero obtido deve ser transformado matematicamente —
somado, subtraido, dividido, multiplicado... — para dar a conhecer a resposta. Outros ntimeros
intervenientes irdo, com boa probabilidade, também apresentar uma incerteza, o que nos leva a
questdo: como determinar a incerteza de uma grandeza z que resulta de opera¢des matemdti-
cas envolvendo resultados de medidas de outras grandezas, como por exemplo 1, x9, etc., com
incertezas oy, o9, etc.?

Se z é dado por z = f(x1,x2,...) e as incertezas oy, e 0y, etc. sdo independentes, a incerteza
em zZ = f(Z,%2,...) é dada por

2 2
o :<afa> —|—<6f02> + . (7)
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onde as derivadas parciais sdo computadas nos pontos 1 = 1, z2 = Zo, etc..
Alguns casos particulares importantes desta forma geral:

e Adicdo ou subtracdo: Se z = +x + y, |0z/0z| = 1 e |0z/0y| = 1, resultando:

2

_ 2 2
0, =0, + 0,

e Multiplicag¢do ou divisdo: Se z = zy ou z = z/y, |0z/0x| = |z/x| e |0z/0y| = |z/y|, resul-
tando: )
9=\ _ (%2 4 (%
(2) =)+ ()

A generalizagdo destes resultados quando ha mais de duas parcelas ou produtos é imediata.
Resumindo:

Quando somando ou subtraindo grandezas afetadas de erro, combine os
quadrados das incertezas absolutas. Quando multiplicando ou dividindo,
combine os quadrados das incertezas fracionais, ou relativas.

Ajuste de curvas Freqiientemente praticamos uma série de medidas as quais sabemos pertencer
a uma relacdo matematica. O caso mais simples é o de uma relagdo linear, que se traduz numa
reta quando os resultados sdo apresentados de forma gréfica. Seja, por exemplo, determinar o
melhor valor da resisténcia elétrica de um resistor sobre o qual, dada a corrente, medimos a tensao.
As medidas estdo tabuladas na Tabela 1 e apresentadas graficamente na Figura 1. Tomamos a
incerteza das medidas como constante — como € a situagdo pratica mais encontrada.

Sabemos que o resistor obedece a lei de Ohm, e portanto V() = RI. Em nossas medidas,
admitimos que a varidvel independente I ndo contem erros e as incertezas estdo sobre a varidvel
dependente V. Nosso problema é determinar o melhor valor para a resisténcia elétrica R. Neste
exemplo, todos os pontos sdo utilizados para a determinacdo do melhor valor para a resisténcia
elétrica do resistor. Que métodos podemos utilizar para isto?

O método mais simples é o olho. Por mais surpreendente que possa parecer, um ajuste visual
dos dados normalmente fornece bons resultados — e deve ser a primeira estimativa do processo.
Um outro método consiste em tragar retas de inclinagdes extremas sobre os pontos e praticar algum
tipo de média sobre os resultados. Entretanto, se queremos um método que forneca os mesmos
resultados, ainda que aplicado por pessoas diferentes, temos que recorrer a processos matematicos
mais elaborados.
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i [I(A) | V(V) i Yi a3 iy
(40,5 V) 1] 02 1,0 0,04 0,20
1]02 1,0 2| 04 2,2 0,16 0,88
2 104 2,2 3] 06 3,0 0,36 1,80
3106 3,0 41 0,7 3,5 0,49 2,45
4 107 3,5 5] 08 4,0 0,64 3,20
5108 4,0 6] 1,2 6,0 1,44 7,20
6 | 1,2 6,0 7] 14 7,0 1,96 9,80
7 |14 7,0 8| 16 7.8 2,56 | 12,48
8 |16 7.8 91 18 9,2 324 | 16,56
9 138 9,2 0] 20 [11,0 4,00 | 22,00
10 | 2,0 11,0 | ©[10,7 [547 [1489 [7657 |

Tabela 1: Tens6es medidas sobre um resistor. Admitimos que a corrente, variavel independente,
nao apresenta erros. Apenas os valores de tensdo apresentam erros, que supomos iguais a
oy = 0,5V naregidao medida. Na tabela a direita estdo os dados necessarios para ajuste de uma
reta pelo método dos minimos quadrados.

12 T T T T

10

0,0 0,5 1,0 15 2,0
I (A)

Figura 1: Dados pontos experimentais que sabemos obedecer a uma relacdo matematica con-
hecida, como determinar o melhor conjunto de parametros?

O mais utilizado deles é denominado “Método dos minimos quadrados” e consiste, em essén-
cia, em minimizar a diferenga entre a curva a ser tragada e os pontos experimentais. Comegamos
construindo uma funcdo matematica x* (leia-se “qui quadrado”) dos quadrados das diferengas
entre os pontos experimentais y; e os pontos tedricos correspondentes y;;

onde o; é a incerteza associada ao ponto medido y;, n é o nimero de pontos experimentais, a e b
sdo os coeficientes da reta que melhor ajusta os pontos — as nossas incégnitas.

Minimizamos x*? para determinar os melhores valores de a e b. Posto de outra forma, os melhores
valores de a e b sdo exatamente aqueles que tornam minima a soma das diferencas entre os pontos
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experimentais e a reta procurada. Entdo,

2 n o1
Oa i=1 03
aXZ n 1
- = =2 —5 Y — i — b =0
b S el
com solugao
1 1
a = A (Sany - SxSy) e b= A (SIQS:L/ - stl’y)
onde
A=38,8, 82
e 2
"1 N 1 —~ yi — Tiyi ~ 7]
So‘ == 9 Sx == 9 S == 9 SCC = ? Sx = 71'
;Uf ;J? ! i=1 of ! ZZ; o} 2 ;UZ'Q

Exercicio. Faca a dedugdo detalhada das férmulas.

As incertezas sobre a e b sdo dadas por

0o =V Ss/A, op = \/Sp2/A.

Nos casos como o do exemplo em que as incertezas de todos os pontos sdo iguais, 0; = o, 0s
resultados ficam:

1 1
a= E(nExy—Eny), go=0\/n/D e b=—(3,—a¥;), op=0y22/D,
n

onde

n n n n
Se=3 @i Sy=Y Ui Say= T, Sp=» z e D=nYa- ()
=1 =1 =1 =1

A forma mais facil de praticar ajustes de retas estd em utilizar as maquinas de calcular ou
programas de computador. As contas que se seguem constituem apenas um exemplo de aplicagdo.
Vamos aplicar esta técnica aos dados experimentais da tabela 1. As somas necessarias para os
calculos estao indicadas na tabela a direita dos dados, com as quais obtemos:

a =524295 V/A, 0q = 0,26954 V/A = a=(52+0,3) V/A
b= —0,13995V, oy = 0,32891 V = b=(-0,14+03) V.

A melhor reta obtida estd indicada na Figura 1.
A resposta, pois, para o valor da resisténcia é R = (5,2 £ 0,3) Q.
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Engenharia Elétrica da Escola Politécnica

LABORATORIO
Nome: Neuse: | | [T L]
Companheiros:
EXPERIENCIA 0 Tratamento Estatistico de Dados Experimentais

Um capacitor é formado por duas placas circulares paralelas de didmetro D separadas de /.

0O Um aluno mediu os seguintes valores, em centimetros, para o didmetro de uma das armaduras:

| D(cm) [164 [162 [163 [165 [164 [163 [162 [163 [161 [164 |

Este conjunto de medidas é melhor indicado por|D = ............ = = cm

O Calcule a drea da placa, expressa por A = 7D?/4.

e Expresse m de forma coerente. A maquina de calcular fornece 7 = 3,141592654 (implicando
errode 1/ 1010 que, obviamente é muito além do necessario em nosso caso). A forma correta
de expressar 7 para este caso! é

e Calcule a drea do capacitor: | A = ............ + ... cm

0O O mesmo estudante mediu, em milimetros, para a separagdo entre as placas,

| ¢(mm) [320 [322 [323 [296 [300 [295 [290 [292 [296 |

Este conjunto de medidas é melhor indicado por |/ = ............ + . mm

O A capacitancia de um capacitor de placas paralelas, desprezando-se os efeitos de borda, é dada
por C = €A/l onde ¢, denominado permissividade do vdcuo tem valor tabelado ¢y = 1/upc? =
8,854 187817...x 1072 F /m (exatamente). Calcule a capacitancia do arranjo:

e Escreva ¢y com o ntimero adequado de casas decimais:
€0 = cevrrneeennnn F/m.

C= (o + .....)x10~ F.
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Mediram-se a tensio V entre e os terminais de um outro capacitor e a carga () armazenada,
obtendo-se os valores da tabela. A relacdo entre a carga armazenada num capacitor e a tensdo entre
seus terminais é dada por Q = C'V. (Admita que as tensdes sdo perfeitamente conhecidas e o erro

cometido na medida da carga é constante e igual 0,1 pC).

il 1 23| 4] 5] 6 7 | 8 9
Tensdo (V) | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1100 | 1200 | 1300
Carga (pC) | 31,0 | 36,8 | 43,0 | 49,2 | 55,4 | 62,0 | 67,0 | 73,8 | 80,0

DETERMINACAO DOS MELHORES VALORES DE CAPACITANCIA.

O Pelo olho. Construa um grafico com V nas abscissas e ) nas ordenadas. Trace retas extremas aos
dados, tal como melhor lhe parecer e estime o melhor valor para a capacitancia, tomando a média

entre os valores obtidos. Estime a incerteza.

Melhor valor para a capacitancia: C' = (

EXPERIENCIA O
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0-3

[J Pelo método dos minimos quadrados.

Complete a tabela com os calculos necessarios ao cdlculo de coeficientes pelo método dos minimos

quadrados.
1
2
3
4
)
6
7
8
9
>
Melhor valor para a capacitancia: C' = (........ £ ..... x10~
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0 OPCIONAL ! Pela Calculadora. Caso vocé tenha uma calculadora que lhe permite ajustar retas,
Calcule o ajuste pela maquina.

O Discuta brevemente os resultados.




