Colisoes Unidimensionais

Colisoes Elasticas

Considere duas particulas de massas m; e my, com velocidades iniciais (antes da
colisao) Vi; = vii 1 e Vo = Voi 7, tal que vy; > vo; para que haja colisdo. Sejam vyp e
vor as velocidades dessas particulas depois da colisao.
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Como estamos assumindo colisao elastica, existe conservacao do momento e da
energia cinética do sistema. Entao, devemos ter que:

P, = P¢, pois F<~0 (1)

B, = E (2)

C

—

ou seja, o momento do sistema antes da colisao (P;) deve ser sempre igual ao mo-
mento do sistema depois da colisdo (Py) e a energia cinética antes da colisao (El)
deve ser igual & energia cinética depois da colisao (EL), pelo fato da colisao ser um
choque eléstico. Das equagoes (1) e (2) temos:

P1i +P2i = DPir + Dar (3)
DY, Py _ P, Dy )
21111 211’12 2H11 2H12

Das equagoes (3) e (4) podemos escrever:

Pof — P2i = D1 — Pif (5)
Py — D% _ DPhi—DPir (©)
mo my
Definindo A = @, podemos re-escrever a equagao (6):
my
(P2t — Pai) (P2t +P2i) = A(Pu — Pue) (Pui + Pur) (7)

Dividindo a equagao (7) pela equagio (5) ficamos com:

par +Dpai = A(P1i+ Dpir) (8)

Somando as equagoes (8) e (5) temos:

2p2f = ()\ + 1) P1i + ()\ — 1) Pt (9)
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Da equacao (5) temos que
Pir = Pii+D2i — Pt (10)

Substituindo a expressdao de pir (equagao (10)) na expressao (9), encontramos a
relacdo entre o momento final da particula 2 e os momentos iniciais das duas
particulas:

2 (1—\)
Par = (1 +>\) Pii — (1 +>\) Pai (11)

Substituindo este resultado na equacgao (5), encontramos a relagdo entre o momento
final da particula 1 e os momentos iniciais das duas particulas:

1— ) 2

i+ i 12
Lyt oy (12)

_
plf—<

Destes resultados podemos verificar que a configuracao final fica inteiramente deter-
minada pela configuracao inicial pelo fato de haver conservacao tanto do momento
linear como da energia cinética do sistema, independente da natureza das forgas de
interagao (internas) entre as particulas.

Podemos, a partir das expressoes (11) e (12), encontrar a relagao entre as velocidades
finais das particulas 1 e 2 em funcao de suas velocidades iniciais:

2m; (m; —my)
Vor = Vii — Voi 13
2t (m; + my) ! (m; 4 my) 2 (13)
(m; — my) 2ms,
Vif = vy + Vai 14
1 (my + my) ! (my + my) 2 (14)

As expressoes (13) e (14) mostram que no caso de uma colisdo eltica entre duas
partiiculas, suas velocidades relativas tém seu sentido invertido tal que

(V2f - Vlf) = —(V2i - Vli) (15)

A seguir, vamos analisar alguns casos particulares a partir dos resultados gerais
obtidos anteriormente.
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Casos Particulares

1. Particulas com massas iguais: ’ml =mpy=m= A= 1‘

Neste caso, as equagoes (11), (12), (13) e (14) ficam:

e (16)
: a7)

indicando que as particulas trocam entre si os momentos e as velocidades. Na
proxima figura exemplificamos este caso, mostrando trés diferentes situacoes:

Antes Depois
(@)
. o3 X Paal o .
m m X m m X
(b)
v v v v
o— -0 . ~—@ o .
m m X m m X
() v v
. @ [ ) . [ ] o .
m m X m m X

(a) particulas com velocidades iniciais nao nulas, de médulos diferentes e
mesmo sentido;

(b) particulas com velocidades iniciais ndo nulas, de mesmo médulo e sentidos
contrarios;

(¢) uma particula com velocidade inicial nula e a outra com velocidade inicial
V.

2. Alvo em repouso:

A situacao de alvo em repouso é bastante comum, significando que uma das
particulas esta inicialmente em repouso quando o processo de colisao ocorre.
Analisaremos dois casos extremos designados por alvo pesado (m; < my) e
alvo leve (m; > my).

e Alvo pesado: ’ml <ms = A> 1‘

Neste caso, as equagoes (11), (12), (13) e (14) ficam:
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Par & 2p1j € (18)

my
v 2ilvm0 e [ (19

2

ou seja, quando uma particula incidente muito leve colide com um alvo
pesado em repouso, o momento linear transferido ao alvo é aproximada-
mente o dobro do momento da particula incidente, que é praticamente re-
fletida com velocidade de mesmo modulo e sentido contrario ao incidente,
enquanto que o alvo sofre um recuo com velocidade muito pequena, a qual
é tanto menor quanto menor a relagdo m;/my. A variagdo do momento
da particula incidente é Ap; = —2py;, ou seja, 0 momento transferido
para o alvo, pela particula incidente, é Apy = 2py;. Um exemplo deste
caso é uma bola em queda livre na superficie da Terra.

o Alvo leve: |m; >>m2:/\%0‘

Neste caso, as equagoes (11), (12), (13) e (14) ficam:

m
P2 p 0| e (20

: g

ou seja, quando uma particula incidente muito pesada colide com um
alvo leve e em repouso, seu momento fica praticamente inalterado, assim
como sua velocidade, como se ela ignorasse a presenca do alvo. O mo-
mento linear transferido ao alvo é aproximadamente nulo e ele é langado
para a frente com aproximadamente o dobro da velocidade da praticula
incidente. A variacao dos momentos de ambas particulas é nula. Um
exemplo deste caso € a bola de boliche colidindo com o pino.

Além da analise que efetuamos para os trés casos limites, é interessante estudar
como é o comportamento das velocidades finais das particulas, vif e vof, em fungao
da razao de suas massas, A. Para o caso de alvo em repouso temos que as equagoes
(13) e (14), escritas em fungao de A, ficam:

2
Vo = (1 i )\) Vii (22)
Vif = (1 4__ ig Vii (23)

Instituto de Fisica/2010 4



Uma analise destas equagoes mostra que para um valor fixo de vy;, as velocidades
finais das particulas sao dependentes somente da relagdo entre suas massas (\),
ou seja, teremos vig(A) e vor(A), cuja amplitude depende de vy;. Assumindo uma
velocidade inicial vi; = 1 (m/s), as figuras 1 e 2 ilustram as fungoes vig(A) e vor(\)
em funcao de )\, respectivamente, com \ variando no intervalo 1072 < A < 10%. O
eixo x estd em escala logaritmica para permitir a representacao da vasta gama de
valores de .
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Figura 1: Velocidade final (vy), apds a colisdo, da particula incidente.
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Figura 2: Velocidade final (vof), apds a colisao, da particula alvo.

Os comportamentos nos limites estudados anteriormente podem ser observados nes-
tas figuras:

A velocidade da particula incidente vi¢, mostrada na figura 1, é praticamente igual
a vy;, variando muito pouco no limite A < 1 (m; > my) e anulando-se para A\ = 1.
Para A > 1 ha uma inversao de sinal e vi¢ tende ao valor —vy; para A > 1.
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A velocidade do alvo vgr, mostrada na figura 2, apresenta um valor proximo de
2vy; quando A < 1, diminuindo de valor com o aumento de A, até se igualar a vy;
(vor = vi; = 1) para A = 1. Em seguida, para A > 1, vy tende a zero.

OBS: Figuras 1 e 2 elaboradas e cedidas pelo estudante Gabriel Landi (IFUSP)

Colisoes Totalmente Inelasticas

Considere duas particulas de massas m; e my, com velocidades iniciais (antes da
colisdao) Vi; = vii1 e Vo = Vvoi 2, tal que vy; > vo para que haja colisdo. No caso
de uma colisao totalmente inelastica, a energia cinética relativa ao centro de massa
(CM), depois da colisdo, é nula. Desse modo, as velocidades das particulas do
sistema, em relacao ao CM, sao nulas. Assim, as particulas passam a mover-se
juntas, formando um tnico corpo de massa M = m; +ms, com velocidade vi = V.
Para este tipo de colisao nao hé conservacao da energia cinética do sistema, so
existindo conservacao do momento linear:

—

P, = P;, pois F*<~0 (24)

res

levando a:
m; Vi + MoVe = (Mg + my) vy (25)

Assim, s6 a conservacao do momento é suficiente para descrever a configuracao final
em termos da configuracao inicial:

5 mivy + MoV

Vi = (ml T m2) = VcMm (26)
Um exemplo cléssico deste tipo de colisao é o péndulo balistico, que é um aparelho
utilizado para medir a velocidade das balas de armas de fogo e consiste de um bloco
de madeira de massa my suspenso por dois fios de forma que possa oscilar como um
péndulo. A bala, de massa m;, com velocidade horizontal vy;, é disparada contra o
bloco. Quando atinge o bloco, a bala aloja-se nele e juntos (ms +m; ) sobem a uma
altura de oscilacao maxima H, que é medida.

l l
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Assim, a partir de H, my e m;, consegue-se obter a velocidade da bala vy;. A colisao,
totalmente inelastica, da bala com o bloco, dura um intervalo de tempo At tao
curto que nao da tempo do bloco se elevar e, portanto, para descrever o movimento
do sistema bala+bloco, este At pode ser desprezado e o movimento do CM pode ser
tratado como unidimensional. Assim, utilizando a equagao (25) e tomando Vo = 0
temos que

= - my vy
— = - 27
Ve VcM (m1+m2) € ( )
2.2
Vo= (28)

Com a expressao da velocidade do sitema bloco+bala, dada pela equagao (28),
podemos obter a expressao da energia cinética do sistema, depois da colisao:

1 1 m? v?.
B - = 2 _ L 1 Vii
c 5 (my +my) v 5 (m; + my) l(rm ¥ my)?
mq 1 2] 14 i
— I | = —— R 29
(m; + my) [2 TV (my +my) © (#9)

Esta energia cinética é responsavel pelo movimento pendular do sistema bloco+bala
e, quando o péndulo atinge sua altura maxima, toda ela é transformada em energia
potencial gravitacional. Desse movo devemos ter que:

my 1
L= Vs = g 3™ =t ema)e o

O que leva a expressao para a velocidade da bala em funcao de H, m; e mj:

Vi = M \/QgiH (31)

my

Podemos obter, ainda, a porcentagen da energia perdida durante a colisao E,. Uti-
lizando a equacgao (29) temos que:

E, = .
P EIC (Hll + IIlQ)

(32)

Por exemplo, se medidas mostram que a massa da bala ¢ m; = 10 g, que a massa do
bloco de madeira é my = 4 kg e que a altura maxima atingida pelo péndulo balistico
¢ H =15 cm, entao a velocidade da bala e a energia perdida na colisao sao:

4,010
~ 0,010

Vii

V2x9,8x5x102~397m/s ¢ E,~9,75% (33
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