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3. DistribuigcOes de Probabilidades
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Variaveis Aleatorias PRO

Variaveis Aleatérias sao valores numéricos que sao
atribuidos aos resultados de um experimento aleatério.
Séo classificadas em inteiras e continuas.

Exemplos:
— numero de acidentes no trabalho em fevereiro (int.)
— gtd de passageiros transportados em uma viagem (int.)
— peso liquido em uma embalagem (cont.)
— nivel de um reservatorio (cont.)
— tempo de espera na fila (cont.) etc
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Distribuicao de Probabilidades

Variaveis Inteiras ou Discretas
p(x) x=0,1,2,---

p(x)20 ) p(x)=1
Distribuicdo Acumulada:

F(a)=P(X <a)= p(x)

x<a

Pla<X <b)=F(b)-F(a)
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Exemplo - Moeda PRO
Lancamento de trés moedas (n=3)
— X =quantidade de caras (x=0,1,2¢e 3)

X p(x) F(x)

KKK KKC KCC cccC 0 1/8 0,125

S = KCK CKC 1 3/8 0,500

2 3/8 0,875

CKK CCK 3 1/8 1,0

1,0
4
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3.3

Média e Variancia (var. inteiras)
Expectativa ou Média: #=E(X)= ZX' p(x)
Variancia: o> =V (X)= Z (X—,U)2 - p(x)
ou V(X)=E(X*)—[EX)]

Desvio Padrao: 0 =DP(X)=,V(X)
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Exemplo - Aluno

X = numero de disciplinas por aluno

X pP(x) F(x) X p(x) (x-1)? p(x)
0 0,05 0,05 0,00 0,6125
1 0,05 0,10 0,05 0,3125
2 0,10 0,20 0,20 0,2250
3 0,20 0,40 0,60 0,0500
4 0,35 0,75 1,40 0,0875
5 0,25 1,0 1,25 0,5625
1,0 3,5 1,85

EX)=3,5 V(X)=1,85 DP(X)=1,36
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Exemplo (cont.) PRO
0,40 1,00 4
( )0!30} FX _I_
0,20 0,50 4
0,10 0,25 _'_'_,_
0,00 0,00 . ! :
0 1 2 3 4 5 0 2 4 6
X X
p(x): distribuicao de probabilidades
F(x): distribuicdo acumulada (descontinua)
7
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Média e Variancia (cont.) PRO

Definigo:  E[H(X)]= ) h(x)- p(x)

Propriedades:

E(aX +b)=a-E(X)+b

V(aX +b)=a*-V(X)

Variancia: V(X)=E[(X —p)*1=) (x—u)* - p(x)

8

Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo Departamento de Engenharia de Producao

EPUSP - PRO Prof.Dr. Marco Aurélio de Mesquita



PR0O2271 ESTATISTICA 3.5
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Principais Distribuicdes de Probabilidade (var. inteiras)

Uniforme:
— probabilidades iguais (ex: dado)

Hipergeométrica:
— amostragem de populagéo finita, sem reposicao (ex: inspecao simples)

Binomial:
— amostragem de pop. infinita ou processo com prob. sucesso constante
— ex: quantidade de vitérias em 5 tentativas no jogo 7 ou 11

Poisson:
— quantidade de eventos (no tempo ou espago)
— ex: gols em uma partida, focos de incéndio, chegada de clientes etc
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Distribuicao Hipergeométrica PRO

Aplicacao: amostragem de populagéao finita, sem reposicao

Parametros:
— N =tamanho da populacdo
— M = sucessos na populacao
— n =tamanho da amostra

Férmulas:
M
X n—x N
p(x)= N Y ) (N
(nj P =V(X)=n-—o| 1= || =0
N N N -1
- 10
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Exemplo — Cartas de Copas PRO

Retirando-se aleatoriamente 5 cartas de um baralho, qual
a probabilidade de sair exatamente duas cartas de copas?

— Parametros:N =52, M=13 e n=5

[Bj (39)
2)(3) 789139 _27.43%

52)  2.598.960
9
ny_ n!
(xJ_x!(n—x)!
- 11

p(2)=
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Exemplo (cont.) PRO

X P(x)
13 39 0 0,2215
x ’ 5_x 1 0,4114
== 7 ~ 7 2 0,2743
p(x) 52 3 0,0815
4 0,0107
5 5 0,0005
1,0
13
E(X)=5'57=1,25 Excel:
Dist.HiperGeom()
Vixyos. B339 4o
52 52 51

= DP (X )= 40,804 = 0,93
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Distribuicao Binomial PRO

Aplicagao:
— amostragem com reposicao ou pop. infinita
— experimentos com probabilidade de sucesso constante

Parametros:
— n = gtd de experimentos independentes
— p = prob. de sucesso em cada experimento (cte)

Férmulas:
n _ H1=E(X)=np
— . )C. 1_ n—x
p(x) (XJP (1=p) o’ =V(X)=np(-Dp)

13
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Exemplo - Dado PRO

Determine a distribuicdo de probabilidades do nimero de
resultados 6 em 5 langamentos de um dado.

5
n=5 p=1/6 = p(x)=( j-(0,1667)x-(0,8333)5_x
X

X P(x)
0 0,4019
1 0,4019
2 0,1608
3

4

5

0,0322
0,0032 Excel:
0,0001 DistrBinomial()

14
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Distribuicao Binomial PRO

H n=10 p=5%
0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=10 p=25%

1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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0,6
05
0,4

n=10 p=10%

0,2
0,1 H
0,0 + [

0o 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,6
0,5

04
03 n=10 p=50%
0.2
0,1

0,0

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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n=10 p=50%

0123456 78 910

n=10 p=90%

0123456 78 910
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041 n=10 p=75%

01234586 7 8910

05 n=10 p=95%

0123456 7 8910
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Distribuicao Poisson PRO

Aplicagao: contagem de eventos (acidentes, chegadas etc)

Parametros:
— M = numero médio de eventos (u >0)

-l , X
e
Férmula: p(x)= H x=0,1,2,... Média e
x! Variancia
iguais
EX)=u V(X)=u
o - ax
Verifica-se que: ¢ = ) —
x=0 X!
17
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Processo de Contagem de eventos ao longo do tempo
(teoria de processos estocasticos).

Parametros:
— A =taxa de ocorréncia dos eventos (A >0)
At x
At
Férmula: PX(Z)Z# x=0,1,2,... t>0
X!
U=E(X)=At
o’=V(X)=t

18
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Exemplos Poisson PRO

0,20 -+
0,15 +
0,10 -

0,05

0,00 -
0123456 78 9 1011121314151617 181920

m25m10

19
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Distribuicdo Binomial Negativa PRO

X = gtd de fracassos até obter “r’ sucessos
r—1

x+r—1 . i
p(x)= -p"-(1-p) x=0,12,...

r(-p)

2

AT RN
p p

E(X)=

Caso Particular: Distribuicao Geométrica, r = 1.

px)=p-(1-p)* x=0,1,2,...

20
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EXERCICIOS

1)

Em uma urna, encontram-se cinco bolas, trés brancas e duas pretas. Considere-se que
estas sejam retiradas sucessivamente, sem reposi¢ao, até sair a primeira bola preta. Pede-
se: a) a distribuicdo de probabilidades da quantidade de bolas brancas; b) a distribuicao
acumulada da variavel em questao; c) o valor esperado ("média") da quantidade de bolas
brancas retiradas.

Um vendedor adquiri cinco unidades de um produto em langamento. Cada unidade custa
$6, sera vendida aos clientes por $12 e, em caso de devolugao ao fornecedor, o vendedor
recebera $2 por unidade. Admitindo-se que a distribuicdo de probabilidades das vendas
seja a abaixo apresentada, qual deve ser o lucro do vendedor ?

X ‘ 0 1 2 3 4 5

p(X) ‘ 0,05 0,05 0,10 0,20 0,35 0,25

Calcule a expectativa e o desvio padrao da seguinte distribuicao de probabilidades:

X ‘ 0 1 2 3 4 5

p(X) ‘ 0,30 0,15 0,05 0,05 0,15 0,30

Uma turma é formada por 40 alunos, 24 homens e 16 mulheres. Retirando-se uma
amostra aleatdria de 5 alunos, qual a probabilidade de ocorrer exatamente duas alunas na
amostra? Determine a distribuicdo de probabilidades, a média e o desvio padrao do
nuamero de alunas na amostra.

Uma empresa adquiriu quatro unidades de um sofisticado equipamento de analise.
Suponha que o fornecedor oferega garantia de 1 ano e que a probabilidade de falha de
cada equipamento neste periodo seja de 5%. Entao, qual a probabilidade de:

a) ndo ocorrer nenhuma quebra durante a garantia?

b) exatamente dois?

c) pelo menos um quebrar?

d) todos quebrarem?

(Cont.4) Resolva o exercicio 4, considerando-se amostragem com reposi¢ao.
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7)

10)

Sabe-se que 5% de um grande lote sao pec¢as desconformes. Uma amostra aleatéria com
dez pecas sera retirada do lote. Pede-se:

a) qual a probabilidade de haver exatamente duas desconformes na amostra?

b) no maximo uma?

c) pelo menos uma?

d) qual a expectativa e o desvio padrao da quantidade de desconformes na amostra?

No lancamento de dois dados, determine a distribuicao de probabilidade do niumero de
tentativas até que se obtenha soma de pontos 7 ou 11. Calcule a média e a variancia.

Admitindo-se que a probabilidade de haver um ou mais erros em uma pagina seja de
0,5%, qual a probabilidade de que, em um relatério com 400 paginas, haja no maximo trés
paginas com erro ? Qual o numero esperado de paginas com erro ?

Suponha que a quantidade de chamadas ao servigco de emergéncia tenha distribuicéo
Poisson com taxa A=2,5 chamadas/hora. Seja X a quantidade de chamadas em uma hora.
Pede-se:

a) qual a probabilidade de exatamente duas chamadas?

b) no maximo cinco?

c) pelo menos uma?

d) qual a expectativa e o desvio padrao da quantidade de chamadas em uma hora?
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1)

Determine a distribuicdo de probabilidades da soma dos pontos obtidos no langamento de
dois dados, a média e a variancia. ldem para diferenca dos pontos em cada dado.

Em um lava-rapido, hd quinze carros nacionais e dez importados. Seis carros sao
escolhidos ao acaso. Pergunta-se:

a) qual a probabilidade de que sejam escolhidos exatamente trés carros nacionais?

b) qual a probabilidade de que sejam escolhidos pelo menos trés carros nacionais?

c) determine a distribuicdo de probabilidades do numero de carros nacionais na amostra.

Na MEGA-SENA, cada apostador pode escolher de 6 a 15 dezenas entre 01 e 60.
Determine a distribuicdo de probabilidades do numero de acertos em uma aposta com
exatamente 10 dezenas ? ldem, para apostas de 6 e 15.

Uma fabrica produz transistores em lotes de 50. Cinco transistores sao retirados
aleatoriamente de cada lote e testados; o lote € aceito se ndo houver nenhum transistor
defeituoso na amostra. Suponha que um lote tenha exatamente dois transistores
defeituosos dentre os cinglenta; qual a probabilidade de que este lote seja rejeitado na
inspecao ? ldem, para um lote com seis defeituosos.

(Cont.4) Resolva o exercicio anterior, considerando amostragem com reposicao.

Determine a distribuicdo de probabilidades da quantidade de caras em 10 langamentos
sucessivos de uma moeda. Calcule a média e o desvio padrao da variavel aleatéria.

O fabricante de um componente afirma que no maximo 1% das unidades vendidas
apresenta algum tipo de defeito. Para verificar esta afirmacao, um cliente pretende adquirir
e inspecionar uma amostra aleatoria com 50 unidades. Se trés ou mais itens da amostra
apresentarem defeitos, o fornecedor ndo sera homologado pelo cliente. Pede-se: a) qual a
probabilidade de rejeigcao do fornecedor, se a fracao desconforme real for igual a 1% ?
b) quais a probabilidades de aceitacao para p=5% ? E para p=10%"?

Um esportista converte 60% dos arremessos livres de meia distancia na quadra de
basquete. Suponha que ele decida fazer arremessos até obter trés sucessos. Pede-se:
a) qual a probabilidade de que consiga ja nas trés primeiras tentativas?

b) qual a probabilidade de conseguir em no maximo cinco tentativas?

c) qual a probabilidade de ndo conseguir em dez tentativas?
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9)

10)

11)

12)

Suponha que a chegada de avidbes em um aeroporto possa ser representada por um
processo de Poisson com taxa A = 4 aviées / hora. Pergunta-se:

a) Qual a probabilidade de que cheguem exatamente 3 avides no periodo de uma hora?
Pelo menos 3 ? No maximo 6 ?

b) Qual a média e o desvio padrao do numero de chegadas em 90 min ?

c) Qual a probabilidade de que pelo menos 8 avides pousem em 2'2h ?

Compare os resultados exato e aproximado pela Poisson da probabilidade de no maximo
trés sucessos de uma distribuicdo binomial nos seguintes casos: a) n=10 e p=20%;
b) n=100 e p=2%.

Cada cliente que entra em uma concessionaria de automaoveis, compra um unico veiculo,
com probabilidade “p” ou nao compra veiculo algum. Suponha que o numero de clientes
gue entram na concessiondria diariamente tenha distribuicdo Poisson com média A.
Pede-se:

a) qual a probabilidade de que nao seja vendido nenhum automdvel em certo dia?

b) demonstre que a distribuicdo do niumero de carros vendidos segue uma distribuicao
Poisson com taxa “Ap”.

Explique as diferencgas entre as distribuicdes hipergeométrica, binomial e Poisson?
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