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PRO2271 ESTATISTICA |

4. Distribuigdes Continuas
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o

Variaveis Aleatorias Continuas PRO

Varidveis Aleatérias sdo valores numeéricos que representam
os resultados de um experimento aleatério. Sdo classificadas
em inteiras e continuas.

As variaveis aleatérias continuas, ao contrario das variaveis
inteiras, assumem valores em um intervalo continuo de
ndmeros reais.

Exemplos:

peso liquido em uma embalagem,
nivel de um reservatorio,

tempo de espera na fila,
consumo de um motor etc
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Distribuicées Continuas @

Densidade de Probabilidade — f(x)

P(asxsz))zjf(x)dx

f(x)=0 Tf(x)dle

Distribuicdo Acumulada — F(x)

Fa)=P(X <a)= Tf(x) dx a b

P(a< X <b)=F(b)-F(a)
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* Exemplos de Distribuigdes Continuas pro
i) |
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o

Média e Variancia (var. continuas) pRro

[e]

Expectativa ou Média: u=E(X)= Ix f(x)dx

Variancia: o’ =V (X) = ]o(x—ﬂ)zf(x)dx
ou V(X)=E(X*)-[EX))

Desvio Padrdo: o =DP(X)=,/V(X)
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Exemplo — Tempo de Espera PRO

Considere a seguinte situagdo: um passageiro chega na
plataforma para embarque em um trem que passa
regularmente a cada cinco minutos. Pergunta-se:

a) qual a probabilidade de esperar de um a trés minutos?
b) qual a probabilidade de esperar no minimo um minuto?
c¢) qual a probabilidade de esperar menos que a média?
)

d) calcule a média e o desvio padrao do tempo de espera.
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4.4

@

PRO

Exemplo — Tempo (cont.)
F(x)
f(x)
1,0
1/5
1 0 1 2 3 4 5 6 1 0 1 2 3 4

Premissa: o tempo de espera pode ser modelado por
uma distribuicdo uniforme entre 0 € 5 min.

Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo Departamento de Engenharia de Producao

Exemplo — Tempo (solugéo)
a) P(I<X<3)=F3)-F(1)=0,6-02=0,4
b) P(X 22)=1-F(2)=0,6

c) P(X <25 =F(25)=0)5

, 25

) u 5
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4.5

o

Principais Distribuicbes Continuas pro

Uniforme:
— densidade de probabilidade constante
— ex: tempo de espera pelo trem

Exponencial:
— aplicagbes em confiabilidade e teoria das filas
— ex: tempo de falha ou reparo, tempo de atendimento etc

Normal:
— distribuicdo simétrica em forma de sino
— ex: volume, peso, altura, tempo etc

Outras distribuigcdes: Gama, Beta, LogNormal, Weibull etc...
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Distribuicao Uniforme PRO
. . 1/(B-A)
Densidade de Probabilidade — f(x) f(x) /
! se A<x<B
f(x)=¢B-A
0 cec A B
Distribuicao Acumulada — F(x) Média e Variancia:
0 sex< A E(X):A+B
F(x)= x—A se ASx<B 2
- =4 = 2
1 sex>B 12
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4.6
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Distribuicao Exponencial PRO
Densidade de Probabilidade (A>0) f(x) 7
f(x)=Ade™ x20
Distribuicao Acumulada:
0 X
F(x)=1-e* x>0
F(x)
Média e Variancia:
EX) =1 V(X)=—s
A A
0 X

11
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Exemplo - Fila

Suponha que o tempo entre chegadas de clientes em um posto de
Servigco seja uma v.a. exponencial com média de 5 min e que, em
dado instante, o posto esteja vazio. Pede-se:
a) qual a probabilidade de nao chegar ninguém nos préximos 3 min?
b) qual a probabilidade de chegar pelo menos um cliente nos
proximos 10 min?
¢) qual a probabilidade de demorar mais de 5 min até a chegada do
proximo cliente?
d) calcule a média e o desvio padrdo do tempo de espera até a
proxima chegada.
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4.7

@

Exemplo — Fila (solugéo) PRO

A=1/5 F(x)=1—e" (x em minutos)
a) P(X>3)=1-F(@3)=0,549
b) P(X <10)=F(10)= 0,865
c) P(X >5)=1-F(5)=0,368 (média )
d o=wu=1/1=5min

Estes resultados independem do tempo transcorrido desde
a ultima chegadal

13
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o

Distribuicao Normal PRO

Distribuigao de probabilidades mais utilizada na Estatistica, tanto
para descrever variaveis aleatorias quanto distribuicbes amostrais.

Parametros: #=E(X) o=DP(X) X ~N(u,o)

Densidade de probabilidade (forma da distribui¢do):

1 _(x_‘u)Z
f)=———e >
N2 O
Distribuicdo acumulada: ndo h4 expressao analitica

14
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4.8

Curva Normal

Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo

PRO
X, ~ N(4;1)
X,~ N(7:2)
X5~ N(10;1,5)
10 ‘ 1é ‘ 1;1 1‘6
15
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Distribuicao Normal Padrao PRO
Normal Padrao: média zero e desvio-padrao unitério

Z ~N(0;1)
Funcéo densidade de probabilidade:

1 =
f(2)= e’
N2
Distribuigdo acumulada: ®(a) = P(Z < a)
Tabela da distribuicdo normal padrdo acumulada
Excel: DIST.NORMP()
16
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4.9

@

Curva Normal Padrao PRO
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Curva Normal Padrao Acumulada

o

PRO

r 100%

+ 80%

+ 40%

+ 20%

+- 0%
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410

Tabela Normal Padrao
Distribuicdo acumulada: ®(a)=P(Z<a)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 005 0,06 007 0,08 0,09

0,0 10,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 10,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 {0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 [0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 10,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 (0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 [0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 (0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 (0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 10,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 10,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621

3,0 {0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
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@

PRO
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Calculo de Probabilidades

3 PRO
Normal Padrao

Usar a Tabela Normal Padrédo, que
fornece as probabilidades acumuladas.
Exemplo:

P(Z<2)=9(2)=97,72%

P(Z<-1)=d(-1)

=1-9(1)=15,87% | ,
4 3 2 -1 0 1 2 3 4
P(Z>0,5)=1-®(0,5) =30,85%
20
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@

Percentil - Normal Padrao PRO

Funcgao inversa:

a Zq
10% 1,28
5,0% 1,64
2,5% 1,96 o
1,0% 2,33
0,5% 2,58 ] .. I
0,1% 3,08 .
Excel: DIST.NORMP() e INV.NORMP()
Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo Departamento de Engenharia de Producao 21

Célculo de Probabilidades - Normal pRro

Se X é uma v.a. normal com média u e desvio padrao o,
isto é, X ~ N(u, o), ento:

F(a)=P(X sw:z{zs “‘”j:cp(“_”)
(o) (o)

Excel: DIST.NORM() e INV.NORM|()

22
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412

Exemplo

@

PRO

Seja X ~ N(10;1,5). Pede-se: a) P(X < 12); b) P(9 = X = 13).

12-10

P(X <12)=F(12)= CID( j =®(1,33) =90,82%

9

POO< X <13)=F(13)= F(9)=72,58%
F(13)=®(2)=97,72%
F(9)=®(-0,67) =1-®(0,67) = 25,14%
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Propriedades da
Expectativa e Variancia

Seja:. Y=qX ta,X,+---+a,X,
Expectativa: U, =au, +a,i, +---+a, U,

Variancia: se X;, X,, ..., X, forem v.a.i., entdo

o, =a} -0} +a, o.++a -0,

Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo Departamento de Engenharia de Producao
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413

Propriedades da @

PRO

Expectativa e Variancia (cont.)

Exemplos:

Y=X+3X, = W =u+3u,
o, =0; +90;

W=X-X, = Hty=4-1

o, =0} +0,

Premissa: as variaveis X, e X, sdo v.a.i.
25
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o

Combinag0es Lineares PRO

Sejam X, X,, ..., X, v.a.i. com distribuicdo normal.

Entdo, qualquer combinacéo linear

Y=aX +a,X,+-+a,X,

também tera distribuicdo normal.

26
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4.14

Propriedades da Normal — Soma g?o

A Soma dos valores de uma amostra aleatoria normal
T = X1 +X2 +---+Xn

também apresentara distribuigdo normal com meédia e
variancia dadas por:

Hp=n-y  o;=no’

ou seja: T~N(n-,ll;\/;-0')

27
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o

Exemplo PRO

Suponha que o tempo de atendimento de cada cliente
seja uma v.a. normal, com média 10 min e desvio-
padrao 2 min. Qual a probabilidade do tempo total de
atendimento de 5 clientes superar 1 h ?

n=5 X ~N(0;2)

T ~ N(50;+/5-2)

60-50

NERY)
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P(T >60) :l—CID( ] =1-P(2,24)=1,25%
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@

Propriedades da Normal — Média  pro

Média de amostra aleatéria normal:

X +X 44X

n

X =

o

)

X ~ N(u;

Y7, X, X

Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo Departamento de Engenharia de Producao

Exemplo PRO

Suponha que o tempo de atendimento de cada cliente seja
uma v.a. normal, com média 10 min e desvio-padrdo 2 min.
Qual a probabilidade do tempo médio de atendimento de 5
clientes superar 12 min ?

n=5 X ~N(0;2)

X ~ N(10;2/+/5)
12-10

2/45
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P()?>12)=1—CI>( j=1—¢(2,24)=1,25%
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@

Teorema Central do Limite PRO

A MEDIA DE UMA AMOSTRA ALEATORIA, COM n
SUFICIENTEMENTE GRANDE, TERA DISTRIBUICAO
NORMAL, QUALQUER QUE SEJA A DISTRIBUICAO
DA VARIAVEL EM QUESTAO.

Este teorema justifica o uso da distribuicdo normal
como aproximacao para diferentes distribuicbes de
probabilidades, tanto continuas quanto inteiras.

31
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Exemplo - TCL @

PRO

X | pX)

1 0,1667

2 0,1667

3 0,1667
N

5 0,1667

6 0,1667 1‘2‘3‘4‘5‘6

,u:Zx-p(x)=3,5

o’ =) (x=35)-p(x)=29167 o=171

32
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Exemplo — TCL (cont.) PRO
n=2
X p(x)
1,0 0,0278
1,5 0,0556
2,0 0,0833
2,5 0,1111
3,0 0,1389
3’5 0,1667 115 2 25 3 35 4 45 5 55 6
4,0 0,1389
45 0,1111 Hg =H=35
5,0 0,0833
5,5 0,0556 (o
o.=—=121
6,0 0,0278 X ﬁ
33
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Exemplo — TCL (cont.) PRO
X P(X)
1,00 0,0046
1,33 0,0139
1,67 0,0278
2,00 0,0463
2,33 0,0694
2,67 0,0972
3,00 0,1157
3,33 0,1250 1 2 3 4 5 6
3,67 0,1250
4,00 0,1157
4,33 0,0972 Uy =p1=35
4,67 0,0694
5,00 0,0763 o
5,33 0,0278 —_ —
5,67 0,0139 Ox = 3 =0,986
6,00 0,0046
34
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@

PRO

Aplicacao: Especificacao Estatistica

Freqlentemente, especifica-se o valor de uma variavel
continua, caracteristica de um processo, por um intervalo
em torno da média da especificacao, isto é:

+
Il’lespec - eespec

Pergunta-se, qual deveria ser a média e o desvio padrao
do processo para atender bem a especificagcao do cliente?

35
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Especificacado Estatistica (cont.) g?o

A resposta da pergunta anterior depende do nivel de
conformidade que se deseja alcancar. Para um nivel de

atendimento a, deve-se ter:
e

_ _ espec
ﬂ - ll’lexpec 0=

12

Por exemplo:

a 1% 05% 027% 01% 634ppm 2ppb
z,, 258 281 3 329 4 6

36
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EXERCICIOS

1)

Seja X uma v.a. com a seguinte distribuicdo de probabilidade:

cx(x—1) 0<x<l1

0 c.C.

o
Determine : a) c; b) F(x); c) P(0,5<X<0,8); d) a mediana; e) E(X); f) DP(X).

Suponha que o tempo de reparo de um equipamento, em minutos, tenha distribuigcdo
exponencial com média igual a 20 min. Qual a probabilidade de que um reparo nao
ultrapasse 10 min? Qual a probabilidade do tempo ser maior que 20, 40, 60 e 90 min?
Calcule a média, a mediana e o desvio padrdo da distribuicao? Dado que o tempo de
reparo ja € maior que 40, qual a probabilidade de ultrapassar 60 min?

Seja Z uma variavel aleatoria normal padrdo. Calcule :

a) P(Z£=1,33) = b)P(Z<0)=
c)P(Z222,0)= d)P(Z<-1,0)=

e)P(-1,0<Z<1,33) = )P(-1,0<Z<1,0)=
g)P(-20=Z2<20)-= h)P(-3,0Z2<3,0)=

Considere-se uma variavel aleatéria normal padrdo. Determine:

a) ' (0,99) = b) ®" (0,95) = c) ®7 (0,90) =
d) @' (0,75) = e) ' (0,50) = f) @7 (0,25) =
g) " (0,10) = h) @7 (0,05) = iy @7 (0,01) =

Suponha que a demanda semanal de um produto tenha distribuicdo normal com média
300 e desvio padrao 15. Qual a probabilidade de que, em uma semana qualquer, a
demanda esteja entre 285 e 320 unidades? Qual a probabilidade de que exceda 330
unidades ? Qual a probabilidade de que fique abaixo de 250 unidades? Qual a demanda
maxima com 99% de probabilidade?

Sabe-se que o diametro de um eixo tem distribuicao normal com média 50,0 mm e desvio
padréo 0,4 mm. Pede-se:

a) a porcentagem de pecas com diametro fora da especificacao 50,0 £ 0,5;

b) qual deveria ser o desvio padrdo para que a fracdo desconforme nao ultrapasse 1%?
c) nas condicdes do item (b), determine a distribuicdo de probabilidades do numero de
pecas com diametro fora da especificagdo em uma amostra aleatéria com 20 pecas.
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7)

As estimativas de faturamento de duas unidades de negdécios de um grupo sao de $ 4,0 bi
na unidade | e de $ 3,2 bi, na unidade Il, para o préximo exercicio fiscal. Considerando-se
um erro de previsao de $ 400 mi e $ 300 mi, respectivamente, qual a probabilidade de que
o faturamento global venha superar a meta de $ 7,5 bi ? Qual a probabilidade de que o
faturamento da unidade |l seja maior que o da unidade | ?

Suponha que os pesos de malas despachadas por passageiros no embarque aéreo
tenham distribuicao normal com média 30 kg e desvio padréao 5 kg. Pede-se:

a) qual a probabilidade de uma mala escolhida aleatoriamente pesar mais de 35 kg?

b) qual a probabilidade de quatro malas pesarem mais de 140 kg?

c¢) qual a probabilidade do peso médio de quatro malas ultrapassar 35 kg?

Estima-se que vinte e cinco por cento dos postos de abastecimento de uma grande cidade
apresentam vazamento nos tanques subterraneos para armazenagem de combustiveis.
Calcule a probabilidade que, em uma amostra de cem postos, encontre-se no maximo
vinte estabelecimentos com problemas de vazamento.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1)

Uma variavel aleatoria continua tem a seguinte distribuicdo de probabilidades :

2x/3 0<x<l1

f<x>:{(3—x)/3 1<x<3

Determine : a) F(x); b) P(1/2sX<2); ¢) E(X); d) DP(X).

Seja X uma v.a. com fung¢ao densidade de probabilidade dada por:

ce M x2>1
A { 0 c.c.
Determine : a) c; b) F(x); ¢) P(X=22); d) E(X); e) DP(X).

A vida util de pneus de uma certa marca tem distribuicdo normal com média 40.000 Km e
desvio padrao 4000 Km. Qual a probabilidade de um pneu qualquer durar pelo menos
45.000 Km? Qual a probabilidade de que tenha vida util de, no minimo, 36.000 Km? Qual a
probabilidade de durar entre 35.000 e 45.000 Km? Qual a probabilidade de que, entre
quatro pneus, todos durem pelo menos 40.000 Km? Idem para 36.000 Km.

O diametro externo de um eixo esta especificado em 10,0 polegadas. Se o diametro estiver
fora da especificacdo por mais de 0,2, o preco unitario pago sera reduzido de $ 1,0. As
pecas com diferenca superior a 0,25" serao refugadas. Determine a expectativa da receita
unitaria, considerando-se um prego unitario de $ 2,5 e que os didmetros tenham
distribuicdo normal com média 10,0" e desvio padrdo 0,10". Refagca os calculos,
admitindo-se que o desvio padréo tenha sido reduzido a metade.

Para empacotar um determinado produto, utiliza-se uma maquina que produz pacotes com
peso liquido seguindo uma distribuicdo normal. Sabendo-se que o desvio-padrdo
resultante do processo é 4 g, qual deve ser o peso médio para que apenas 0,5% do
pacotes tenham menos que 200 g ?

(Cont.5) Suponha que a maquina esteja regulada com média de 210 g e desvio padrao 4
g. Qual a probabilidade de que a média de 5 pacotes, escolhidos ao acaso, seja inferior a
205 g ? Idem para 200 g ? Determine os valores maximo e minimo, com 99% de
probabilidade, para a média de 5 pacotes.
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7)

10)

11)

12)

Suponha que o diametro interno de um cilindro tenha distribuicao normal com média 125,0
mm e desvio padrao 0,4 mm e que o diametro externo de um pistdo também seja normal
com média 124,0 e desvio 0,3. Retirando-se ao acaso um par cilindro e pistao, qual a
probabilidade da folga ficar entre 0,5 e 2,0 mm? Qual a probabilidade de que o pistdo
tenha didmetro maior que o diametro interno do cilindro?

Uma maquina produz pegas cujo comprimento tem distribuicdo normal com média 215,0
mm e desvio padrao 0,5 mm. Qual a probabilidade de uma peca cair fora da especificacao
215,0 £ 1,0 ? Em um lote de 20 pecgas, qual a probabilidade de termos trés ou mais pecas
fora da especificacao anterior ?

Um processo automatico de fabricagdo produz comprimidos com dosagem seguindo uma
distribuicao normal com média 150 mg e desvio padrdao 2 mg. Se o processo estiver sob
controle, qual deve ser a fragdo de comprimidos produzidos fora da especificacao
150 = 5 mg? Qual a probabilidade da dosagem média de uma amostra de 16 comprimidos
cair fora do intervalo (148,5 a 151,5) ?

Seja X uma variavel aleat6ria binominal com parametros n=20 e p=0,5. Calcule a
probabilidade P(10<X<15), utilizando a aproximacao pela distribuicao normal. Compare os
resultados com os valores exatos obtidos pela distribuicdo binomial. Idem para n=100.
Interprete os resultados obtidos.

Suponha que um dado seja langado 50 vezes. Qual a probabilidade de que a pontuacéao
média nestes lancamentos esteja entre trés e quatro? Idem para 100.

Explique a diferenca entre a distribuicdo binomial e a normal. Cite exemplos de aplicacao
de cada uma destas distribuicdes.
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