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7. Analise de Variancia

Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo Departamento de Engenharia de Producao

o

Terminologia em A.V. PRO

Experimento:

— procedimento para avaliar o efeito de um ou mais fatores em
uma variavel de resposta

Fator: varidvel controlada de um experimento
Variavel de Reposta

— variavel principal do estudo, considerada normal, com variancia
constante e média sujeita a influéncia dos diferentes fatores

Analise de Variancia
— variancia das médias entre os niveis de cada fator
— andlise com um e dois fatores (com e sem repeticao)

— multiplos fatores: técnicas de Delineamento de Experimentos
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PRO2271 ESTATISTICA 7.2

Objetivo:

Hipoteses:

Dados: Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
X1 X1 X1
Xy2 Xo2 X32
Xy3 Xo3 X33
X1a Xo4 X34
X145 X5 X35
3
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Analise de Variancia - Um Fator @
PRO

— verificar se existem diferencgas significativas entre as médias
para os diferentes niveis do fator

— Hy: n&o hé diferenca entre as médias
— H,: pelo menos uma média é diferente das demais

Exemplo 1 grg
1 2 3

1 39,5 40,7 41,6

2 39,0 41,0 40,1

3 40,2 42,0 40,9

4 40,8 40,0 39,7

5 40,0 40,3 40,2

X, 399 40,8 40,5

s} 0470 0595 0,565
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PRO2271 ESTATISTICA 7.3

a

Andlise de Variancia - Minitab® PRO

One-way ANOVA: 1;2; 3

Source DF SS MS F P
Factor 2 2,100 1,050 1,93 0,187
Error 12 6,520 0,543

Total 14 8,620

S =0,7371 R-Sq = 24,36% R-Sq(adj) = 11,76%

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

Level N Mean StDev —————--— Fomm o ————— b I
1 5 39,900 0,686 (-—————————- A )
2 5 40,800 0,771 [ K )
3 5 40,500 0,752 [ X )
———— o o R +-=
39,60 40,20 40,80 41,40

Pooled StDev = 0,737
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Andlise de Variancia - Minitab® (cont.) pro

Individual Value Plot of 1; 2; 3
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PRO2271 ESTATISTICA

7.4

* Analise de Variancia - Um Fator (cont.) pro

Estatisticas
— meédia e variancia das amostras: X, e sl.2
N . 2 2
— variancia do fator A: s, =n-sy
o s SIHSIHets
— variancia residual: Sg =
m
2
20 d ancia:  F Sy
— razao das variancia: meLm(n-l) = 5
R
Rejeitar Hy (médias iguais) se: F,_ ... > Fruimin-n.a
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Exemplo 1 (cont.) PRO
1 2 3 Hy:o iy =i, =1

1 395 407 416 m=3 n=5 a=5%
2 39,0 41,0 40,1
3 402 420 409 s: =1,05
4 40,8 40,0 39,7 )
5 40,0 40,3 40,2 sp =0,543
X, 399 40,8 40,5
s} 0470 0595 0,565 Fon=193  F 50 =389

B como F < F,,, = aceitar H,

X = 40,40

8
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PRO2271 ESTATISTICA

7.5

Procedimento padrao de célculo

Notacéo:
— m: gtd de amostras (niveis)
— n: tamanho das amostras
— STQ: soma total de quadrados
— SQA: soma de quadrados para o fator A
— SRQ: soma residual de quadrados

Célculo das Variancias:

S S, = R
Y m—1  mn-1 g
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»  SOA ) SRQ »  STQ

mn—1

PRO

Procedimento de calculo (cont.)

Somas de Quadrados:

STQ:iZn:(xij ~-x)

i=1 j=I
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mo_ ., SQA
SQA:n.,Zzll(Xi_X) T -
SRQ_;JZ:;(XU %) SR m(n—1)

PRO
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PRO2271 ESTATISTICA

7.6

Procedimento de calculo (cont.)

Férmulas:
2
T* ZT T’
STO=0—— SQA==L  _~
mn n mn
SRQO =S8STQ—-SQOA
onde:

— Ti: soma dos valores da amostra i

— T :soma total dos valores

— Qi : soma dos quadrados da amostra i
— Q : soma total dos quadrados
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Procedimento de calculo (cont.)

Tabela da A.V.

Fonte de  Soma de Graus de Quadrados E Fo

Variagdo  Quadrados  Liberdade  Médios

Fator A SQA m-1 s,2 = SQA $a2/88%  Fot mint) «
(m-1)

Residual SRQ m(n-1) sg?2 = SRQ
m(n-1)

Total STQ mn-1

Uso de softwares para A.V. (Minitab e Excel)
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PRO2271 ESTATISTICA

7.7

Exemplo 1 (cont.)

1 2 3
1 39,5 40,7 41,6
2 39,0 41,0 40,1
3 40,2 42,0 40,9
4 40,8 40,0 39,7
5 40,0 40,3 40,2
T, 199,50 204,00 202,50
O, 7961,93 832558 8203,51
Ti2 39800,25 41616,0 41006,25

Escola Politécnica
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Hy: =1, =1t
m=3 n=35

T =606,0 Q=24.491,02

>
= ' =24484,50

n
2
T 2448240
mn
STO=8,62 SQA=210
SRQ = 6,52
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Exemplo 1 (cont.)

Fonte de Soma de Graus de Quadrados

Variagdo Quadrados  Liberdade Médios F Fse,

Fator A 2,10 2 1,05 1,93 3,89

Residual 6,52 12 0,543

Total 8,62 14
Como F < F5%, aceita-se H,, ou seja, ndo ha evidéncia estatistica para
afirmar que o Fator A influencia a média da varidvel de resposta.
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PRO2271 ESTATISTICA

7.8

Anova: fator Unico

Exemplo 1 — Excel

o

PRO

RESUMO
Grupo Contagem Soma Média Varidncia
1 5 199,5 39,9 0,47
2 5 204 40,8 0,595
3 5 202,5 40,5 0,565
ANOVA
Fonte da variagdo SQ gl MQ F valor-P___F critico
Entre grupos 2,10 2 1,050 1,93 0,187 3,89
Dentro dos grupos 6,52 12 0,543
Total 8,62 14
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Procedimento:

Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo

Método de Tukey

_—

2
1. Calcular €= g, .o NSk /1

2. Ordenar as médias e grifar diferengas menores que “e”.

o

PRO

Quando se rejeita a Hipétese H, (igualdade das médias), deve-
se identificar quais sdo as médias diferentes.
Ha varios métodos de comparagdo das médias. Abaixo,
apresenta-se o método de Tukey para A.V. com um Unico fator
e amostras de mesmo tamanho.

t de student
modificada
(tabela)

3. As médias grifadas serdo consideradas iguais.
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PRO2271 ESTATISTICA

7.9

2 fatores, sem repeticao

Hipoéteses:

— Hya: ndo ha diferengas entre as medias do fator A
— Hy,: o fator A influencia a média da variavel de resposta
— Hyg: ndo ha diferengas entre as médias do fator B
— H,g: o fator B influencia a meédia da variavel de resposta

Dados: B
1 2 3 4
1 X11 X12 X13 X14
A 2 X21 X22 X23 X24
X31 X32 X33 X34
Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo Departamento de Engenharia de Producao

Analise de Variancia: @
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STQ=Q—% SRQ =STQ—-SQA-S0B

> SOA > SOB > SRQO
e T T Y )
F =5 g S
A S2 B S2
R R
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A.V. com 2 fatores, sem repeticao @

PRO
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PRO2271 ESTATISTICA

7.10

Tabela da A.V. com 2 fatores (sem interacao)

A.V. com 2 fatores, sem repetigéo - Tabela prQ

Fontede  Somade Graus de Quadrados F F.
Variagdo  Quadrados Liberdade Médios

Fator A SQA m-1 Sp2 Fa Font, (me)(0-1), @
Fator B SQB n-1 sg2 Fg 1, (m-1)(-1), @
Residual SRQ (m-1)(n-1) Sg2

Total STQ mn-1

Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo
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Préximo passo: Andlise de Varidncia com dois fatores e repeticéo, que
permite avaliar, além da influéncia individual de cada fator, se ha
interacdo entre os fatores.
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Tabela F

4,54 3,68

3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64

viu 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1614 1995 2157 2246 230,2 2340 2368 2389 2405
2 18,61 19,00 19,46 1925 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65
15

2,59
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PRO2271 ESTATISTICA 7.11

EXERCICIOS

1)  Amostras de um lubrificante foram obtidas em quatro fornecedores e analisadas em
laboratério. Os resultados apresentados na Tabela 7.1 constituem as viscosidades em
cada amostra. Pode-se afirmar, ao nivel de 5% de significancia, que ha diferencgas entre os
fornecedores quanto a viscosidade do lubrificante produzido?

Tabela 7.1 Resultados das analises de viscosidade nas amostras.

Fornecedor Viscosidades
1 66 79 73 72 68 7,0
2 79 77 78 69 73 7.8
3 74 64 69 6,7 72 7,3
4 53 63 54 56 58 52
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PRO2271 ESTATISTICA 7.12

2) (Cont.1) No exercicio anterior, foi rejeitada a hipdtese de igualdade das médias.
Identifique, a partir do teste de Tukey com o = 5%, quais s&o as médias diferentes.
(9 4, 20, 5% = 3,96)

One-way Analysis of Variance

Analysis of Variance for Viscosidade

Source DF SS MS F P
Fornecedor 3 13,025 4,342 25,88 0,000
Error 20 3,355 0,168

Total 23 16,380

Individual 95% CIs For Mean
Based on Pooled StDev

Level N Mean StDev ————-— Fm———————— o ——_—— b +—
1 6 7,1333 0,4546 (———*—e )
2 6 77,5667 0,3882 (m—m—*——)
3 6 6,9833 0,3869 (———*———)
4 6 5,6000 0,4050  (———*——-)

————— B e et
Pooled StDev = 0,4096 5,60 6,40 7,20 8,00
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PRO2271 ESTATISTICA 7.13

3) A Tabela 7.2 apresenta os resultados de uma analise interlaboratorial, envolvendo trés
laboratérios e quatro amostras de um material de referéncia. Que conclusdes podem ser
tiradas a respeito da equivaléncia dos laboratérios? (o = 5%)

Tabela 7.2 Resultados das analises por laboratorio.

Material
Laboratori Ti. .
aboratério 1 5 3 4 Q
1 100,4 99,0 101,5 103,5
2 96,7 102,1 102,2 101,8
3 103,5 103,7 105 104,6
T,
Q;
T?/mn = rT?= IT7=
STQ =
SQA =
SQB =
SRQ =

Tabela 7.3 Analise de variancia para os fatores laboratério e material.

Fonte de Soma de Graus de Quadrados
Variacado Quadrados Liberdade Médios F Fso,

Laboratorio
Material
Residuo

Total
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PRO2271 ESTATISTICA 7.14

4) (Cont.3) Resolva o exercicio anterior, considerando apenas o fator laboratério. Interprete
os resultados obtidos.
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PRO2271 ESTATISTICA 7.15

5) A éarea de qualidade deseja avaliar a capacidade de um sistema de medic&o. Para isto,
cinco itens foram retirados aleatoriamente da producéo e trés operadores escolhidos. Cada
operador realizou duas medi¢des em cada item. Verifique, a partir da analise de variancia,
se ha diferencas significativas entre os operadores.

Tabela 7.4 Resultados das medicoes.

Operador 1 Operador 2 Operador 3
Material
1 2 1 2 1 2
1 49,77 50,06 49,92 49,83 50,05 49,77
2 50,49 50,59 49,86 49,96 49,98 49,71
3 50,20 50,36 49,90 49,90 49,93 50,04
4 50,10 50,48 50,26 49,87 49,76 49,75
5 49,93 49,82 50,12 50,05 49,81 50,06

Two-way ANOVA: Y versus Op; Peca

Source DF SS MS F P
Op 2 0,46122 0,230610 10,21 0,002
Peca 4 0,14795 0,036988 1,64 0,216
Interaction 8 0,62465 0,078081 3,46 0,018
Error 15 0,33865 0,022577

Total 29 1,57247

S = 0,1503 R-Sq = 78,46% R-Sg(adj) = 58,36%

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

Op Mean —t———————— o e ———— e ——
1 50,180 (————— *______ )
2 49,967 (—————— X )
3 49,886 (—————— Ko )
—t Fmm Fom Fmm
49,80 49,95 50,10 50,25

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

Peca Mean ——+—-——-—————-— t———————— e —————— o
1 49,9000 (—————————- o )
2 50,0983 (———— o )
3 50,0550 (R * o ___ )
4 50,0367 (e * )
5 49,9650 (———— * )
———t t—————— t—————— +——————
49,80 49,92 50,04 50,16
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PRO2271 ESTATISTICA 7.16

Individual Value Plot of Y vs Op; Peca

50,6

50,4 1

50,2

50,0

49,8

49,6 -
Peca 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Op 1 2 3
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PRO2271 ESTATISTICA 7.17

EXERCICIOS PROPOSTOS

1)

Trés marcas de veiculos com motor 1.0 foram avaliados por uma revista especializada.
Verifique, a partir dos dados abaixo, se ha diferengas significativas de consumo de
combustivel entre os trés modelos testados.

A B C
7,4 7,1 7,7
7,0 6,7 7,1
6,9 7,3 8,2
6,8 7,7 7,4
7,6 7,7 7,2
6,7 7,9 7,5
7,0 6,3 7,2
6,6 7,1 7,0
7,2 7,6 7,4
6,8 6,8 8,3

Os resultados a seguir representam as gramaturas de amostras de papel obtidas em
quatro configuracoes do processo produtivo. Verifique, a partir da analise de variancia, que
ha diferenca significativa na gramatura e, a seguir, aplique o método de Tukey para
identificar as configuragées com médias diferentes.

Dados: o =5% e g 4, 20, 5% = 3,96.

Configuragao Observagoes

do Processo 1 2 3 4 5 6
1 77 78 79 80 81 85
2 82 83 85 86 86 89
3 84 86 87 88 88 92
4 82 84 86 86 87 89

Resolva, por A.V, o exercicio 9 do capitulo 6, pagina 15. Compare os resultados da A.V.
com os resultados anteriores.

Idem, para o exercicio 10 do capitulo 6, pagina 15.

Quais séo os objetivos e premissas da Andlise de Variancia. Explique a logica e cite trés
possiveis exemplos de aplicagdo da técnica em sua area de formacao.
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