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Rotacao 22 Semestre de 2010
Cinematica Rotacional

Neste topico, trataremos da rotacao em torno de um eixo fixo no espaco, ou
em torno de um eixo que se move sem alterar sua direcao no espaco.

Velocidade angular e aceleracao angular \

Seja um corpo rigido de massa M, que gira em torno \ )
de um eixo fixo. Cada ponto deste corpo descreve 1 ‘Q e
um circulo, cujo raio r; é a distancia entre o ponto e \ /{
o eixo de rotacao.

\\-/ 4 / Reference line

Quando o corpo gira de um angulo d@, o ponto .
descreve um arco de comprimento dS, S

ds. =r.d@

A taxa de variacao do angulo é a mesma para todas as
posicoes no corpo e é chamada de velocidade angular w.

do 1dS. v,
) = —— Q) = = —
dt v, dt

l
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Velocidade angular e aceleragcao angular

Analogamente, a taxa de variacao da velocidade
angular é a mesma para todas as posi¢oées no corpo
e é chamada de aceleragao angular a.

04

_do _d’0

dt dt’

Para os valores médios temos:

Y

0,
AL

me

Se a é constante:
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Reference line
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Um CD gira, do repouso a até 500 rom, em 5,5 s. (a) Qual a aceleracao angular
suposta constante? (b) Quantas voltas o disco da em 5,5 s? (c) Qual a
distancia percorrida por um ponto a 6,0 cm do centro, nestes 5,5 s?

d
D = @, + ot ©=500rpm=500-27/60 =52,36

5236=0+a5,5 a=9,5rad/s’

\

]
“o=a, +a)ot+5at2

]
=0+0+ 59,5(5,5)2 0 =143, 7rad

= 22,9 voltas

“ AS=r-A0=0,06-143,7 =8,62m
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Aceleracoes e velocidades angulares

Ja vimos que:

1ds, v,

l

Q) = = —
V. =r.a
]/'l, dl‘ ]/'l I i \
Analogamente, para a aceleragao tangencial temos: \\

dv, dw ¥ /"
at — — ]/'t at =rao /g @ Ey T ?E%tezic_e_'_"f_
dt dt

Mas, como o movimento é circular, existe uma \\
aceleracao centripeta
2 2
v, _(rho) )
d. =— = a.=r.w
¢ C t

oo
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Energia Cinética Rotacional

A energia cinética de um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo é a

soma das energias cinéticas das particulas individuais que constituem o
corpo.

Para a i°s'ma particula, de massa m, e velocidade v,, temos:

Ki — l miviz
2

Somando sobre todas as partes, obtemos a
energia cinética do corpo:

1 1 1 -
K = Z —my’ | = —Z (m.r.2w2)= —a)zz(m.r.z)

2 11 2 11 2 11

i i i 1
- K=—Iw’
Onde, o termo a direita recebe o nome de o) 9)
] —
momento de inércia (I) do corpo: — E m.r.
l

R
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Axis of rotation

Um corpo consiste de 4 particulas pontuais, com massas
m, ligadas por hastes sem massa, como na figura ao
lado. O sistema gira com velocidade angular w em torno
do centro do corpo. (a) Determine o momento de inércia
do corpo. (b) Determine a energia cinética do corpo.

[ = Z(mirf) [ =4ma’

1

2
_ 2 2
K —_ 2 ]0) K S 2ma a) Axis of.mtation

[
o

Repetir os calculos para a nova configuracao ao lado.

[ = Zi:(miriz) I =2m(2a) =8ma’

|
Kzala) K = 4ma’ o’
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Calculos do Momento de Inércia Axis of rotation

Para sistemas discretos: 2 l
1=Ym7) 0@
]

Corpos continuos

Se subdividirmos o corpo em pequenas porgoes, no limite
quando a massa de cada porcao vai a zero, a somatoéria
acima se tranforma na integral:

]:Irzdm

Onde r é a distancia ao eixo, de cada parcela dm
do corpo.
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Calcule o momento de inércia de uma v
barra fina de comprimento L e massa M,
em relacao ao eixo que passa por sua
extremidade.

]:jr2dm

Um pedaco dm da barra, situado na posicao x,
ocupa uma extensao dx da barra.

Considerando a densidade linear de massa A.

A M —) g, — /Idx—fd

]: — —

L
L
M
I= | 2" dx —j “dx Mx[ M M
0

L 3 L 3 3
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Repetir o calculo para um eixo no Y :
centro da barra. floi.
_:_.
2 5 i
]ZJ‘F dm | ::=ﬂiid.r
| ;
= f—
M
dm = Adx = —dx s
L
L/2 L/2
» M M 5
[ = I X —dx=— jx dx
—L/2 L L —L/2

e M[(L/2)3 _(—L/2)3]: f‘Z 2£(L/2)3]: ML

3 3 3 12
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Calcule o momento de inércia de um
anel circular de raio R e massa M, em 1
relacao ao eixo que passa

perpendicularmente por seu centro.

-
'--'
-

]:jr2dm

Todos os pedacos dm do anel, estao situados a
uma mesma distancia R do eixo.

] = j R2dm =R’ j dm =MR>
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Calcule o momento de inércia de um disco
homogéneo de raio R e massa M, em relagao
ao eixo que passa perpendicularmente por seu

centro. )
I = jr dm

Podemos subdividir o disco em uma série de anéis concentricos.
Cada anel tem uma massa dm, raio r e espessura dr.

Considerando a densidade superficial de massa o.

M M
mmmm) dm=o0dA =
7R* 7R*

R R
1M gy 2M
0

27rdr

O =

2rdr = jr3dr
2 2
R R 0 ] B 2M r4

R 4 2
2M R* MR
R* 4 R* 4 2

0
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et e

Calcule o momento de inércia de um cilindro macigo . W
homogéneo de raio R e massa M, em relagao ao seu eixo. g My
- i _ e ,
_ !
2 :

|

Podemos subdividir o cilindro em uma série de discos paralelos.

Como todos os discos sao equivalentes, podemos considerar o
momento de inércia do cilindro como igual ao dos discos.

MR’
2

/
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2
cascas ] = jl" dm

g 2gd
1 = LME24+ 5 M2
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Teorema dos Eixos Paralelos —

Este teorema permite que se calcule o momento de
inércia de um corpo de massa M em relacao a um eixo
qualquer, a partir do seu valor para o centro de
massa, sabendo-se a distancia h entre os dois eixos.

]:J‘]/'2dm ) ]:]cm+Mh2

cm

Exemplo:
E ,,='£'E_Idx | ) ] = ]cm +Mh { dm—l%dx g
|'|_ o PR -
2 ML LY 2
[:ﬂ ]=—+M(—j ——) [:ﬁ
12 12 2 3



Rotacgao Calculos do Momento de Inércia 22 Semestre de 2010

Demonstracao do Teorema dos Eixos Paralelo i
Vamos calcular a energia cinética de rotagao para o I =i -
eixo paralelo do corpo de massa M ao lado, quando .-~ I o
girando com velocidade w. { RN
MH_“E_‘—_S—_#/—_:—Cm\“Eé_hH‘
| B \ =
' \

Mas, ja vimos que a energia cinética de um corpo pode ser escrita como a
energia cinética de translacao do centro de massa, mais a energia de rotagcao
em relagao ao centro de massa.

K = l10)2 = KrOtcm +Ktranslcm— l]a)z :llcma)fm +1vam
2 2 2 2
Mas, v, =ho 1 1
I’ ==1 o' +—Mh’w’
o =0 2 2 2

I=1_+Mh
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Teorema dos Eixos Paralelos

Vamos calcular o momento de inércia do corpo ao lado.

Mas inicialmente, calcularemos o momento de inércia de
uma espira de massa m e raio R, através do eixo que passa
por seu cento de massa.

| A=_— =S p=Jdl =" RdO
71 27R 2 7R

:T\“ 72 YmR> 7/2 mR2
L T I=4 j (ReosO)’—— Rd0) = j (cos0)’dd | - :

Mas, se esta espira estiver com seu eixo a uma distancia | do eixo principal,
ela contribuira para o momento de inércia total, com

M M 2
R’ dm =—dI —dl-R
d]:dm_Rerm.]z L dr = L +Md;.12
) 2 L
L/2 2 2 2
| J- Mdl-R +Mdl-12:MR +ML
2L L 2 12

-L/2
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Uma barra de comprimento L e massa M, articulada em sua — L
extremidade, é largada do repouso, da posi¢cao horizontal. [ cm ]
Determine (a) a sua velocidade angular, na posicao vertical, 1

(b) a forca exercida pelo pivo sobre a barra, neste intantee % Mg

(c) a velocidade angular inicial necessaria para a barra a‘

chegar até uma posicao vertical superior.

Considerando o sistema como sendo constituido pela barra, pivd e a Terra,
temos conservacao da energia mecanica, entao

| 2
K+U =K, +U, 0=—Ia"+Mgy 0=t ML vl L we |28
i i f f 2 cm 2 2

3 L
L
Fy—Mg =Ma, =M50)2 F,=M g—|—£3—g :_SMg
2 L 2

1
K,+U =K, +U, 51w2+0=0+ngcm
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Um objeto de massa m esta suspenso por um fio de massa yé'?x_— \,
m, que foi enrolado na polia, que tem raio R e massa m.,. '
Suponha que toda a massa da polia esteja em sua borda e
que no instante inicial o corpo esteja em repouso e o fio
enrolado. Determine qual a velocidade do corpo quando ele
tiver caido uma distancia d.

Considerando o sistema como sendo constituido pela
corpo, polia e a Terra, temos conservagao da energia
mecanica, entao

K, +U, =K, +U,

0 =%Ia)2 +%mfv2 +%mv2 +mg(—d)+m;g(—d/2)

IzmpR2 B b (2mL+m  d)gd
(m,+m+m,)L
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Ja vimos a Segunda Lei de Newton, onde a resultante das
forcas externas provoca a aceleragcao do centro de massa
de sistemas. Porém, quando a linha de acao das forcas
externas nao passa pelo centro de massa, temos um
segundo efeito, que é a rotacao do sistema. Esta rotacao é
acelerada. Assim, temos o equivalente a Segunda Lei de
Newton, para a rotacao. <

Considere uma particula de massa Direcio
m, presa a uma barra de Sangencil
comprimento r. Uma forca F é

aplicada a particula, como na figura

ao lado. Para a componente By Fokacso |
tangencial da forca, temos: T o \

Particula~_\

>

o [
A Barra rigida

F, =ma, Onde, F=Fsin®
FIGURA 9-19
Usando-se a=ra e multiplicando
a equacao por r, temos:

O produto rF, é o Torque t em

) . € T=mr'a
relacao ao eixo de rotacao A

rF =mr'a
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Um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo € uma
colecao de particulas, com as mesmas velocidade e
aceleracao angulares.

»  Somando sobre todas as particulas do

T, =myr, & corpo,temos: &
Sr=Smta=(Ens)a=la
i = ili % i -
T ) — ] 94 Segunda Lei de Newton para a rotacao
ex

res

Para rotagcoes, o que nos interessa sao as
componentes tangenciais da forca

r=Fr=Fsing-r=Frsing = Fl

Onde, | é o0 “braco de alavanca”
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Considere um corpo extenso de massa M, apoiado pelo eixo A e
submetido a forga gravitacional.

VA y
m; [

. cge {"ﬂs | M cgs

% : : % & .

! 1) -1 s [-— T yx
M ; = z Mg '

O torque sobre cada particula constituinte sera:

1y

T, =Fr,=mgx,

O torque total sobre o corpo sera a soma dos torques sobre todas as
particulas constituintes

Text,,es — Zmigxi — (Z mixi)g — chmg — chm
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Uma bicicleta ergométrica possui uma roda com
grande massa (2,4 kg) e raio R= 35 cm. Aplica-se
uma forca de 18 N a uma distancia de 7 cm do eixo
da roda. Apés 5 s, qual é a velocidade angular da
roda?

w=wm,+u=a

T =la=Fr

ext, .
Fr Fr
o =——=
I MR’
W= Fr t=2lrad /s

 MR?
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Uma barra de comprimento L e massa M, articulada em sua — L
extremidade, é largada do repouso, da posi¢cao horizontal. [ g i
Determine (a) a sua aceleragao angular, quando largada e 1

(b) a forca exercida pelo pivd sobre a barra, neste intante. Fo Mg a‘

O torque em relacao ao eixo de rotacao é dado apenas pela forca peso.

_ _ Px
z-ext_ICZ_})xcm o = Al

]
_ Mg(L/2) 3g

C(1/3)MLE 2L
Fext — Macm
Mg - Fy = Mx,,a F,=M(g—x,a)=Mg/4

a
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Um objeto de massa m esta suspenso por um fio leve que
foi enrolado na polia com momento de inércial e raio R. A
polia é largada do repouso. Determine a tensao no fio e a
aceleracao do objeto.

Vamos aplicar a Segunda Lei de Newton a polia (rotacao) e
ao objeto. (o peso e a normal na polia, ndo geram torque)

— — Com — R
Text—IOl—TR 4, o

—

mg —1 =ma,

T _ TR g M
] 1+ (mR" /1)

m

:mg—T . g

4= 1+ (I/mRY)
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Um taco atinge uma bola de
bilhar em um ponto a uma
distancia d acima do centro da
bola. Determine o valor de d para
que a bola role, sem deslizar.

Vamos aplicar a Segunda Lei de Newton a bola (rotagao e
translacao). (o peso e a normal na polia, nao geram torque)

r . =la=Fd Com




