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Observagoes: Formulario:

e Preencha todas as folhas com o seu nome, ntmero

USP, ntimero da turma e nome do professor. z(t) = Acos (wot + )

e A prova tem duracao de 2 horas. _ R U@
e Nao somos responsaveis por provas com identificacao “o =\ L P,
insuficiente. 2
- . t) = Ae 2! t = -
e Nao é permitido o uso de calculadora e celular (manter z(t) e7 2" cos (Wt + ¢); w “o g
desligado). . 2
: . - . t) = Bt | pe—Bt — 2
e Apresente sua identidade ou cartao USP ao assinar a o(t) =€ (ae + e ) 8 T
lista de presenca. z(t) = e~ 2" (a + bt)
e Resolva cada exercicio a partir da frente da folha de
, _ Iy/m
resposta com 0 mesmo numero. z(t) = —2tqz cos (U + @)
e Justifique todas as respostas com férmulas, co- AO ~ ~ QO
mentdrios (sucintos) e cdlculos intermediarios, nao es- z(t) = A(Q) cos (2 + p(D));
do d idades d d fisicas. F Q
quecendo das unidades das grandezas fisicas A(Q) = 0/72 - tan p(Q) = _wim
e Caso aparega alguma raiz que nao seja um quadrado \/ (w3—02) 4202 0

perfeito, deixe indicado (nao é necessario calcular o va-
lor decimal).
e Resultados serao anunciados no site da disciplina.

Q= Alwo) . 1

A(0) ;Q = %?Td:'?/_

Q1 - Um planeta de massa m orbita uma estrela de massa M. Considerando a massa
da estrela muito maior que a do planeta, podemos descrever a energia mecanica do sistema
(que deve ser constante) em termos do momento angular (outra constante do movimento), da
distancia instantanea entre o planeta e a estrela r e de sua velocidade radial dr/dt:

GMm L? m [ dr\? m [(dr\?
FE=— | — — =
r +2mr2+ 2 (dt) Uelr) + 2 (dt)

onde GG é a constante de gravitagao universal. Note que a contribuicao da velocidade angular
para a energia cinética é completamente descrita em termos do momento angular L e do
momento de inércia I = mr?. A combinacao deste termo com a energia potencial gravitacional
da origem a um potencial efetivo, dependente apenas de 7.

(a) [0,75] Qual a distancia r., correspondente ao minimo da energia potencial efetiva?
(b) [0,5] Faga o gréfico da energia potencial efetiva U (r).

(c) [0,75] Para pequenas flutuagdes em torno desta condigao de equilibrio, qual a frequéncia
de oscilagao de r(t)?

(d) [0,5] A oscilagao de r ird fazer com que o planeta se aproxime e se afaste da estrela de
forma periddica, combinando este movimento ao giro do mesmo em torno da estrela.
Mostre que esta frequéncia de oscilacao em torno de r, é igual ao inverso do periodo
da orbita, calculada para a condigao de equilibrio r = r., o que implica em uma 6rbita
fechada.




Solucao Q1:
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Q2 - Considere um sistema como o da figura ao
lado, composto por trés molas idénticas (com cons-
tantes k = 150 N/m) de massas despreziveis e uma
polia, também de massa desprezivel. Inicialmente
o sistema esta em equilibrio na posicao 0. Em um
determinado instante, uma massa m é conectada a
uma das molas, deslocando o sistema do valor .
Logo abaixo desta massa hd um dispositivo sensivel
ao toque que acende uma lampada cada vez que é
tocado pela massa. Despreze quaisquer efeitos de
atrito no sistema.

Supondo que a distancia entre a posicao de
equilibrio da massa e a superficie do dispositivo
sensivel ao toque é de 10 cm e que, pra dar inicio
ao movimento, vocé simplesmente encosta a massa
no dispositivo e libera o sistema, calcule:

(a) [0,25] A posicao de equilibrio yy (em termos da massa m).
(b) [0,5] A equacao do movimento resultante da massa m.
(c) [0,75] A solugao da equacao do movimento da massa m.

(d) [0,5] O valor que deve ser escolhido para a massa m para que a lampada acenda uma vez
a cada 0,4 7 segundos.

(e) [0,5] O trabalho realizado sobre o sistema em equilibrio para dar inicio ao movimento
descrito no item (d).

Solucao Q2:

(t) = 257+ 252 4 ()
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onde K = 2k

[SI] )

Equagao de movimento para a massa:

m% =mg — Ky(t) = =K (y(t) — 3) = —K (y(t) — vo)

Se Y(t) = y(t) — yo

¢) Solugao: Y (t) = Acoswot + ¢

Comwozw/gzw/g—:@:\}—%rad/s

Y(0)=0,Im — Acosp =0,1

Y(0) =0 — —Awpsing = 0 }mo:o;A:o,l,

Y (t) = 0,1cos \}—%t .

d) Perfodo: T = 2% = 27,7
wo

Logo m = (10%)2

Se T'= 0,4 entdo |m = (10 x 0,2)? = 4 kg.

e) Trabalho realizado sobre a mola para mover a massa 10 cm a partir da posi¢ao de
equilibrio:

W = AU = 1KY (0)2

ou seja

W =1x100x(0,1)?=0,5J




Q3 - Considere um sistema massa-mola, composto por uma mola de constante k£ e uma
massa my, sujeito a uma for¢ca de amortecimento proporcional a velocidade dada por F, =
= p%. O sistema esta no regime critico de amortecimento.

(a) [0,5] Determine, em fungao de k e myg, o valor da constante de amortecimento p.

(b) [0,5] Sabendo que o sistema parte da posi¢ao xy com velocidade nula, determine a posigao
do sistema em funcao do tempo em termos de k e my.

(c) [0,5] Se trocarmos a massa do sistema por uma massa m; = % qual serd o regime de
oscilagao do sistema? Justifique.

(d) [0,5] Sabendo que com a nova massa o sistema parte da posigao zy com velocidade nula,
determine a posicao do sistema em funcao do tempo em termos de k e my.

(e) [0,5] Se trocarmos agora a massa do sistema por uma massa my = 2my qual serd o regime
de oscilagao do sistema? Justifique.

Solugao Q3:

(a) Determine, em funcao de k e my, o valor da constante de amortecimento.

No regime critico:

A constante de amortecimento é dada por:

p =2y kmg

(b) Sabendo que o sistema parte da posigao xy com velocidade nula, determine a posigao do
sistema em funcao do tempo em termos de k e my.

No regime critico a posicao em funcao do tempo é dada por:

z(t) = (a+ bt)e 2"

Usando as condicoes iniciais temos:



Velocidade:

“Z(t) =be 3t — %( + bt)e 2t

d
d—f(O)zb—%azO = b:%xo

Dessa forma a posicao do sistema em fun¢ao do tempo sera dada por:

k _ [E
z(t) = xo <1 + Et) e 3t = xo | 14+4/—t]e mo !
2 mo

(c) Se trocarmos a massa do sistema por uma massa m; = "¢ qual serd o regime de oscilacao
do sistema? Justifique.

Para m; = % temos:

mo
NP5
2 mo 2

Dessa forma:

a! . , . L. .
? >w; = o sistema estard no regime supercritico de amortecimento

(d) Sabendo que com a nova massa o sistema parte da posigdo zp com velocidade nula,
determine a posicao do sistema em funcao do tempo em termos de k e my.

Solugao para o regime supercritico:

x(t) = ae~(F0)t 4 pe= (3491

2
ﬁzﬂﬁ_w?:‘lgﬁ
4 mo

onde beta é dado por:



Usando as condicoes iniciais temos:

z(0) =a+b =z
Velocidade:

0o (3) (3 )

Combinando as duas equagoes temos:

_ T (L m) T, V2
a—2(1+26>—2<1+2>
b_@(l_l)_@ V2
2 26) 2 2

Dessa forma a posicao do sistema em funcao do tempo sera dada por:

(e) Se trocarmos agora a massa do sistema por uma massa ms = 2my qual serd o regime de

oscilagao do sistema? Justifique.

Para moy = 2mg temos:

Dessa forma:

Y2 . ‘ . ”» .
— <ws = o sistema estard no regime subcritico de amortecimento

2




Q4 - Um péndulo de torcao de massa M=5,0 kg, imerso
em um meio viscoso, oscila em torno do seu ponto de
equilibrio obedecendo a seguinte equacao de movimento:

7

10 = —bf — kb

onde /=3,0 kg.m?, k=2,0 N.m e b = 3v/2 N.m.s.

7

\

2 b d
/' Meio viscoso

- //

|

(a) [1,0] Determine a solugdo da equacdo de movimento considerando as seguintes condigoes
iniciais: #(t =0) = 0,5 rad e 6(t = 0) = 0.

(b) [0,5] Qual é o tempo necessario para que a amplitude do movimento caia & metade?

Suponha agora que o péndulo esteja sob a agdo de um torque externo periédico 7(t) =
VT Cos(%gt).

(c) [0,25] Calcule a amplitude da solucao estaciondria.

(d) [0,75] Dadas as mesmas condigoes iniciais do item (a), qual é o tempo necessério para
que a amplitude da solugao transiente seja 1/6 da amplitude da solucao estacionaria?

Solucao Q4:

0+ +% =0
vz%zﬂmd/s e w():%:\/g'rad/s = w:\/%md/s
Comowy > 7 =  amortecimento sub-critico

(a)

0(t) = fpe™ % cos(wt + )
o(t) = —%Goe’% cos(wt + ©) — whpe™ = sin(wt + ©)

Condigoes iniciais:



0o cos(ip) = % (1)
—300cos(p) —whysin(p) =0 = tan(p) =—5 (2

o =tan"'(—V/3) = o= % rad ou ¢ ==L rad

Substituindo em (1) temos que 0y = 1 rad

Portanto:

0(t) = e 2 cos(\/%t + %”) ou 0(t) = I cos(\/%t )

V2t 6 1
\/it _ 1
—2 _n(d)

(c)

7(t) = ﬁcos(%gt) = 7,=VTINme Q= \/?g rad/s

Solucao particular: ©,(t) = O¢(£2) cos[Qxt + ¢(£2)]

— To 1
©0(02) = T\/(w3792)2+7292

foe s = 10y(Q)
e =1
2t = In(6)



