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Capitule Trinta & Guota

| 4 foi visto que a propagagio de ondas através do espago é bastante dife-
rente da propagacio de particulas. As ondas curvam-se ao redor de ohsti-
7 culos (difragio) e interferem umas nas outras, produzindo figuras de in-
terferéncia. Uma onda, ao encontrar uma pequena abertura, se espalha ao
ultrapassi-la, como se a abertura fosse urma fonte puntiforme, Quanda duas
ondas de intensidade igual a I, geradas de fontes coerentes, encontram-se o
espago, o resultado pode ser uma onda de intensidade 41, (interferéncia cong-
trutiva), uma onda de intensidade nula {interferéncia destrutiva) ou uma onda
de intensidade entre zero e 41, dependendo da diferenca de fase entre as ondas
nos pontos de encontro,

A propagagio de particulas é bastante distinta da propagacio de ondas. As
particulas se deslocam em linhas retas até colidir com algum obsticulo, e apos
essa colisdo as particulas continuam seguindo trajetdrias retas. Se dois feixes de

particulas se encontratem no espago, eles nunca produzirao figuras de interfe-
réncia.

Particulas c ondas também trocam energia de maneiras diferentes. As parti-
culas trocam energia em colisdes que ocorrem em Pontos e instantes especifi-
cos. A energia das ondas, por outro lado, se espalhano espago e é continuamente
cedida conforme as frentes de onda interagem com a matéria.

Asvezesa propagacao de uma onda nao pode ser diferenciada da propaga-
a0 de um feixe de particulas. Se o comprimento de onda A for muito pequenc
quando comparado aos tamanhos das fendas ou orificios e dos obstdculos, os
efeitos da difragio sio despreziveis e a onda se desloca em trajetorias retilineas,
Além disso, 05 méximos e os minimos de interferéncia estao tio proximos no
espago que ndo podem ser observados. O resultado € que a onda interage com
um detector, como um feixe de numerosas pequenas particulas, cada qual tro-
cando uma pequena quantidade de energia, Nessa troca nao se pode distinguir
particulas de ondas. Por exemplo, uma pessoa nio consegue observar as molé-
culas individuais de ar que colidem com sua face quando o vento sopra sobre
ela. Porém, a interagio de bilhdes de particulas parece ter uma forma continua,
COmOo ocoTre em uma onda.

No inicio do século XX pensava-se que o som, a luz e outras radiacdes eletro-
magnéticas, como as ondas de radio, eram ondas; e que 0z elétrons, os pritons,
o5 atomos e componentes semelhantes da natureza eram particulas. Nos pri-
meiros 30 anos do século, porém, ocorreram descobertas surpreendentes na fi-
sica tedrica e experimental. Verificou-se que a luz, que se pensava ser uma onda,
na realidade trocava energia cm pacotes discretos, ou quanta, tal como as par-
ticulas. J4 os elétrons, que se pensava screm particulas, exibiam efeitos de difra-
a0 e de interferéncia conforme se Ppropagavam no espago, tal como uma onda,

O fato de a luz trocar energia como uma particula implica que a troca nio
ocorre de forma continua, mas de maneira quantizada. Analogamente, a nature-
za ondulatdria do elétron, junto com o fato de que a condicio de onda estacio-
néria requer tim conjunko discreto de freqiiéncias, implica que a energia de um
elétron em uma regifio limitada do espagu o seja continua, mas quantizada,
considerando um conjunte discreto de valores.
> Neste capitulo serfo discutidas algumas propriedades basicas da luz e dos
elétrons, examinando suas caracteristicas ondulatérias e corpusculares. Em
seguida, serdo consideradas algumas das propriedades das ondas de matéria,

mostrando em particular como as ondas estacionarias levam i quantizagio de
energia. Por fim, serdo discutides alguns aspectos importantes da teoria da
Hsica quintica, desenvolvida por volta de 1920, comn grande &xito na descri-
¢30 dos fendmenos da natureza. Atualmente, a fisica quintica fornece a base

de entendimento necesséria relativa ao mundo microscopico ¢ ao das kempe-
raturas muito baixas,

=1 Luz

A questdo de saber se a luz consiste em um feixe de parti-
culas ou € o resultado da propagagio de ondas em movi-
mento € uma das mais interessantes na histéria da ciéncia.
Isaac Newton usou uma teoria baseada em particulas de
luz, denominada teoria corpuscular da luz, para explicar
as leis da reflexdo e da refragao. Para a refragiio, porém,
Newton precisou admitir que a luz se propagava mais ra-
pidamente na 4gua ouno vidro do que no ar, Uma suposi-
Ao depois constatada ndo ser verdadeira, Os principais
proponentes da teoria ondulatéria foram Robert Hooke e
Christian Huygens, que explicaram a refracio admitindo
que a luz se propagava mais lentamente na dgua ou no vi-
drodo queno ar. Newton rejeitou a teoria ondulatéria, pois
em sua época acreditava-se que a luz s6 se propagava em
linha reta — o fendmeno da difragio ainda ndo havia sido
ubservado.

Devido & formiddvel reputagio e a grande autoridade
de Newlon, a teoria corpuscular da luz foi aceita por mais
de um século. Em 1801, no entanto, Thomas Young de-
mansirou a natureza ondulatéria da luz em uma famosa
experiéncia, na qual duas fontes cocrentes de luz sio pro-
duzidas por meio da iluminagio de um par de fendas pa-
ralelas e estreitas usando uma Gnica fonte (Figura 34-1). No
Capilule 33, volume 2, foi visto que quando a luz encontra
uma pequena abertura esta age como uma fonte puntifor-
me de ondas (Figura 33-7). Na experiéncia de Young, cada
fenda age como uma fonte linear, equivalente, em duas
dimensdes, a uma fonte puntiforme. A figura de interferén-
cia € observada em wma tela colocada atrds das fendas. Os
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€=} Intensidade

FIGURA 34-1

la} As duas fendas agem como fontes coerentes de luz para a
observagao da interferéncia na experiéncia de Young. As
ondas cilindricas das fendas se superpdem, provocando a
formagho de figura de interferéncia na tela colocada longe das
fendas. (b} Grafico da intensidade produzida na Figura 34-1a.
A intensidade é mixima nos pontos onde a diferenca de
percurso & um nimero inkeiro de comprimentos de onda, A
intensidade & nula onde a diferenga de percurso & um nimero
impar de meios comprimentos de onda.

méximos de interferéncia aparecem sob os dngulos que cor-
respondern a diferengas de percurso de niimeros inteiros
de comprimentos de onda. Analogamente, os minimos de interferéncia acor-
tem quando a diferenga de percurso for meio comprimento de onda ou qual-
quer niimero impar de meio comprimento de onda. A Figura 34-1k mostra o
padrao de intensidade que aparece na tela. O experimento de Young e muitos
autros experimentos realizados demonstraram que a luz se propaga como uma
onda.

No inicio do século XIX, o fisico francés Augustin Fresnel (1788-1827) reali-
zou muitas experiéncias sobre interferéncia e difragio, colocando a teoria
ondulatéria sobre uma rigorosa base matemitica. Fresnel mostrou que a pro-

. pagagdo retilinea da Iuz observada é resultado dos comprimentos de onda muito

curlos da luz visivel.

A teoria ondulatéria classica da luz chegou ao cume em 1860, quando [ames
Clerk Maxwell publicou a teoria matemdtica do eletromagnetismo. Esta teoria
levava a uma equagio de onda que previa a existéncia de ondas eletromagnéti-
cas que se propagavam com uma velocidade que podia ser caleulada pelas leis
daeletricidade e domagnetismo. O fato de o resultado desse ciloulo ser ¢ = 3 X
10" m/s, igual & velocidade da luz, sugeriu a Maxwell que a luz era uma onda
eletromagnélica. A vistahumana é sensivel a ondas eletromagnéticas corm com-
primentos de onda no intervalo de aproximadamente 400 nm (1 nm = 10-% m)
até 7 nm. Essa gama de valores corresponde & chamada (uz visfvel. Outras
ondas eletromagnéticas (p. ex., microondas, raios X e ondas de radio e de tele-
visdo} s6 diferem da luz visivel pelo comprimento de onda e pela freqiiéncia.




4

Capitula Trinta e Gugko

B4-2 A Natureza Corpuscular da Lux:
Félons

A difragio da luz e a existéncia de uma figura de interferéncia na experiéncia
das duas fendas fornece uma evidéncia clara das propriedades ondulatérias da
tuz, Porém, no inicio do século XX descobriu-se que a energia da luz € trocada
e quantidades discretas.

O Efeito Fotoelétrico

A natureza quantica da luz e a quantizagio da energia foram sugeridas por
Albert Einstein em 1905, em sua explicagao sobre o efeita fotoelétrico. O traba-
lho de Einstein marcou o inicio da teoria quantica, Devido a esse importante
trabalho, Einstein recebeu o Prémio Nobel de fisica. A Figura 34-2 mostra um
diagrama esquemadtico do aparato basico para estudar o efeito fotoelétrico, no
qual aluz de uma tinica freqiiéncia entra em wma cdmara de vécuo e incide sobre
uma superficie C (C para catodo), causando a emissio de elétrons, Alguns des-
ses elétrons atingem uma segunda placa metlica A (A para anodo), constituin-
do uma corrente elétrica entre as placas, A placa A ¢ carregada negativamente,
assim os elétrons sio repelidos por ela. $6 os elétrons mais energéticos conse-
guem alcangi-la. A energia cinética mdxima dos elétrons emitidos & medida
aumentando-se a voltagem lentamente até fazer a corrente se anular. As expe-
rigncias realizadas levaram ao resultado surpreendente de quea energia cinéti-
ca maxima dos elétrons emitidos ¢ independente da intensidade da luz incidente.
Pela teoria cldssica, esperar-se-ia que aumentando a taxa de incidéncia da luz
sobre a superficie metalica a energia absorvida por cada elétron aumentaria c,
entdo, aumentaria também a energia cindtica méxima dos elétrons emitidos. No
entanto, experimentalmente isso ndo ocorre, A energia cinética maxima dos elé-
trons emitidos é a mesma para um determinado comprimento de orda de luz
incidente, ndo importando a intensidade da luz. Finstein demonstrou que esse
resultado experimental poderia ser explicado se a energia da luz fosse

quantizada em pequenos pacotes chamados fitons. A energia E de cada foton
é dada por

Ecuacio pe Einsten rara A Enercle OF um FoToN

onde f & a freqiiéncia e k é uma constante conhecida hoje g =
commnn a constante de Planck.! O valor numérico dessa cons-
tante &

-

T

Amperimetro

Canstane of Planck  FIGURA 34-2
Desenho esquemitico do aparato utilizado para estudar o
efeito fotoelétrico. Luz de freqiiéncia tnica entra em uma

cdmara de vicuo, atingindo o catodo C, que entio lanca os

'Em 1500 o isico alemdo Max Planck introduziu essa constante  @1€trans. A corrente no amperimetr mede o ndmero de

Luz
incidente

Ppara explicar as discrepincias entre as curvas tedricas e os dados
experimentais do espectro da radiagio do corpo negro. Planck tam-
bém admitiu que a radiagio era emitida e absorvida POT Um cor-
Po negro em quantas de energia hf, mas ele considerava essa hi-
pétese apenas um dispositivo de caleulo, & ndo uma propriedade
fundamental da radiaciio eletromagnética, A radiagio de um cor-
Po negra foi discutida no Capitulo 20.

elétrons por unidade de tempo que alcangam o anodo A, O
anodo é carregado eletricamente negativo com respeito ao
catodo para repelir os elétrons. Apenas os elélrons com energia
cinética inicial suficiente para superara repulsio podem
alcancar o anodo. A voltagem entre as duas placas é aumentada
lentamente até que a corrente se anule, o que ocorre quando
nem sequer os eléfrons mais energéticos alcancam a placa A.

\

& Duclidade Cnda-Particula & o Fisica Gudniea

A Equagdo 34-1 é ocasionalmente chamada de equagio de Einstein.

Nonivel fundamental, um feixe de luz consiste em um feixe de particulas —
os [Btons —, cada qual com a energia fif. A intensidade (poténcia por unidade
de drea) do feixe de luz monocromitica é o niimero de fétons por unidade de
drea e por unidade de tempo vezes a energia de cada [oton. A interagio do feixe
de luz com a superficie de metal consiste em colisdes entre fétons e elétrons.
Nessas colisies os fétons desaparecem, cada qual cedendo toda a sua energia a
um elétran. Assim, o elétron emitido pela superficie recebe a energia de um tinice
féton. Se a intensidade da huz for aumentada, mais fétons incidirdo sobre a su-
perficie por unidade de tempo, e mais elétrons serdo arrancados do metal, Po-
rém, cada féton ainda terd a mesma energia hf, assim a energia absorvida por
cada elétron ndo se altera. k

Se ¢ for a energia minima necesséria para remover um elétron de uma su-
perficie metalica, a energia cinélica maxima dos elétrons emitidos é determina-
da por

Ecuacio oe Ensien oo Eremo Fotoaimcs

A grandeza ¢, denominada funcio trabalho, é uma caracteristica de um dado
metal. {Alguns elétrons terfio energia cinética menor do que hf — ¢ por causa
da perda de energia ao se deslocarem pelo metal.)

De acordo com a equagao fotoelétrica de Einatein, o grafico de K, em fun-
¢an da freqliéncia f deveria ser uma linha reta com o coeficiente angular . Esta
era uma previsao audaciosa, porque na ocasido ndo havia nenhuma evidéncia
da aplica¢do da constante de Flanck fora do contexto da radiagio do corpo ne-
gro. Além disso, nao havia dados experimentais da variagio de K, em funcio
da freqiiéncia f, porque ninguém antes havia suspeitado que a fregiiéncia da
luz estivesse relacionada a K,.,,. Essa previsio era dificil de ser verificada expe-
rimentalmente, porém cuidadosas experiéncias realizadas por R, A. Millikan,
aproximadamente 10 anos depois, mostraram que a equacdo de Einstein estava
correta. A Figura 34-3 mostra um grafico dos dados de Millikan.

Os fétons com freqliéncias menores do que a freqiiéncia do limiar
fotoelétrico f, &, portanto, com comprimentos de onda maiores do que ¢ com-
primento de onda limiar A, = ¢/f, ndo possuem energia suficiente para arran-
cat um elétron de um certo metal. O limiar de freqiiéncia ¢ o limiar de compri-

A I
a0 awls e 70 8 %0 100 110 120x10"

r
at

Freqiiénda f, Hz
FIGURA 34-3

Dados de Millikan para a energia cinética méxima K, em fungdio da fregquiéncia f
para o efeito fotoelétrico. Os dadus estio sobre uma linha reta, cuja inclinagio é i,
coma previsto por Einstein aproximadamente uma década antes de os experimentos
serem realizados.
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mento de onda correspondente podem ser relacionados 3 fungio trabalho ¢
considerando nula a energia cinética maxima dos elétrons na Equagao 34-3,
Assim,

he

=hf =—
P=H A, 304
As fungdes trabalho dos metais so tipicamenle da ordem de alguns elétrons—
volt. Considerando que os comprimentos de onda sfio narmalmente dados em

nandmetros e as energias dos elétrons em elétrons—vol, 6 il ter o valor de e
em elétron—volt-nandmetros:

ke = (4,1357 X 10715 eV-8)(2,9979 % 108 m /g) = 1,240 X 105 eVom

(815}

he = 1240 ¢V-nim

345

Caleule as energias dos fétons de luz de comprimentos de onda de 400 un
(violeta) e 700 nm (vermelho). (Esses comprimentos de onda correspondenm,
aproximadamente, aos dois extremos do espectro de luz visivel.)

NOTAS O nimero de fétons calculado € muito grande. Na maioria das situa-
goes cotidianas o nimero de fétons € tho grande que nio se pode detectar a quan-
tizagdo de Juz.

EXERCiCIO Calcule o nimero de fdtons por centimetro cibico da luz solar
do Exemplo 34-2. O niimero que alcanga uma drea de 1 em® em um segundo é o
namero relative a uma coluna cuja segiio transversal é 1 cm? e cuja altura é a
distincia que a lnz percorre em um segundo. (Resposta 1,46 X 107 cm™)

Espalhamento Compton

NOTAS Tode-se verificar, através desses cdleulos, que a luz visivel contém ; O primeiro uso do conceito de foton ocorren para explicar os resultados das ex-
fétons com energias que variam de aproximadamente 1,8 eV a 3,1 eV. Qs raios periéneias relativas ao efeito fotoelétrico. O coneeito de FSton fol usado por
X‘, que tém comprimentos de onda muito mais curtos, contém fatons com ener- Arthur H. Compton, em 1923, para esclarecer os resultados de suas medidas
gias da ordem do keV, Os raios gama, emitidos pelos nidcleos, tém comprimen- relativas ao espalhamento dos raios X por elétrons. De acordo com a teoria clds-
tos de onda ainda mais curtos, e os fétons correspondentes tém energias da sica, se uma onda eletromagnética de freqiiéncia f, incidir sobre uma matéria
ordem de MeV, contendo cargas elétricas, as cargas oscilario com essa freqiiéncia e irradiarao
. ondas eletromagnéticas de mesma freqiiéncia. Compton considerou essas on- (A
EXERCICIO Calcule a energia de um féton que corresponde & radiagio ele- das irradiadas como fdtons espalhados e mostrou que se o processo-de s,
tromagnética de uma onda de radio ™™ com o comprimento de onda de 3 m, espalhamento fosse uma colisdo entre um féton e um elétron (Figura 34-4), o
{(Resposta 4’1.3 X 1077 eV} elétron recuaria, absorvendo energia. O foton espalhado teria menos energia e, . _v‘:“‘\)w
‘ entiio, freqliéncia mais baixa e comprimento de onda maior do que o féton inei- wEE gl R
EXERCICIO Caleule o comprimento de onda de um féton cuja energia € (a) ) dente. ' fa A
C B leV, (B) 1keV e(c) 1 MeV. (Resposta (s} 12,4 pm, (6) 1,24 nim, {¢) 1,24 Pt} De acordo com teoria eletromagnética cldssica (veja a Segiio 30-3), a energia
e o momente de uma onda eletromagnética estio relacionados por
E=pc 34-6
Teife Fessiver esie O momento dle um fdton estd relacionado ao seu comprimento de onda A por gi;ﬁ&a::eh:to i e i e
exemple sozinhe p=Ele=nhflc="h/A considerado como uma colisio entre um
A intensidade da luz solarna superficie da Terra é de aproximadamente 1400 faton de momento AfA, e um elétron
Wim® Admitindo gue a energia média dos fotons sejade 2eV (correspondente _k 347 eatacibmarlo, O/ foton apilde i
a0 comprimento de onda de aproximadamente 600 nmj, calcule o niimero de i menes energia e, portanto, apresenta um

fitons que atingem uma 4r i comprimento de onda maior do gue o
eade 1 cm?®a cad : L
" s MowenTo 0o FOTON  elétron incidente.
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Compton aplicou as leis da conservagio de momento e de energia 4 colisio de
um féton e uin elétron para caleular o momento p, e, assim, o comprimento de
onda A; = ht/p; do féton espathado (veja a Tigura 34-4). Aplicando a conserva-
¢ao de momento para a colisio, tem-se

?1 = }_’;2 it ﬁe 34-8
onde ,31 & o momento do féton incidente e B, € o momento do elétron apds a
colisio, O momento inicial do elétron é nulo, Rearrumando a Equagio 34-8,

G ke
obtém-se p, = p, — p,. Usando a regra da suma vetorial, obtém-se

pi=pi+pi - 2pp,cos B 34.9

onde # € o dngulo que o féton espalhado faz com a diregiio do féton incidente.
Cormo a energia cinética do elétron depois da colisdo pode ser uma fracio signi-
ficativa da energia de repouso de um elétron, utiliza-se a expressio relativistica
que relaciona a energia E do elétron com seu momento. Essa expressio {Equa-
gao R-17) € dada por

E =Vplct + (mc?)?

onde m, é a massa do elétron em repouso. Aplicando a conservacio de energia
para a colisdo, tem-se

Pt omet = pe+ \i'p'fu:2 b {m,e)? 34-10

onde pc (Equagio 34-6) foi usado para expressar as energias dos fotons. Elimi-
nanda p; da Equacao 34-2 e da Tguagio 34-10, tem-se

1 1 1
———=——{1 —cos §)
P Py ML

Substituindo p, e p,, usando a Equagio 34-7, tem-se

Ecuscio oe Compron

Avariagdo dos comprimentos de onda é independente do comprimento de onda
A, do féton incidente. A grandeza i/ m.¢ tem a dimensio de um comprimento,
chamado comprimento de onda Compton. Seu valor é

h b 1240 eV-nm

hp=——= - SENEVIM g 102 m = 24 .
€ me  omet 511 % 107 eV AR A e A %

Como a diferenga correspondente a A, — A, & pequena, & dificil de ser obser-
vada, a menos gue A, seja o pequeno que a variagio relativa (A, — A)/),
seja aprecidvel. Compton usou raios X de 71,1 pm de comprimento de onda 1
pin=10""m = 10~ nm}. A energia de um féton com esse comprimento de anda
€E=he/A = (1240 eV-nm)/(0,0711) = 17,4 keV. Como esse valor & muito mai-
or do que a energia de ligago dos elétrons de valéncia na maioria dos dtomos,
aqual & da ordem de poucos eV, esses elétrons podem, basicamente, ser consi-
derados livres, As medidas de Compton de A, — &, em fungao do angulo de
espalhamento ¢ concordam com a Equacdo 34-11, confirmando a correcio do
conceito de féton e da natureza corpuscular da luz.

& Dutlidods Onda-FPaticuls & a Fisice Guanica

Um féton de raios X, com comprimento de onda de 6 pm, colide fronlalmente
com um elétron de forma que o féton espalhado segue em uma dire¢ao opos-
ta i do f6ton incidente, O elétron se encontra inicialmente em repouso. (a)
Qual avariagido do comprimento de onda do foton? (b) Qual a energia ciné-
tica do recuo do elétron?

S L2 keVeonm T
“nm - 10,86 X102 nm
207keV — 11dkeV |~ :- :

NOTAS A energia cindtica do elétron espalhado é de 93 keV, e a energia de
repouse de um elétron é de 511 keV, assim a energia cinética & 18% da energia
de repouse. Logo, a formula nao-relativistica da energia cinética ({m27) nio é
vilida.

EXERCiCIO Qualéavelocidade do elétron espalhado dada pela férmula nao-
relativistica da energia cinética (+m.z*)? (Resposta  0,6c)

S34-3 Quantizagiio do Energia nos Atomos

A luz branca comim tem um espectro continue, ou seja, contém lodes os com-
primentos de onda do espectro visivel. Porém, se os dtomos de um gas a baixa

9
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pressao forem excitados por uma descarga elétrica eles emitirio luz de conpri-
mentos de onda especificos, caracteristicos do elemento ou do cotnposto. Como
aenergia de um féton estd relacionada ao seu comprimento de onda por E =
kf = hef A, um conjunto discreto de carnprimentos de onda implica um conjunta
discreto de valores da energia. Assim, a conservagao da Brlergia sugere que se
um atomo absorve ou emite um féton sua energia intema varia de uma guanti-
dade discreta, que corresponde * 3 energia do foton. Essa ideia levou Niels Bohr,
em 1913, a admitir que a energla interna de um itomo s6 podia ter um conjunto
discreto de valores. Ou seja, a energia interna de um dtomo é quantizada, Cuan-
doum dtomoirradia luz de freqiiénciaf, faz uma transigdo de um nivel de ener-
gia permitido a outre nivel, com energia mais baixa, obedecendo a relacio
AE = hf. Bohr conseguiu construir um modelo semicldssico do dtomo de hidro-
génio com niveis discretos de energia consistente com o espectro de luz obser-
vado.! Enfretanto, a razdo para a quantizagio dos niveis de energia dos dtomos
e de outros sistemas permanecen um mistério até a descoberta da natureza
ondulatéria dos elétrons, uma década depois,

332} Elétrons e o Carater Ondulatério da
Matéria

Em 1897, [.]. Thomson mostrou que os raios de um tubo
de raios catédicos (Figura 34-6) podiam ser desviados
por campos elétricos e magnéticos e, portanto, deveri-
am consistir em particulas eletricarmente carregadas,
Medindo os desvios dessas particulas, Thomson de-
monstrou que todas as particulas possuiam a mesma ra-
zdo carga—massa, dada por 4/m. Além disso, também foi
mosfrado que particulas com a mesma razio entre a
carga eamassa pudiam ser obiidas usando qualquer ma-

ial pa do. ignifi e icu-
terial para o catode. Isso significava que essas particu FIGURA 34-6

las, atualmente conhecidas por elétrons, eram compo-
nentes fundamentais de toda matéria,

A Hipétese de de Broglie

Considerando que 4 luz demonstrava ter propriedades
ondulatérias e corpusculares, seria natural perguntarse
amatéria (p. ex,, os elétrons e os prétons) também apre-

Diagrama esquemitico do tubo de raios catédicos de Thomsen
usado para medir a razio g/m das particulas que englobam os
raios catdodicos (elétrons), Os elétrons do catoda C passam através
das fendas em A e B e atingem a tela fosforescente S. O feixe pode
ser desviado por um campo elétrico entre as placas D e I ou por
um campo magnético {ndo apresentado),

sentava tals caracteristicas. Em 1924, um estudante francés de fisica, Louis de
Broglie, sugeriu essa idéia em sua tese de doutorado. O trabalho de de Broglie
foi altamente especulativo, uma vez que naquele tempo ainda nio havia evi-

dénctas sobre o cardter ondulatério da matéria,

Para o comnprimento de onda relativo ao elétron, de Broglic apresentou a se-

guinte relacio

EQUACAD OF DE BROGIE saka © COMPEMENTS DE QNG REATYVE 40 Eiftaon

0 medelo de Bohr serd estudado no Capitulo 36.
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onde p € 0 momento do elétron. Observe que essa equagao & igual & Equagio
34-7 para o féton, Para a freqiiéncia das ondas do elétron, de Broglie escolheu a
equagio de Einstein que relaciona a freqliéneia com a energia de um féton.

EQUAGAO DE DE BROGUE Peia & FREGUENCIA Das Onbas bo EEwoN

Acredita-se que as equagdes anteriores podem ser aplicadas a toda matéria.
Porém, para corpos macroscopicos os comprimentos de onda calculados atra-
veés da Equagao 34-13 530 tdo pequenos que se torna impossivel observar as
propriedades ondulatdrias habituais de interferéncia ou difragio. Até mesmo
uma particula de poeira, com massa de apenas 1 yg, tem massa muito grande
para exibir qualquer caracteristica ondulatoria, como mostra o exemplo a se-
guir,

Calcule o comprimento de onda de de Broglie relativo a uma particula de 10-*
£ que se move com a velocidade de 107° m/s.

NOTAS Este comprimento de onda é vérias ordens de grandeza menor do
que o didmetro de um nicleo atémico, que € de aproximadamente 107% m.

Considerando que o comprimento de onda calculado no Exemplo 34-4 ¢
muito menor do que qualquer abertura ou obsticulo possivel, nao se consegue
observar a difragiio ou a interferéneia de tais ondas. Na realidade, a propaga-
¢ao de ondas de comprimentos de onda muito pequenos é indistinguivel da pro-
pagacao de particulas, O momento da particula do Exemplo 34-4 foi de apenas
107% kg-m/s. Uma particula macroscépica com um momento maijor teria com-
primento de onda de de Broglie ainda menor. Assim, ndo se pode observar as
propriedades ondulatérias de tais corpos macrosedpicos, comn no caso de bo-
las de beisebol e de bithar.

EXERCiCIO Calcule o comprimento de onda de de Broglie relativo a uma bola
de 0,17 kg de massa que se desloca a 100 km/h, (Resposta 1,4 % 107 m)

A situacao é diferente para elétrons de baixa energia e outras particulas mi-
croscdpicas. Considere uma particula com a energia cinética K, Ot seu momento
& calculado por

Tente resolver este
exemplo sozinho
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ou
P ="ImK
O seu comprimento de onda é entao

by

PN 2mK

Se ¢ numerador e o denominador forem multiplicados por ¢, obtém-se

ConrRIMENTD OF Onps, ASSDEADS A Una ParTicULs 0 Msssa M

onde foi utilizade he = 1240 eV nm. Para elétrons, me? = 0,511 MeV. Entio,

A= 140eVaam _ 1240 ¢Venm
VomeK V(0511 % 1 eVIK
au

Compmrent of Onos po Fitmos

AEquagio 34-15 e a Equacio 34-16 nao sdo validas para particulas relativisticas
cujas energias cinéticas correspondam a uma fracio significativa das respecti-
vas energias de repouso me?. (A energia de repouso foi discutida no Capitulo 7
e no Capitulo R.)

EXERCiCtO Calcule o comprimento de onda de um elétron cuja energia ciné-
tica é de 10 eV, (Resposta 0,388 nm. Desse resultado, observa-se que um elétron
de 10 eV tem um de comprimento de onda de de Broglie de aproximadamente
0,4 nm. Esse comprimento ¢ da mesma ordem de grandeza que o tamanhao de
um dtomo e que o espacamento dos dtomos de um cristal.)

Interferéncia e Difracdo de Elétrons

A observacio da difraciio e da interferéncia de ondas de elétrons forneceria a
prova ceucial da existéncia das propriedades ondulatérias dos elétrons. Tsso foi
descoberto acidentalmente, e 1927, por C.J. Davisson e L. H. Germer, quando
estudavam o espalhamento de elétrons utilizando um alvo de niquel, nos labo-
ratdrios da Bell Telephone Co. Depois de aquecerem o metal para remover a
camada superficial de éxido, acumulada durante uma fratura acidental no sis-
terna de vécuo, eles observaram que a intensidade dos elétrans espalhados,
fungdo do éngulo de espalhamento, apresentava maximos e minimos, O alvo
deles havia eristalizado e, assim, por acaso, observaram a difraciio de elétrons.
Davisson e Germer, entdo, prepararam um alvo que consistia emn um tinico cristal
deniquel, ¢ investigaram extensivamente o fendmerio, A Figura 34-7a ilustra a
experiéneia realizada por eles. Elétrons emitidos por um canhio eletrdnico eram
dirigidos contra o cristal e detectados em algum dngule ¢ que podia ser varia-
do. A Figura 34-7b mostra uma figura tipica observada. H4 um nitido e forte
espalhamento méximo no ngulo de 50°. Os angulos de espalhamento maximao
das ondas relativos a um cristal dependem do comprimento de onda das ondas

A Dudlidade Onda-Porticula & ¢ Fisica Quanlica 13

{a&) )]

Carhio eletrénica

y

FIGURA 34-7

A experiéncia de Davisson-Germer. ()
Os elétrons sdo espalthados por um
cristal de niquel e atingem um detectar.
(b) Grifico da intensidade dos elétrons
espalhados contra o dngulo de
espalhamento. O miximo estd
localizado no dngulo previsto pela
difragio de ondas de comprimento de
onda A, determinado pela formula de de
x¥  Broplie.

¢ do espagamento entre os dtomos do cristal. Usando o espagamento conhecido
entre os atomos do cristal, Davisson e Germer calcularam o comprimento de
onda que poderia produzir tal méximo, e verificaram que esse resultado con-
cordava com o da equagio de de Broglie (Equagao 34-16) para a energia dos
elétrons utilizados. Variando a energia dos elétrons incidentes eles podiam al-
terar os comprimentos de onda do elétron e produzir médximos e minimos em
diferentes locais nas figuras de difragio. Em todos os casos, 0s comprimentos
de onda medidos concordavam com a hipbtese de de Broglie.

Uma outra demoenstracio da natureza ondulatéria dos elétrons foi apresen-
tada no mesmo ano por G. P. Thomson (filho de . J. Thomson), que observou a
difragio de elétrons na transmissio destes através de delgadas chapas metdli-
cas. Uma chapa ou folha de metal consiste em minidsculos cristais, orientados
aleatoriamente. A figura de difracao resultante € um conjurnto de circulos con-
céntricos. A Figura 34-8r e a Figura 34-8h mostram as figuras de difragéio obser-
vadas usando-se raios X e elétrons passando através de uma folha de aluminio.
A Figura 34-8c mostra as figuras de difragio de néutrons passando através de
uma folha de cobre. Pode-se observar a semelhanga entre as figuras. A difracio
de dtomos de hidrogénio e de hélio fol observada em 1930. Em todos os casos, 0s
comprimentos de onda medidos concordavam com os previstos pelo modelo de

{a) (b} (e
FIGURA 34-8
{a) Figura de difragio produzida por raios X com comprimento de onda 0,071 nm
através de uma folha de aluminio. (b) Figura de difragio produzida por elétrons de
600 eV (A = 0,050 nm) alravés de uma folha de aluminio, {¢) Difracio de néutrons
de 0,0568 eV (A = 0,12 nm} que incidem sobre uma folha de cobre. (d) Figura de
difragao-interferéncia de elétrons incidindo sobre duas fendas.
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Canhao
eletrdnica

% Lentes
magnéticas

FIGURA 34-9

{a) Microscapio eletrfnico. Os elétrons de um filamento
aguecido (o canhao eletrdnico) sio acelerados por meio
de uma grande diferenga potencial. O feixe de elétrons ¢
colimado por lentes magnéticas, Os elétrons incidem no
alvo delgado e sdo, entdo, focalizados por um segunda
conjunto de lentes magnéticas. Um terceira conjunto de
lentes magnéticas projeta o feixe de elétrons sobre uma

tela fluorescente para produzir a imagem. (b} Micrografia
———————p= [magem na tela eletrénica de uma molécula de ADN.

(o)

de Broglie. A Figura 34-8d mostra a figura de difracio produzida quandoelétrons
incidem sobre duas fendas estreitas. Essa experiéncia ¢ equivalente & famasa ex-
periéncia de fenda dupla de Young. A figura é idéntica & que se observa com f6-
tons com o mesmo comprimento de onda. (Compare com a Figura 34-1b.)

Logo apés as propriedades ondulatérias do elétron serem demonstradas, su-
geriu-se que os elétrons poderiam ser usados no lugar da luz para observar cor-
Pos pequenos. Conforme discutido no Capitulo 33, as ondas refletidas ou teans-
mitidas 6 podem fornecer detalhes dos corpos se os detathes forern maiores do
que o comnprimento de onda da onda refletida. Os feixes de elétrons que podem
ser focalizados eletricamente podem ter comprimentos de onda muito pequencs
— menores do que o5 daluz visivel. Hoje, o microscdpio eletrénico (Figura 34-9)
€ wma importante ferramenta de pesquisa, que permite visualizar COTPOS £m es-
calas muito menores das que eram possiveis com os microscopios Stices comuns.

- & Dudlidade Ordo—Paricula & g Fisica Gudntica

Ondas Estacionarias e Quantizagdo da Energia

Uma vez que os elétrons possuem propriedades ondulatérias, deve ser possi-
vel produzir ondas estacionérias de eléfrons. Se a energia estiver associada a
freqiiéncia de uma onda estaciondria, como em E = hf (Equacio 34-14), entioas
ondas eslaciondrias implicam energias quantizadas. )

Aidéia de que os estados discretos de energia nos dtomos poderiam ser ex-
plicados mediante ondas estacionarias conduziu ao desenvolvimento, por
Erwin Schrédinger e outros, em 1926, de uma teoria matemdtica detalhada,
conhecida como teoria quéntica, ou mecanica quintica, ou mecinica
ondulatiria. Nessa teoria, o elétron € descrito por uma fungio de onda i que
obedece & equagio de onda chamada equagio de Schrddinger. A forma da
equagfio de Schrédinger para um determinado sistema depende das forgas que
agem sobre a particula, descritas pelas fungdes de energia potencial associa-

das a essas forgas. Essa equacho serd discutida no Capitulo 35, onde se podera

verificar sua semelhanga com as equagdes cldssicas da onda para o som ou para
a luz. Schridinger resolveu o problema das ondas estaciondrias para o dtomo
de hidrogénio, o oscilador harménico simples e cutros sistemas de interesse.
Ele mostrou que as freqiiéncias permitidas, combinadas com a equagiio E =
kf, resultavam no conjunto de niveis de energia determinado experimental-
mente para o dtomo de hidrogénio. Logo, ficou demonstrado, assim, que a teo-
ria quéntica fornecia um método geral para a determinagio dos niveis quanti-
zados da energia para um determinado sistema. A teoria quantica € a base para
a compreensio de mundo moderno, desde o entendimento do funcionamento

dos miicleos atdmicos até a interpretac@o dos espectros de radiagio de galdxas
distantes.

34-5 A Interpretacéio dua Funcéio de Onda

A fungiio de onda relativa &s ondas em uma corda é o deslocamento v dos

pontos da corda. A fungdo de onda das ondas sonoras pode fornecer o des-

locamento s das moléculas de ar ou a pressdo P. Do mesmo modo, a fungio
=

. de onda das ondas eletromagnéticas pode fornecer o campo elétrico Ee o

campo magnético B O que pode, entdo, fornecer a fungao de onda das on-
das dos elétrons? O simbolo usado para essa fungiio é ¢ (letra grega psi).
Quando Schrédinger publicou sua equacio da onda, nem ele nem qualquer
outro sabia como interpretar a fun¢do . Uma sugestio sobre o seu signifi-
cado pode ser obtida a partir da quantizacio das ondas de luz. Para ondas
cldssicas, como as de som ou de luz, a energia por unidade de volume na
onda é proporcional ao quadrado das respectivas fungtes de onda. Comoa
energia de uma onda de luz é quantizada, a energia por unidade de volu-
me ¢ proporcional ac nimero de fotons por unidade de volume. Pode-se,
entdo, esperar que o quadrado da fungio de onda dos fotons seja proporci-
onal-ao ntimero de fotons por unidade de volume em uma onda de luz,
Suponha, porém, que se tenha uma fonte de luz de energia muito baixa, que
emita apenas um foton de cada vez. Em qualquer unidade de volume ou se
encontra um féton ou nenhum. O quadrado da fungéio de onda deve des-
crever, entio, a probabilidede de se encoritrar um foton num certo volume
unitirio.

A equagdo de Schridinger descreve uma dnica particula. © quadrado da fun-
cdo de onda da particula deve entdo descrever a densidade de probabilidade, que é
a probabilidade de se encentrar a particula numa certa unidade de volume. A
probabilidade de se encontrar a particula num elemento de volume também deve
ser proporcional ao tamanho do elemento de volume 2V, Assim, em uma di-
mensio a probabilidade de se encontrar wma particula em uma regido dx no
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entorna do ponto x é ¢?(x)dx. Se essa probabilidade for igual a P(x) dx, onde P{x)
¢ a densidade de probabilidade, pode-se escrever

F 0E PROBABIIDADE

DErisinas

Geralmenle a [ungao de onda depende do tempo ¢ também da posicao, e é es-
crita 4 {x,£), Porém, para ondas estaciondrias a densidade de probabilidade ¢
independente do tempo. Cunsiderando que este ca pitulo aborda principalmente
as ondas estaciondrias, serd omitida a dependéncia entre a funcio de onda e o

tempa. Dessa forma, serd adotado ¢ (¥) ou apenas i para deserevera fungfo de
onda.

A probabilidade de se encontrar a particula no intervalo dx em xouemy,é
a soma das probabilidades separadas P(x,)dx + P(x,) dx. Se a particula estd mum
ponto qualquer, a probabilidade de se encontrar a particula em qualquer ponto
€1. Entdo, a soma das probabilidades sobre Lodos us valores possiveis de x tem
que ser iguala 1. Ou seja,

Conpgic DE Norauzacio

A Equagdo 34-18 é chamada de condigio de normalizacdo. Se i satisfaz a con-
digdo de normalizagio, deve tender a zera quando x tende a infinito, Essa con-
digdo restringe as possiveis solugdes da equagao de Schrédinger. Ha solugtes
da equagdo de Schrodinger que ndo tendem a zero quando x tende a infinito.
Porém, essas solugGes ndo sio aceitaveis como funcées de onda.

Uma particula puntiforme classica move-se de um para outre lado, com velo-
cidade constante, entre duas paredesemx=0ex =8 cm (Figura 34-10). Ne-
nhuma informagio adicional sobre o local da particula ¢ conhecida. {a} Qual
adensidade de probabilidade P(x)? (b} Qual a probabilidade de se encontrar

a particula em x = 2 em? () Qual a probabilidade de se encontrar a particula
entrex = 3,00 cm e x = 3,4 cm?

a’se desloca com velocidade cons-
vel estar enfi qualquer lugarna regifo 0 <x < 8§ cm. A-

ervalo -P"qde'-s'e'determin"ar Pix)para’l <ix <8 cm através

&

OBLEMA A posiaoinicial

&P} ¢, entdo, indeperidentedexparal<x<cm -

dade'de que a particula

S—

L
A Duglidade Cndo—Particula e o Fisica Quaniica

NOTAS Nasegunda etapa do item () basta integrar de 0 a 8 cm, pois P(x) é
nula fora desse intervaleo.

S34-5 Dualidade Onda-Particula

Foi visto que a luz, inicialmente considerada como uma onda, poessul propri-
edades corpusculares quando interage com a matéria, como no caso do efei-
to fotoelétrico ou do espalhamento Compton. Os elétrons, normalmente con-
siderados como particulas, exibem propriedades ondulatérias, como a inter-
feréncia e a difragao, quando passam proximo as extremidades de obsticu-
los. Todos os portadores de momento e de energia (como, p. ex., elétrons,
dtomos, luz ou som) exibem caracteristicas de onda e de particula. Poder-se-
ia pensar em dizer que um eléiron, por exemplo, é uma onda e também uma
particula, mas qual o significado dessa afirmacfio? Na fisica classica, os con-
ceitos de onda e de particula sio mutuamente exclusivos. Uma particula clds-
sica se comporta como um pequeno projétil. Pode ser localizada, troca ener-
gla num instante de tempo em wm ponto no espago e obedece a5 leis da con-
servagio da energia e do momento nas colisdes, Nio exibe interferéncia nem
difraggo. Por outro lado, uma onda cldssica se comporta como uma onda na
dgua. Exibe difragdo e interferéncia, ¢ sua energia € distribuida continuamente
ne espago e no lempo. Nada pode ser ag mesmo tempo uma particula classi-
ca e uma onda clissica,

Drepuis que Thomas Young observou a figura de interferéncia na experién-
ciada fenda dupla com luz, em 1801, pensou-se que a luz podia ser imaginada
como uma onda cldssica. Por outro lado, os elétrons, descobertos por J. J.
Thomson, foram imaginados como particulas clissicas. Sabe-se, agora, que os
coneeitos cldssicos de ondas e particulas ndo descrevern adequadamente o com-
portamento completo de qualquer fendmeno.

Todos os portadores de energia e de momento se propagam como ondas
e trocam energia como particulas.

17
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Freqiientemente os conceitos de particula cldssica ¢ de onda clissica levam aos
mesmos resultadas. Se o comprimento de onda for muito pequena, os efeitos
de difragio sfio despreziveis, assim as ondas se propagam em linhas retas, como
as particulas classicas. Também nio se percebem os efeitos da interferéncia de
ondas com comprimento de onda muito pequeno, pois como os méximos e
minimos estdo muito préximos uns dos outros nie sdo perceptiveis, Dessa for-
ma, ndo faz diferenga o tipo de conceito utilizado. Se a difragdo for desprezivel,
pode-se imaginar a luz como uma onda que se propaga ao longo dos respecti-
vOs Taios ou como um feixe de particulas, de ftons, Analogamente, pode-se
pensar em urn elétron como uma onda que se propaga em linhas retas, ao lon-
go de raios, o, como € mais comum, come uma particula.

O conceito de onda ou o de particula também pode ser usado para descrever
trocas de energia quando o ndmero de particulas for muito grande e o interesse
estiver voltado exclusivamente para os valores médios das trocas de energia e
de momento.

De Volta a Experiéncia das Duas Fendas

A dualidade onda-particula da natureza fica bem ilustrada na analise da expe-
riéncia na qual um tnico elétron incide sobre uma barreira com duas fendas, A
andlise € a mesma, quer sejam usados elétrons ou fotons (luxz). Para descrever a
propagagao do elétron, deve-se adotar a teoria ondulatéria. Suponhamos que a
fonte seja puntiforme, como a ponta de uma agulha, de modo que se tenham
ondas esféricas ernitidas pela fonte. Depois de passar pelas duas fendas, as on-
das se propagam — como se cada fenda fosse uma fonte de ondas esféricas. A
fungao de onda i em um ponto sobre o anteparo ou pelicula longe das fendas
depende da diferenga do comprimento de percurse da fonte ao ponto conside-
rado, Um percurso passa por uma das fendas e o outro percurso passa pela outra.
Nos pontos em que a diferenca de percursa for zero ou um miltiplo inteiro do
comprimento de onda, a fungio de onda  corresponde a um méaximo. Como a
probabilidade de detectar o elétron é proporcional a #f?, & muito provavel que o
elétron atinja os pontos de méximo. Nos pontos em que a diferenca de percurso
£ de meio comprimento de onda ou € de um miltiplo impar de meio comprimento
de onda, a fungio de onda é nula. Assim, a probabilidade de o elétron atingir os
pontos correspondentes também € nula. As fotografias do inicio do capitulo
mostram as figuras de interferéncia produzidas por 10, 100, 3000 e 70.000 elétrons.
Note que embora o clétron se propague através das fendas como uma onda, o
elétron interage com a tela em um tinico ponto, como se fosse uma particula.

O Principio da Incerteza

Um principio importante, consistente com a dualidade onda—particula da na-
tureza, € o principio da incerteza, Esse principio afirma que & impossivel medir
simultaneamente a posigao e o momento de uma particula de forma extrema-
mente precisa. Uma maneira comum de medir a posico de um corpa é ilumi-
nar o corpe com luz. A luz espalhada pelo corpo serve para localizd-lo. Se o
comprimento de onda da luz for A, pode-se medir a posiio x com uma incerte-
za Ax da ordem de A por causa dos efeitos da difracio.

Ax o~ A
" Para reduzir aincerteza na posigio, utiliza-se luz de comprimento de onda muito
curto. Podem ser utilizados até mesmo raios X. Em principio, ndo hd nenhum
imite com relagao & precisio de tal medida de posigio, pois nio hd limite para
o comprimento de onda A empregado.

Tode-se determinar o momento p, do corpo se a massa for conhecida ¢ a ve-
locidade puder ser determinada. O momento do corpo pode ser caleulado me-
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dindo a posigio do corpo em dois instantes de tempo vizinhos e pelo cdlculo da
velocidade, Se a luz usada tiver comprimento de onda A, os fétons apresentam
o momento k/p,. Quando os fétons forem espalhados pelo corpo, 0 momento
deste se altera, de um modo inconiroldvel, pelo espalhamento do féton, Cada
féton apresenta momento i/ A, assim a incerteza do momento Ap, do corpo, in-
troduzida pela observagio com os fotons, € da ordem de grandeza de b/ A:

Ap, -~ 3

Se o comprimento de onda da radiagio for pequeno, o momento de cada féton
serd grande & a medida do momento terd grande incerteza. A redugdo dainten-
sidade de luz ndo pode eliminar essa incerteza, Tal redugdo contribui apenas
para diminuir o nimero de f6tons no feixe. Para ver o corpo deve-se espalhar
pelo menos um fton. Assim, a incerteza na medida do momento do corpo serd
grande se A for pequena, e a incerteza na medida da posigio do corpo sera grande
se A for grande.

Claro que seria possivel olhar para s corpos espalhando elétrans e ndo fo-
tons, mas a mesma dificuldade continua a existir. Se forem usados elétrons de
pequeno momento para reduzir a incerteza na medida do momento, havera uma
grande incerteza na medida da posigio devido 4 difragao dos elétrons. A rela-
Ao entre o comprimento de onda e 0 momento A = k/p, é vélida para elétrons
e fotons.

O preduto das incertezas na posigao e no momento €, entao,

AxAp —~ A % ' =h
A
Quando fica definido de forma precisa o que se deseja dizer por incertezas nas
medidas, pode-se fornecer uma informagao mais exata do principio da incerte-
za. Se Ax e Ap forem definidos como os desvios—padraes das medidas de posi-
¢fo e de momento, pode ser mostrado que o respectivo produto deve ser mator
ouigual a /2. >

Ax Ap, =1k 3419

onde &= h/21 )

A Equaciio 34-19 é a formulagio matemdtica do principio da incerteza, enun-
ciado pela primeira vez por Werner Fleisenberg, em 1927, Na pratica, as incer-
tezas das medidas experimentais normalmente sdo muito maiores do gue os
limites inferiores determinados pela dualidade onda-particula.

34-7 Particula em vma Caixa

Muitas raracteristicas importantes da fisica quéntica pedem ser ilustradas sem
se resolver a equagao de Schridinger. Isso pode ser feito considerando o pro-
blema simples de uma particula de massa »t confinada numa caixa unidimen-
sional de comprimento L, como a particula do Exemplo 34-5. Esta situagiio é
semelhante & de um elétron confinade num atomo ou a de um préton confina-
do em um nuclen. Quando uma particula cldssica oscila de um lado para o ou-
tro entre as paredes da caixa, a energia e o momento da pariicula podem assu-
mir quaisquer valores. Porém, de acordo com a teoria quantica a particula &
descrita por uma fungiio de onda , cujo quadrado descreve a probabilidade de

'A combinagio k/ 2w aparece tio freqientemente que cecebe um simbolo especial, o, and-
lago ao que foi feito para o produto 2=f, muite comum no estudo das escilagdes.
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f L

FIGURA 34-11

Ondas estaciondrias em uma corda fixa nas duas extremidades, A condigio de onda
estaciondria ¢ igual 3 das ondas estaciondrias dos elétrons em uma caixa.

se encontrar a particula nas vizinhangas de um ponto. Admitindo que a parti-
cula realmente estd na caixa, a fungdo de onda deve ser nula em qualquer pon-
to fora da caixa. Se a caixa for limitada porx = 0 e x = L, tom-se

g=0,parax=0eparax =1L

Em particular, se a fungfio de onda for considerada continua deve ser nula nos
extremos, ou seja, em x = O e x = L. Esta é a mesma condigdo das ondas estaci-
ondrias numa corda fixa em x = 0 e x = L, e 05 resultados s3o os mesmas. Os
comprimentos de onda permitidos para a particula na caixa sio aqueles em que

0 comprimento L é igual a um nimero inteiro de meios comprimentos de onda
(Figura 34-11).

Conuicao bz Onpa Estacioninis pass a PARTICULS &8 Unia CAla DE COMPRIMENTS |

A energia total da particula é a sua energia cinética

1 2
E=~mpt = P_
2 2m
Substituindo a relagio de de Broglie p, = h/A,, tem-se
p B _AF
" Im 2m Zmdi

Entdo, a condigio de onda estaciondria A, = 2L/n fornece as energias perrmiti-
das.

ENERGIAS PernamDas Paka & Pazmiciis e uma Cara,
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onde

Encrcis 0o Estano Funpasenass oa ParTicus B e, Cates,

€ a energia do estado mais baixo, o estado fundamental.

A condigdo tr=0emx = 0ex = L é chamada de condig¢io de contorno. As
condigfies de contorno na teoria quéntica provocam a quantizagio da energia.
A Figura 34-12 mostra o diagrama de niveis de energia da particula em uma
caixa. Pode-se observar que a energia mais baixa ndo € a nula. Esse resultado &
uma caracteristica geral da teoria quéntica, Se uma particula estd confinada em
alguma regido do espago, possui um minimo de energia cinética, correspondente

- & energia do ponto zero, Quanto menor a regido do espago, maior sua energia

do ponto zero, Isso é indicado na Equagao 34-22, pelo fato de que E, varia com
1/1%

Se wm elétron confinado (p. ex,, em um dtomo) estiver num certo estado de
energia £, pode fazer uma transigao para outro estado de energia E; com a
emissao de um foton (se E; < E)) ou com a absorgio de um féton (se E; = E). A
transigdo do estado 3 para o estado fundamental estd indicada na Figura 34-12
por uma seta vertical. A freqliéncia do féton emitido € determinada pela con-
servacio da energia®

H=E - E, _ 23

O comprimento de onda do f6ton &, entdo,

34-24

Fungdes de Onda Relativas as Ondas Estaciondrias

A forma instantanea de uma corda vibrante fixaem x = (e x = L é determinada
através da Equacdo 16-15:

v, =A,senk,x

onde A, é uma constante ek, = 2w/ A, é o niimero de onda. As fungées de onda
‘da particula em uma caixa (que podem ser obtidas com a solugio da equagiio
de Schradinger, coma serd visto no Capitulo 35) tBm a mesma forma:

Hix) = A, senkx
onde k, = 27/A,. Usando A, = 2L/, chega-se a

2 2 nar

S mm

"

As fungbes de onda podem, assim, ser escritas como

bx) = A, Sen(rtﬂ'fij

*Hsta equagio foi proposta primeiro por Niels Bohe, em 1913, utilizando o modelo do dto-
mo de hidrogénio, cerca de 10 anos antes da sugestio de de Broglie com relagio aos elé-

trons possuirem propriedades ondulatdrias. O modele de Bohr serd estudado no Capi-
tulo 36.

s
iz Ey =25,
_4
- E,=16E;
n-3 Ey=9E,
=7 :
. Ey=4E,
n=1y E
4] 1 x
]

FIGURA 34-12

Diagrama de niveis de energia de uma
particula em uma caixa. Na fisica
classica, a particula pode ter qualquer
valor de energia. Na mecinica quéntica,
somente sdo permitidos os valores da
energia dados pela Equagio 34-22, A
transicao entre v estado n = 3 e o estado
fundamental # = 1 estd indicada pela
sefa vertical.
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A constante A, € determinada pela normalizacio (Equagaoe 34-18):
- L 3
‘- W dy = [ A2 sen"’-(nfrr—) dr=1
I i L

Observe que € necessario integrar de x = 0 até x = L, porque i(x) & nula fora
desse intervalo, Pode-se determinar, assim, A,
2

=,/
ATNL

independente de 72, As fungdes de onda normalizadas da particula na caixa sio,
assim,

FungZes te" Orpas para Usia ParTicuts e uies Cais,

Essas fungies de ondas estaciondrias paran = 1, n = 2 e 51 = 3 estio ilustradas
na Figura 34-13.

W) #ix) #ix)
1 2 3

n=1

O ndmero n é chamado de numeroe quintico, e caracteriza a fungio de onda
para um determinado estado e sua respectiva energia. No problema unidimen-
sional em analise, o niimero quéntico surge em virtude da condiciio de contor-
no, que estabelece que a fungéio de onda é nulaem x = 0 e x = L. Nos problemas
tridimensionais surgem trés niimeros quénticos, cada qual associado a uma
condigio de contorno em uma dimensio.

A Figuira 34-14 mostra os graficos de 7 no estado fundamental, onde n'= 1,
no primeiro estado excitado, onde 1 = 2, no segundo estado excitado, onde n =
3, e no estado com n = 10. No estado fundamental é mais provével encontrar a
particulana regido central da caixa, como indicado pelo valor maximo de ¢* em
x = L/2. No primeiro estado excitado é menos provivel encontrar a particula
na regido central da caixa, porque # & pequena, procdmo ax = L/2. Para valo-
res muito grandes de #, os maximos e minimos de y2sdo muito préximos, come
lustrado para n = 10. O valor médio de ¢ estd indicado nessa mesma figura
pela linha tracejada. Para valores muito grandes de n, o espagamento entre os
maximos & muito pequeno, de forma que ¢ nio pode ser distinguido do seu
valor médio. O fato de ()., ser constante sobre todo o espago da caixa signi-
fica que € igualmente provivel encontrar a particula em qualquer lugar da cai-

xa — como ho resultado classico. Este é um exemplo do principio da corres-
pondéncia de Bohr:

andes, o cdleulo dldssicoe o cdl-

PririgiFic s, CommesponpEnCia oF Bone

FIGURA 34-13
Funcies de onda estaciondria paran =1,
n=2en=3.

A Dusiidhade Cada—-Parficu'a & a Fisice Cuantica

w2 w2 vl

o] L x 3] L z
(a) (b) {c)

1.!'{;0! | Distribuigio baseada
na mecinica quantica
n=10

_~Distribuigio
classica

FIGURA 34-14

A funcio F contra x para uma particula em uma caixa de comprimento L. (2} No estado fundamental, n = 1; (b} no primeiro
estado excitade, # = 2; (c) no segundo estado excitado, 1 = 3; 2 {d) no estado n = 10, Para # =10, 0s mdximos e minimos de 3¢

estio to priximos uns dos outros que & dificil distingui-los. O valor médio de ¢# esta indicado pela linha tracejada e
corresponde & previsio classica de a particula ter probabilidade igual de ser encontrada em qualquer ponto da caixa,

Numeros quinticos muito grandes implicam energias muito grandes. Para gran-
des energias, a variagao relativa de energia entre estados quinticos adjacentes
€ muiko pequena, assim a quantizacio da energia ndo € importante {ver o Pro-
blema 83).

E comum pensar no elétron come unia particula clissica ¢ imaging-lo em uma
caixa, oscilando de um lado para cutro entre as paredes desta. Porém, as distri-
buigbes de probabilidade mostradas na Figura 24-14 sao estaciondrias, ou seja,
nio dependem do tempo. Uma imagem melhor para um elétron em um deter-
minado estade é uma nuvem de carga elétrica com a densidade da carga pro-
porcional a y2. Os gréficos da Figura 34-14 podem ser imaginados, entao, como
gréficos da densidade de carga contra x para os vérios estados. No estado fun-
damental, # = 1, a nuvem de elétrons esta centrada no meio da caixa e se espa-
Iha pela maioria da caixa, como indica a Figura 34-14a. No primeiro estado ex-
citade, n = 2, a densidade de carga da nuvem do elétron tem dois maximos,
como mostra a Figura 34-14b. Para valores muito grandes de #, 0 espacamento
entre 08 MAximos e 03 minimos da densidade de carga é tio pequeno que resul-
ta em uma densidade de carga média aproximadarmente uniforme ao longo da
caixa. Essa imagerm do elétron como uma nuvem é muito Gtil para o entendi-
mento da estrutura de dtomos e moléculas. Entretanto, deve-se observar que
sempre que um elétron interage com a matéria ou com a radiagio ele se com-
porta como uma unidade de carga integra.

Um elétron estd em wma caixa unidimensional de 0,1 nm de comprimento.
(a) Calcule a energiano estado fundamental. (b) Calcule a energia em elétrons—
volt nos cinco estados mais baixos, e, entio, trace o diagrama de niveis de ener-
gia. {¢) Calcule o comprimento de onda do folon emitide para cada transigio
do estado r = 3 para um estado mais baixo de energia.
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NOTAS O diagrama de niveis de energia ests ilustrado na Figura 34-15. As
transicbes den = 3paran =2eden = 3 paran = 1 estio indicadas pelas setas
verticais. A energia do estado fundamental, 37,6 6V, & da mesma ordem de gran-
deza que a energia cinética do elétron no estado fundamental do &tomo de hi-
drogénio, que £ 13,6 eV. Neste atomao, o elétron também tem a energia potenei-
al de —27,2 eV no estado fundamental, sendo a energia total de —13,6 eV,

n=5 Eg= 940 &V

=4 Ey=602 eV

n=3 Ey=338eV
L.

n=2 ) E;=150 eV

n=1 E =376V

FIGURA 33-15

EXERCICIO Caleule o comprimento de onda do féton emitido na transicio
doelétronde n = 4 paran = 3. (Resposta 4,60 nm)

A Dualdads Ondo—Particuta & o Fisica Guéntico

=4-8 Valores Esperados

A solugio de um problema cldssico de mecénica, nos casos tpicos, & determi-
nada a partir da variagdo da posicac de uma particula em fungio do tempo.
Porém, a natureza endulatiria da matéria nos impede de proceder dessa forma
para sistemas microscdpicos. O méximo que se pode saber € a probabilidade de
medir um certo valor da posi¢io x. Se for medida a posigio de um grande ni-
mero de sistemas idénticos, cbtém-se uma gama de valores que correspondem
a distribuigio de probabilidade. O valor médio de x obtido a partir de tais me-
didas € chamado de valor esperado (esperanga matematica) e € escrito <x>. O
valor esperado de x € igual ao valor médio de x que se calcula a partir da medi-
da das posigGes de um grande ndmero departiculas com a mesma fungao de
onda yi(x).

Como #(x)dx é a probabilidade de se encontrar uma particula na regido dx,
ovalor esperado de x é

DEFMICAC DO Wace Esrerapo DE X

O valor esperado de qualquer funglo f{x) é determinado por

DierinezA0 DO Valor ESPERADD CE A4

*Calculo das Probabilidades e dos Valores Esperados

O problema da particula em uma caixa ilustra o célculo da probabilidade de se

encontrar a particula em vérias regides da caixa e dos valores esperados para
viérios estados de energia. A seguir sao dados dois exemplos usando as fungdes
de onda obtidas através da Equaciio 34-25.

Uma particula em uma caixa unidimensional de comprimento L estd no esta-
do fundamental. Calcule a probabilidade de se encontrar a particula (a) no
intervalo Ax = 0,01L, em x = %L e (b naregidod<x < -i—f..

DESENVOLVIMENTO DA SOLUC.&O DO PROBLEMA Aproba.bﬂjdade
P de se encontrar a particula em um intervalo infinitesimal dx é # dx. Para uma
particula no estado fundamental, i ¢ dado pela Equagio 34-25, comn = 1; ¢
estd ilustrado na Figura 34-14. A probabilidade de se encontrar x em certa re-
£180 corresponde 3 drea sob a curva relativa a regido, Para o item (g), essa re-
giao & Ax = 0,01L, centrado em x = L/2, e a drea sob a curva ¢f contra x estd
mostrada na Flgura 34-16a. Essa drea é = y#Ax. Para o item (b), a regido é0 <
x<L/4, eadreasobacurva estd mostrada na Figura 34-16b. Para calcular essa
drea, deve-se integrar y* dex =0a = L/4.
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NOTAS Nio hd necessidade de integracdo no item

. (#). A drea de interesse
pode ser aproximada por um retangulo de altura ¢?e largura x. A probabilida-
de de se encontrar a particula no intervalo Ax = 0,01L em x = L/2 & de cerca de

2%. A probabilidade de se encontrar a particula no intervalo 0 < x < L/4 é de
cerca de 9,1%.

Caleule (a) <x> e (b) <x®> para uma particula no estado fundamental em uma
caixa de comprimento I..

VOLVIMENTO DA SOLUCAO DO PROBLEMA Utiliza-se <f

()

- . : - ; 2 +aa
0 de'onda do estado  <x> = J i (x) dx = £ J'
L

_qua;ao??ti_—ZS, comt = 1; ] a

L
- sen?

(2)e

& Dudlidads Ondo-Pariculs = a Fisico Quantice 27

NOTAS Owvalor esperado dex 61/2, como se poderia prever, uma vez que a
distribuigio de probabilidades é simétrica em torno do ponto central da caixa.
Note que <x%> & diferente de <x, '

S44-89 Quantizagao da Energia em Outros
Sistemas

As energias quantizadas de um sistema sao geralmente delerminadas a partir
da resolugao da equagdo de Schridinger do sistema, A forma da equacio de
Schridinger depende da energia potencial da particula. A energia potencial de
uma caixa unidimensional de x = G a x = L estd ilustrada na Figura 34-17. Essa
funcao energia potencial € conhecida como pogo de potencial quadrado infi-
nito, & é descrita matematicamente por

Uiz} =0, O0=zx=<L
Uxy=o0, =0 ou x>1L 34-28

No interior da caixa a particula se desloca livremente, assim a energia potencial
€ uniforme. Por conveniéneia, escolheu-se que o valor da energia potencial é zero.
Fora da caixa, a energia polencial é inlinila, assim a particula ndo pode estar do
lado de fora da caixa, ndo importa a sua energia. Nao € necessdrio resolver a
equagdo de Schrédinger para esse potencial, porque as fungtes de onda e as fre-
qliéncias quantizadas sio iguais &s da corda com ambas as extremidades fixas
estudadas no Capitulo 16. Embaora esse problema parega artificial, ¢ atil para
algumas situagées fisicas, como a de um néutron no interior de um nicleo, por
exemplo.

Uix)

[3] Lox

FIGURA 34-17

Energia potencial associada a um pogo
quadrade infinito. Parax < fex > L, a
energia potencial Uix) & infinita. A
particula estd confinada na regiio do
interior do pogo, dada por 0 < x < L,
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O Oscilador Harménico

(? modelo do oscilader harménico & mais proximo darealidade do que o da par-
ticula em uma caixa. Esse modelo se aplica a um corpo de massa m presoauma
mala de constante de forga k ou 2 qualquer sistema que efetue pequenas oscila-

¢0es em torno de uma posicio de ilibri i i ]
e c . posigao de equilibrio estivel. A Figura 34-18 mostra a
ungio energia potencial

U(x) = Skxt = %mmgxz

onde ay = Jfkjim éa freqiiéncia natural do oscilador. De forma cldssica
se dizerqueocorpooscilaentrex = +Aex=—A. Sua energia total & da,da 0
E = ImwjA? que pode assumir qualquer valor ndo-negativo, inclusive o ze}?rur
N.Ia teoria quéntica, a particula ¢ representada pela funcio de onda uix) de—-
tf_‘l‘_ml?iida a partir da resolugio da equacio de Schridinger para esse poEE'n,cial
Fungges de onda normalizdveis t(x) ocorrem apenas para valores diﬂcreios d';
energia E, dados por ) ‘

pode-

E . ={(n+hf, n=0123,.., 34-29

onde f, = ay/2a & a freqiiéncia classica do oscilador. Observe, através da Figu-
1a 34-18, que o5 niveis de energia do oscilador harménico saé: uni.fox:m;,me?tle
espg‘;ﬁdos, COm a separacdo hf, Esse espagamento difere bastarite do espagamento
desigual daos niveis de energia da particula em uma caixa mostrada na Fi ira
3-?—12. Quando um oscilador harménico faz umna transicdo de um nive] de eg;er-
gia n para o nivel de energia imediatamente inferior n — 1, a freqliéneia f do
féton emitido é determinada através da equagio hf = E, — F, (Equacio 34-23

Aplicando essa equagio, term-ze a0 i

W=E = E o= (n+Dif~ (0= 1+ Dy, = iy,

A freqiiéncia f do féton emitido coincide com a freqiiéncia cldssica do oscilador.

O Atomo de Hidrogénio

l\l":f dtomo de hidrogénio, um elétron ests ligado a um préton pela forca eletros-
titica de atragao (discutida no Capitulo 21). Essa forga varia com o inverso d

quadrado da distancia de separacio (exatamente coma a atragio gravitaci ?
entre a Terra e o Sol). A energia potencial do sisterna elétron— -

e : Tolon varia en-
o inversamente com a distincia de separagio (Equacio 23-9) G

.Como no caso da

Lz} )
Wix) = %kxz - %malnlxz

Y

Eg={t+2)np,

E=(5+1ing

E;=(3+1im
E=(21h)
E =(1+3)hfy

1
Ey =2 hfy

wl

FIGURA 34-18

Fungio energia potencial de um oscilador harménice. Os niveis de energia

Permitidos estio indicados
pelos segmentos de reta horizontais, i
espacados. Além disso, &, = 2qf, A

\
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cnergia potencial gravitacional, a energia potencial do sistema elétron—préton
&igualada a zero se o clétron estiver a uma distincia infinita do proton, Assim,
para disténcias finitas a energia potencial & negativa. Como no caso de um cor-
po em orbita terrestre, o sistema elétron—praton € um sistema ligado se sua ener-
gia total for negativa. Da mesma forma que as energias de uma particula em
urmna caixa & as de um oscilador harmdnico, as energias nesse caso também séio
descritas por um mimero quntico 7. Serd visto no Capitulo 36 que as energias
permitidas no atomo de hidrogénio sao determinadas por

o R G 3430
A energia mais baixa corresponde a #t = 1. A energia do estado fundamental é,
entdo, —13,6 V. A energia do primeiro estado excitado ¢ —(13,6 eVy/2 = -340
eV, A Figura 34-19 mostra o diagrama de niveis de energia do dtomo de hidro-
génin. As setas verticais indicam as transicfes de um estado mais alto de ener-
gia para um estado mais baixo, com a emissfo de radiacdo eletromagnética.
Somente as transigdes que terminam no primeiro estado excitado (n = 2) envol-
vem diferengas de energia no intervalo da luz visivel, de 1,77 eV até 3,10 eV,
conforme caleulade no Exemplo 34-1.

Qutros dtomos sio mais complicados do que o dtomo de hidrogénio, porém
seus niveis de energia sio similares, de muitas formas, acs do hidrogénio. As
energias do estado fundamental sio da ordem de —1 eV'a —10 eV, e muitas tran-
sicfies envolvern energias que correspondem a fétons no intervalo da luz visivel.

n E,oev
- 0,00
: | mNEEES B
2 bt REE S
1 136

FIGURA 34-1%

Diagrama de niveis de energia do itomo
de hidrogénio. A energia do estado
fundamental 8 —13,6 eV. Conforme n
tende a infinity, a energia tende a zero,
que corresponde ao estado de maior
energia possivel.

1. Todos s fendmenos portadores de energia e de momento propagam-se como
ondas & trocam energia como particulas,
2. O quantum de luz € chamado de fétor. A sua energia é E = hf, onde héa

constante de Planck,

3. Arelagio entre o comprimiento de onda e o momento dos elétrons, fotons e
autras particulas & dada pela relagdo de de Broglie, A = h/p.

4. A quaniizagio de energia nos sistemas ligados surge a parir das condigdes
de onda eslaciondria que sdo equivalentes &s condi¢des de contoma da fun-

¢ao de onda.

5, Oprincipio da incerteza ¢ uma lei fundamental da natureza que impoe res-
trighes tedricas sobre a precisdo de medidas simultineas da posigio e do
momento de uma particula. Esse principio é conseqiiéncia das propriedades
gerais das ondas.

Tépicos Equacoes e Observagdes Importantes

Conslantes e Valores

Constante de Planck h= 6,626 3 107M s = 4,136 X 107 eV-s 34.2
ke he = 1240 €V-nm -5
Comprimento de onda Compton Ae= popzan 243 pm 34-12

e




