3 Tratamento
2 | Estatistico
1 de dados

T experimentais

Objetivos
* Recordar conceitos associados ao tratamento de dados experimentais;
¢ Estabelecer férmulas mais comuns;

* Procedimento grafico: Ajuste de curvas a dados experimentais;

Esta apresentagdo destina-se exclusivamente a servir como recordagdo de co-
nhecimentos ja aprendidos. Para uma exposigdo extensiva do assunto, sdo
indicados, entre outros:

* FUNDAMENTOS DA TEORIA DE ERROS, J. H. Vuolo, Ed Edgar Bliicher
Ltda, 1992.

e TRATAMENTO ESTATISTICO DE DADOS EM FiSICA EXPERIMENTAL, O.
A. M. Helene & Vito R.Vanin, Ed Edgar Bliicher Ltda, 1981.

¢ TOPICOS AVANCADOS EM TRATAMENTO ESTATISTICO DE DADOS EM
FISICA EXPERIMENTAL Vito R.Vanin & P.Gouffon, LAL-IFUSP, 1996.

® EXPERIMENTAL MEASUREMENTS: PRECISION, ERROR AND TRUTH,
N.C.Barford, Addison-Wesley Publishing Co., Inc 1967.

¢ DATA REDUCTION AND ERROR ANALYSIS FOR THE PHYSICAL SCIEN-
CES, PR.Bevington, McGraw-Hill Book Co. 1969

Introducdo Toda medida experimental resulta afetada de erro. Duas me-
didas de uma mesma grandeza, feitas nas mesmas condi¢des, ndo apre-
sentam os mesmos resultados. Quando isto acontece, invariavelmente esta
subestimada a acuracia do método e/ou do instrumento utilizado. Dado
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um conjunto de medidas de didmetro de um prego, praticadas com um
paquimetro,

0,95mm 0,94mm 0,96mm 0,98mm 0,99mm 1,03mm

Qual destas medidas melhor representa o didametro do prego ?
A resposta: nenhuma !

Se acreditamos que os erros que ocorrem na medida sdo estatisticos, a me-
lhor escolha para o didmetro procurado sera o valor médio:

P= 3 (1)
1

onde Z representa o valor médio, n é o nimero de medidas e z; é a i-ésima
medida. A qualidade da medida pode ser aferida através do desvio padrio
ou desvio quadrdtico médio o:

(2)

E o resultado deve ser indicado (Z + o)

Para o exemplo apontado, deveriamos indicar para o diametro do prego

d = 0,97500000.. + 0,0327108..

que o bom senso sugere

d=0,98+0,03

GUARDE APENAS O PRIMEIRO ALGARISMO SIGNIFICATIVO DE o

Este é um procedimento tedioso, mas necessdrio. A maioria das maqui-
nas de calcular incluem programas de célculo de médias e desvio-padrao.

Aprenda a usar sua mdquina !
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Propagacdo de Erros Raras vezes a medida que fazemos constitui o resul-
tado final do processo de investigagdo que fazemos. O ntimero obtido deve
ser transformado matematicamente — somado, subtraido, dividido, multi-
plicado... — para dar a conhecer a resposta. Outros ntimeros intervenientes
irdo, com boa probabilidade, também apresentar uma incerteza, o que nos
leva a questdo: como determinar o nimero z que resulta da combinagédo de
Tey e z= f(z,9)?

Devemos distinguir entre soma e subtragio e multiplicagdo e divisdo. Na adicdo
e subtragdo, se um dos termos é uma constante, desprovida de erro (como,
por exemplo, 7), o erro do termo remanescente determina o erro final. Ja se
ambos o0s termos apresentam erro, entdo pensamos nos erros como vetores e
os somamos em quadratura. Dados z £+ o, + £ 0,, 0 melhor procedimento
nos dé

Z=(T+79) +/02+02

Na multiplicagdo e divisdo, temos Z = T - § &+ 0, onde

B % 2 .\ % 2
0, = 83:035 8yay

E mais pratico, no entanto, considerar a relagio diferencial:

(%)= () (3)
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n| [ V oy n|x Yi l‘f T5Yi
(4) | (V+0.5V) 110,2 |1,0 [0,04 |0,20
10,2 1,0 210,4 12,2 0,16 |0,88
210,4 2,2 310,6 3,0 10,36 |1,80
310,6 3,0 40,7 3,5 10,49 | 2,45
410,7 3,5 510,8 |4,0 10,64 |3,20
510,8 4,0 61,2 |6,0 |1,44 | 7,20
61,2 6,0 71,4 17,0 11,9 |9,80
711,4 7,0 81,6 |7,8 |2,56 |12,48
81,6 7.8 91,8 19,2 |3,24 |16,56
91,8 9,2 10 12,0 |11, |4,00 |22,00
10 | 2,0 11,0 > 110,7 | 54,7 | 14,89 | 76,57

Tabela 1: Tens6es medidas sobre um resistor. Admitimos que a cor-
rente, variavel independente, ndo apresenta erros. Apenas os val ores
de tensdo apresenta erros, gue supomos iguais na regiao medi da. Na
tabela a direita estdo os dados necessarios para ajuste de um a reta
pelo método dos minimos quadrados.

A generalizagdo é imediata, quando temos mais de dois niimeros envolvi-
dos.Paraz=u-v-

8

7

Resumindo:

Quando somando ou subtraindo grandezas afetadas de
erro, combine as incertezas absolutas em quadratura.
Quando multiplicando ou dividindo, combine as incertezas
fracionais , ou relativas, em quadratura.

Ignore incertezas menores que 1/3 das outras.

Ajuste de curvas Frequentemente praticamos uma série de medidas as
quais sabemos pertencer a uma relagdo matemaética. O caso mais simples
é o de uma relagio linear, que se traduz numa reta quando os resultados
sdo apresentados de forma gréfica. Seja, por exemplo, determinar o melhor
valor da resisténcia elétrica de um resistor sobre o qual, dada a corrente,
medimos a tensdo. Tomamos o erro cometido como constante — como
é a situagdo pratica mais encontrada. Sabemos que o resistor obedece a
lei de Ohm, e portanto V (/) = RI. Em nossas medidas, admitimos que
que a varidvel independente I ndo contem erros e as incertezas estdo sobre a
varidvel dependente V. Nosso problema é determinar o melhor valor para a
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resisténcia elétrica R. Neste exemplo, todos os pontos sdo utilizados para
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Figura 1: Dados pontos experimentais que sabemos obedecer a uma
relacdo matematica conhecida, como determinar o melhor con junto
de parametros ?

a determinacdo do melhor valor para a resisténcia elétrica do resistor. Que
métodos podemos utilizar para isto ?
O método mais simples é o olho. Por mais surpreendente que possa pa-
recer, um ajuste visual dos dados normalmente fornece bons resultados —
e deve ser a primeira estimativa do processo. Um outro método consiste
em tragar retas de inclinagoes extremas sobre os pontos e praticar algum tipo
de média sobre os resultados. Entretanto, se queremos um método que
forneca os mesmos resultados, ainda que aplicado por pessoas diferentes,
temos que recorrer a processos matematicos mais elaborados.
O mais famoso deles é denominado “Método dos minimos quadrados” e
consiste, em esséncia, em minimizar a diferenga entre a curva a ser tracada
e 0s pontos experimentais. Comecamos construindo uma fungao x? (leia-se
“chi”) matematica da diferenga, ao quadrado, entre os pontos experimentais
y; e 0s pontos tedricos correspondentes y;
2N~ Wi yu) <~ (i~ (awi +b))°
S o= Dl s

o’ o
=1 i i=1 B

onde o; é a incerteza associada ao ponto medido y;, n é o nimero de pontos
experimentais, a e b sdo os coeficientes da reta que melhor ajusta os pontos
— as nossas incognitas.

Minimizamos x? para determinar os melhores valores de a e b. Posto de
outra forma, os melhores valores de a e b sdo exatamente aqueles que tornam
minima a soma das diferengas entre os pontos experimentais e a reta procurada.
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Entdo, )
Ox n(yi —am; — b)
A 9 =0
Ja z; o7
X2 " (yi — az; — b)
A gl P ) =
ab & o} ’
com solugdo
1 1
a = Z (Sany - S:cSy) e b= Z (SCCQS?J - SxS:cy)
onde
A= SO'SxQ - Sg
e

n n

1 T .y "y "z
So— - ; SLE - ; Sy - ; Sa;y - —0_2 S$2 - ;
i=1 ¢ i=1 ¢ i=1 @ i=1 % i=1 1

Exercicio . Faca a deducgao detalhada das férmulas.

As incertezas sobre a e b sdo dadas por

N e
«= VA "~V A

Vamos aplicar esta técnica aos dados experimentais da tabela 1. A forma
mais facil de praticar ajustes de retas estd em utilizar as mdquinas de calcu-
lar. As contas que se seguem constituem apenas um exemplo de aplicagao.

Sy =40 N?—j =10,7 N?—Z = 54,7 N‘Z—f = 14,89 N% =76,57 A= 48]1[’211
Dai obtemos
a = 10'76’5731;510’7'54’7 = 5,24295 ...
I '54’;4:410’7' .57 0,13095...
Ta = 50??56 =0,26954. ..

12,89
S —0,34323. ..
b 505, 56 ’

Os numeros devem ser indicados
a=52+0,3 b=-0,1+0,3

A resposta, pois, é que o resistor tem valor a = 5,24+ 0,3 .
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EXPERIENCIA 0 Tratamento Estatistico de Dados Experimentais

Um capacitor é formado por duas placas circulares paralelas de didmetro D separadas de .

[ ] Um aluno mediu os seguintes valores, em centimetros, para o didmetro de uma das armaduras:

16.4 16.2, 163 16.5 164 163 16.2 163 16.1 164

Este conjunto de medidas é melhor indicado por|D = ............ = =S cm

Calcule a 4rea da placa, expressa por A = wD?/4.
P p p

* Expresse m de forma coerente. A mdquina de calcular fornece m = 3.141592654 (implicando
erro de 1/10'° que, obviamente nao faz sentido em nosso caso). A forma correta de expressar 7
para este caso! é

[ ] O mesmo estudante mediu, em milimetros, para a separacao entre as placas,

3,20 3,22 3,23 2,96 3,00 2,95 2,90 2,92 2,96

Este conjunto de medidas é melhor indicado por | = ............ + .. mm

[ ] A capacitancia de um capacitor de placas paralelas, desprezando-se os efeitos de borda, é dada
por C = ¢,A/¢ onde ¢,, denominado Permissividade do Vicuo tem valor tabelado 8.854 187817 x
10~'2 F/m. Calcule a capacitancia do arranjo:

¢ Escreva ¢, com o nimero adequado de casas decimais ¢, = .............. F/m

* Calcule a capacitancia do capacitor: C' = (............. + ... ) x 107 F
Mediu-se a tensio V entre e os terminais do capacitor e a carga () armazenada neste capacitor, obtendo-

se os valores da tabela. A relacdo entre a carga armazenada num capacitor e a tensdo entre seus ter-
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minais é dada por Q = C'V. (Admita que as tensdes sdo perfitamente conhecidas e o erro cometido
na medida da carga é constante e igual 0, 1).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tensao | (V) | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1100 | 1200 | 1300
Carga | (pC) | 31.0 | 36.8 | 43.0 | 49.2 | 55.4 | 62.0 | 67.0 | 73.8 | 80.0

DETERMINACAO DOS MELHORES VALORES DE CAPACITANCIA.

[] Pelo olho. Construa um grafico com V nas abscissas e ) nas ordenadas. Trace retas extremas aos
dados, tal como melhor lhe parecer e estime o melhor valor para a capacitancia, tomando a média
entre os valores obtidos. Estime a incerteza.

Melhor valor para a capacitancia: C' = (
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[ | Pelo método dos minimos quadrados.
Complete a tabele com os calculos necessarios ao célculo de coeficientes pelo método dos minimos
quadrados.

T Yi 1/o} 7 Y

(3

M@OO\I@CH»&OD[\DH3

Melhor valor para a capacitancia: C' = (........ +...) x 107 F
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[ ] OPCIONAL ! Pela Calculadora. Caso voce tenha uma calculadora que lhe permite ajustar retas,
Calcule o ajuste pela maquina.

[ ] Discuta brevemente os resultados.




