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1. Fatoragao

Como resolver equagdes de graus maiores que 2 de modo mais simples?

Decompor um niumero IN em fatores ¢ achar o conjunto de nimeros que, multiplicados entre
si, dao N. O processo de encontrar esse conjunto de nimeros ¢ o que chamamos de Fatoracao e os
elementos desse conjunto sio os fatores. Se esses fatores nido forem primos, poderio ser
decompostos por sua vez, permitindo a constru¢io de um jogo de calculo mental.

Partindo dessas nogoes e desses procedimentos, podemos tentar fatorar o numero 1.000,
perguntando: Quais entre dois numeros multiplicados dao resultado igual a 1.000? Temos varias
respostas, sendo uma delas 100 X 10.

Além de descobrirmos que o numero 1.000 nio é primo, podemos construir uma nova
pergunta para os dois numeros que compoe a multiplicagao do 1.000, que no caso sao o 10 e o 100.
Quais as multiplicagoes que dio como resultado o 100 e o 10? Para o 100, podemos responder que é
10 % 10. Para o 10, a resposta ¢ 2 X 5. Esse jogo de calculo mental permite escrever o nimero 1.000
em varias etapas, sendo a primeira 1000 = 100 X 10, a segunda como 1.000 = (10 X 10) X (2 X 5) e,
continuando a brincadeira, finalizamos como 1.000 = (2 X 5) X (2 X 5) X (2 X 5). O jogo termina
quando todos os fatores forem primos. Neste exemplo, eles sio somente o 2 e o 5. Escrever 1.000
sob a formade 2 X 5 X 2 X 5 X 2 X 5 ¢ escrevé-lo sob a forma fatorada.

A partir desse resultado, nao custa recordarmos que toda multiplicacio pode ser escrita, por
sua vez, na forma de poténcia quando ha repeticio dos fatores. Assim, concluimos que o nimero
1.000 - ao ser fatorado em 2 X 5 X 2 X 5 X 2 X 5, finalmente pode ser escrito como 2’ x5,

Mas vocé poderia ainda perguntar: nio seria mais facil escrever 1.000 na forma de 10°? Sim, s6
~ , ~ 3 - ~ . A
que ndo sera uma fatoragdo completa. O 10° é uma fatoragdao incompleta do nimero 1.000 porque a
base nao é um numero primo.

Os casos comuns de fatoragao e os produtos notaveis (formulas cuja fatoragao ¢ tao comum
que precisamos identifica-los nas equagdes s6 de bater o olho) resultam da aplicacao dos conceitos
de fatoracio numérica em polinomios. Essa técnica ¢ indispensavel na resolugdo de equagées do
segundo grau ou maior.
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Varios casos de fatoragao

1) Fator Comum em evidéncia

Aplica-se quando os termos apresentam fatores comuns, como por exemplo, no polinémio:
ax + ay. Ambos os termos apresentam o fator @, que pode ser posto em evidéncia: a(x + y). As
quantidades X e y podem ser expressoes, por exemplo:

asenx + acosx = a(senx + cosx)

asenx + bsenx = (a + b)senx

2) Fatoragdo por agrupamento

Consiste em aplicar duas vezes o caso do fator comum em alguns polinomios especiais. Como
por exemplo:

P =ax + ay + bx + by

Os dois primeiros termos possuem em comum o fator « os dois ultimos termos, o fator &.
Colocando esses termos em evidéncia:

P=alx+y)+b(x+y)=(a+b)(x+y)

3) Fatoragdo por diferenga de quadrados:

Consiste em transformar as expressdes em produtos da soma pela diferenca, simplesmente
extraindo a raiz quadrada de cada quadrado. Assim:

x2=9=(x+3)(x-3)

4) Fatoragdo do trinémio quadrado perfeito:
O trindbmio que se obtém quando se eleva um bindémio ao quadrado chama-se trinébmio

quadrado perfeito. Por exemplo, os trindmios (a? + 2ab + b?) e (a* — 2ab + b?) sio quadrados
perfeitos porque sao obtidos quando se eleva (a+b) e (a-b) ao quadrado, respectivamente:

(a+b)?> =a? +2ab+b? ¢ (a—b)?=a?—2ab+ b?

5) Equagdo do 2° grau:

Toda equacido do 2° grau pode ser fatorada:
ax? +bx +c=alx —x)(x — x)

em que X; € X, sao as raizes, que podem ser calculadas pela férmula de Baskara. Note o caso mais
simples

2+ Ww+2)x+wz=(x+w)(x+2)
6) Fatoragdo a partir dos Produtos Notdveis:
a® + b3 = (a+ b)(a® — ab + a?)

a® + b3 = (a+ b)(a® — ab + a?)
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Exercicios

1)x*+8x+ 15 =

2)b?+3b—10 =

Nos exercicios 3 a 5, considere (X + y) como um tnico numero:

3N (x+y)2=3(x+y)—10 =

Hx+y)>-(x+y)—12=

5) (x +2)% — (x +2) — 20 =

Comece por fatorar a diferenca de dois quadrados: a®> — b% = (a + b)(a — b)
6)(x+y)2—4=

7) 4x%(x — 2a) — 9a%(x — 2a) =

Modelo:
4xy?(3y — x) — 2x*(x — 3y)* = 2x(3y — x)[2y* — x(3y — x)]
8) 6ba?(2z — w) — 3b%(w — 2z)? =

9) x% — (2a + b)x + 2ab =
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Modelo:
x*+ By +5)x+ 2y +3)(y +2) =observe que 2y +3)+ (y +2) = 3y + 5)
x+Qy+3)]|x++2)=C+2y+3)(x+y+2)

10)x*+Qy+5)x+ (@ +6)(y—1) =

Use: a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

11) 27x3 — 64
12) 64x — x*
Modelo:

x* — 6x% + 1 (decompondo o 6x? em 4x?* — 2x?)
x* —2x% +1—4x? =

(2 =12 = (2x)2 = (x> =1+ 2x)(x* — 1 — 2x)

By x*—11x?+ 1=

14)x* = 23x2 +1 =

Desafios:

15) 16x* — y* =

16) (x+y)2 —(z+w)? =
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17) Fatore a equagao de modo a obter uma unica fung¢ao trigonométrica:

sen(x)* — cos(x)* =

x—3=y
x2_9:y2

18) Para pensar: qual a solu¢do do sistema? {
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2. Moddulo de um Numero Real ( | x] ).

O conceito de médulo de um numero real esta associado a idéia de distancia de um ponto de
uma reta orientada a origem. Ou seja, independentemente do numero ser positivo ou negativo, a sua
distancia em relagdo a origem sera sempre representada por um numero igual ou maior que zero.

Matematicamente, podemos expressar essa idéia da seguinte maneira:

—=> ¥ se x=0
(2.1)

—> X se x<0

A figura 2.1, com uma reta orientada para a direita, ilustra a distancia entre o ponto e a origem
e serve para mostrar como a equagao (2.1) funciona.

Aplicando 1.1
parax=6— |6/=6

parax =—6 — |- 6| = —(-6)

Figura 2.1

=6
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Assim, o médulo de 6 e de -6 sdo idénticos.

A raiz quadrada de um quadrado é um caso importante de aplicagdo do médulo. Definimos
Vx® =X (2.2)

A térmula (2.2) é uma definicio mesmo. Por exemplo, note que a equagao do 2° grau,
2 —
x° =16

admite duas solucbes, x = V16 = 4. Assim, ¢ preciso ter uma conven¢ao para o sinal que fica
de fora da raiz na equagao (2.2) e a escolha que todos fazem ¢ deixar implicito que o sinal é +.

Assim, teremos

\/¥=|a|={a sea>0

—-a se a<0

Modelo:

Se |x| <7, Xe R, aqual intervalo x pertence?
Se ha correspondéncia entre | 7 | e | -7 |, aplicando (2.1) teremos

[7=7
-7 =—(-7)=7

Logo, Xe]—?, 7[

O médulo também pode ser aplicado a uma expressio do tipo |a — b|, com & e b ntimeros

reais. Nesses casos, devemos substituir toda a expressao dentro do par de barras verticais por x e
aplicar (2.1).

Modelo:
la — bl
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Chamemos |a — b| de x,

X, x>0—>(a-b)se (a—b)>0—>a-bsea>hb
[a—b[ ==
-X,X<0—>—-(a-b)=b-ase(a-b)<0—>b-asea<b

Dessa maneira, conseguimos as duas possibilidades para o valor de |a-b|: a-0 OU  b-a. S6
uma pode ser verdadeira para cada par de valores a e b.

Modelo:

Encontre as duas solugbes para |3 - x| = 6.

(3—x) se x<3
B—x|=
—(3-x) se x>3

para x < 3:
3—x=6

x= -3

para x >3
-3+ x=6

x=9

Assim, a equagao |3 - x| = 6 tem duas solugoes (-3 e 9), como pode ser verificado por
substitui¢io.

Propriedades:
a) la-b|=lal-b

L

bl bl

c) |X>a se esomentese x>a ou x<-a
d) |-a+b|=[-a|+|p|

b)
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Fungao Mo6dulo

A fungao moédulo ¢ aquela que associa a0 numero x o moédulo de x. O grafico dessa funcio
esta na figura 2.2, junto com o grafico da fungio y = x.

Figura 2.2

Exercicios

Lembre que o médulo ¢ definido por:
X, x>0

=
- X, x<0

1) Calcule os médulos abaixo, demonstrando cada passo:

a) |45 1715 18] 5 |al

by [2--5); [(=3)-4  [(-2)-(-6) [a-B]
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a

)

3y
4 1

| -3)-(6))

X —
2) Calcule os possiveis valores de yse ele é 'y = |—

,comX#1;
x-1

3) Determine as duas solugoes de cada uma das equagoes abaixo.

2) [5—3x| = 4; | 12+2x | =4

b) [5—3x =[3x+17]; X +|x—3=5; 2x—3 =|4x+5|
C) 1_X:6; X;2=5; |2X_3|:
4 3 |4X+5|

4) Simplifique

[x-3

a) ,sendo x <3

b) m+U sendo 0 <x <4
X x—4’

x-2
o 1+ 2,sendox>2
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O problema seguinte procura chamar a atengio para a importancia do sinal das grandezas cinemiticas.

No jardim de um prédio, um fisico vé um vaso, a 15 m de altura do chiao, a 10 m de distancia
do prédio, movendo-se um uma velocidade de 15 m/s na dire¢io horizontal, afastando-se em uma

direcdo perpendicular a fachada do
prédio, conforme a figura ao lado. O
prédio tem 10 m de altura e o vaso foi
lancado da laje do teto. As equagdes
horarias que descrevem o movimento
desse vaso, com g = 10 m/s® para a
aceleragao local da gravidade, no sistema
de referéncia que tem origem no nivel do
chao junto ao prédio (ponto O da figura),
$30

x(t) =5+7t
y(t) = 15 — 5¢t2
ambas as equagdes em m para /em s.
Determine:
a) a que distancia do prédio o objeto cai
no chio.

b) a que distancia da parede do prédio o
vaso foi langado (x, da figura).

Vista
lateral

V=15 m/s
\/  —

vaso Y

Xo
<>
10l m X
VB 5m
Vista fisico
por cima ,/
¥
rédio 0
p o) O
<
5m
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3. Graficos

Grafico ¢ uma maneira de expressar visualmente dados ou valores numéricos. A principal
vantagem de um grafico sobre uma tabela prende-se ao fato de que ele permite uma visualizacio
imediata dos valores das grandezas envolvidas. Existem varios tipos de graficos; os mais utilizados
sdo os de colunas, os de linhas e os circulares.

Em fisica, o grafico serve para visualizar o comportamento das grandezas fisicas envolvidas de
uma maneira mais rapida e que facilita sua compreensao. Através de um grafico, podemos verificar
como varia uma grandeza (por exemplo, espago) em funcgao de outra (por exemplo, zenzpo).

Grafico de Barras

Temos abaixo um exemplo de grafico de barras.

Figura 1
POPULAGCAO IDOSA NO MUNDO 1960-2020

| B palsEs DESENOLVIDOS
T PAISES EN DESENVOLVIMENTO

5
o

&
o

-

:
z
o
3
&

1960 1980 2000 2020

Reproduzido de: WHO, WORLD HEALTH STATISTICS ANNUAL, GENEVE, 1987

a) Sobre o que tratam os dados representados no grafico?

b) Quais sdao os dois grupos distintos mostrados?

13
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¢) A quantidade de idosos no mundo na década de 60 é comparavel a populagao da cidade de
Sido Paulo (11 244 369 hab), do estado de Sao Paulo (39 924 091 hab) ou com a do Brasil
(190 732 694 hab)?

d) O crescimento da populagiao idosa com o tempo ¢ maior nos paises desenvolvidos ou em
desenvolvimento? Em qual dos lugares a taxa de crescimento é mais constante?

e) Qual o intervalo de tempo em que as informagées siao apresentadas?

f)  Qual conclusiao vocé pode tirar, ao analisar o grafico, em relacdo a expectativa de vida da
populagao mundial?

@) E possivel que todos os dados apresentados sejam concretos, ou seja, que todas as
informagOes apresentadas tenham sido retiradas de algum CENSO do periodo
correspondente?

Grafico de Linhas

Um exemplo de outro tipo de grafico é o de linhas, que sera muito usado por nés. Nesse tipo,
os pontos, descritos por coordenadas cartesianas, sao ligados por curvas que descrevem o
comportamento da grandeza.

Para a construgao desse grafico, utilizamos dois eixos, perpendiculares entre si. O eixo vertical
¢ chamado de eixo das ordenadas e ¢é representado pela letra j, enquanto o eixo horizontal é
chamado de eixo das abscissas e é representado pela letra x.
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Cada ponto do grafico representa um par ordenado (x) — ano
respectivamente, e vice-versa.

Mortalidade por Tuberculose Respiratoria
Estados Unidos (1900-80)

horte por 100.000 por ano

200,

150 \\\
100 N
N
50 o \Q
0 e
1900191019201930194019501960 19701980

Fonte' Fdos @ Crapo, Now Engl J. Med , 203 1205, 1080

Complete a tabela abaixo com base no grafico acima.

Ano (x) Mortes por 100 000 por ano (y) ~ Par ordenado (x,))
1900 200 (1900; 200)
1930

1
1910
1950 25
110
45
1970
1960

Fev/2011

e mortalidade,

Podemos observar que ha muitas informacées nos graficos além dos que se pode deduzir
apenas dos valores, como, por exemplo: o titulo do grafico; os titulos dos eixos; as escalas dos eixos
e etc. Um grafico de linhas deve conter as seguintes informagdes:
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e Titulo.

e Identificagdo dos eixos, unidades fisicas das grandezas representadas por eles e as
escalas dos mesmos.

e Legenda, caso exista mais de um conjunto de dados.

Vamos supor agora que a empresa “XYZ” queira analisar o seu faturamento durante o ano de
2010. Para isso, faremos um grafico das despesas e dos lucros nesse perfodo, que estio relacionados
na tabela seguinte, que vocé deve usar para esbogar o grafico.

Més = Despesas (R$) Lucro (R$)
1 250 000 300 000
2 225000 375 000
3 200 000 450 000
4 325 000 500 000
5 350 000 400 000
6 250 000 450 000
7 300 000 425 000
8 350 000 450 000
9 175 000 475 000
10 225 000 450 000
11 200 000 400 000
12 200 000 425 000

500

450

400

350

300

250

200

150

100
50
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Muitas vezes, o uso indevido dos graficos pode trazer uma idéia falsa dos dados que estao
sendo analisados, chegando mesmo a confundir o leitor. Vejamos, através de um exemplo, como
esse fato pode ocorrer. Os trés graficos apresentados a seguir representam o mesmo fenémeno

através do mesmo conjunto de dados. A primeira impressao ¢ a de que os trés graficos representam
dados nitidamente diferentes.

No grafico (a), as flutuagdes das vendas parecem ser moderadas, ja no grafico (c), tem-se a
impressiao de que a flutuagao das vendas nao manifesta praticamente tendéncia alguma, exceto leve
flutuagao. Trata-se, na realidade, de um problema de construgao de escalas. Enquanto o grafico (a)
se apresenta com uma escala mais ou menos convencional, os demais revelam propor¢des
consideravelmente diferentes para as escalas em que foram divididos os dois eixos.

Examinando superficialmente os trés graficos e ndo prestando muita atencao as escalas e a

outros detalhes técnicos, o leitor certamente recebera impressoes diferentes sobre a flutuagao das
vendas.

Vendas do Artigo Y Vendas do Artigo ¥
4 3479
12 4
s 3= - 23._- -
X ] o H
2 & 28 >4
8 ._\//.\ / 8 264 > f’
2 . o ;14.' I~. /_’“‘.' VA’
g 522 \\. y \\ "v
-:-1 i 201 \‘ *
184
0 18
JFMAMIJ JASDO J FMAMUJ JASDO
1995 1995
(a) (b)
Vendas do Artigo Y
2
|
e __— ¢ ¢ 2
$2{ & —
§ 1
0
= "
J = M A M J J A s 0

1995

A tabela da proxima pagina nos mostra a taxa de analfabetismo no Brasil em porcentagem do

grupo da populagao correspondente. Construa graficos para descrever essas informacOes para cada
uma das quatro categorias.
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Clate Zorias | 1902 | 1093 | 1995 | 1996 | 1907 | 1992 | 1990 [ 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007
15 amos oumak

Brasil 172 164 156 147 147 13§ 133 124 11& 11§ 114 111 104 100
Harte 142 145 133 124 135 13§ 123 112 W4 106 127 11§ 113 109
Hordeste 327 315 305 287 294 275 266 W3 BA 232 :mp 219 208 200
Bndeste 109 98 93 &7 &f 81 TE 15 T2 68 65 66 60 58
a1 102 9 91 88 83 81 fE 71l 67 64 63 58 57 54
Centro-Deste 145 140 133 116 124 111 108 102 96 85 832 89 83 81

Localizagdo
Trbano Metropalitang gl 74 TH 65 65 59 58 56 54 53 53 5D 44 44
Pl 35p 345 327 312 32p 302 290 \J T ITE 25E 25D 241 233

Raga ou Cox
Eranca 106 101 95 94 8§ 8% 83 77 75 1 72 Tp 65 61
Hegra 257 ME IS5 21F 222 WE 18F 182 172 16§ 163 154 146 141

Faixa Ftiria
15 a 17 anos 82 82 66 5% 54 4F ¥ 3D a6 23 21 1p 15 17
15 a 24 anos 86 82 T2 65 6§ 54 48 42 3T 34 33 28 24 2
25 4 20 anos 100 93 93 8l & 7 T2 68 63 58 5§ 57 47 44
30 & 39 anos 120 116 110 W2 103 101 86 80 84 E3 78 T T2 6f
40 mos + 292 275 26 M9 M5 IF3 235 212 W4 199 195 19p 178 172

Fonk: Micodado ¢ da Prad (TEFE).
Hlaboragtio : Dhiroc/Ipaa.

OE2: 1 A Prad oo foimalicsd s pm 1954 o 2000,
1 Fagh IogTs Goompes b de pmks opardes.
3 Apartitde 200+ & Foad pasca a cordemplat & poprlaghe moral de Fo nddnds, fom, Amasons, Eorsime, Paw o Amapd
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Caso Especial

Um caso especial de grafico de linhas acontece quando os dados apresentados se comportam
de maneira tal que podemos tracar uma linha reta continua para ligar os pontos do mesmo. Essa
curva apresenta uma propriedade muito importante e nos traz uma informagao valiosa, que é o
coeficiente angular da reta.

O coeficiente angular da reta nada mais é do que a inclinagio da reta em relagdo ao eixo
horizontal. Podemos calcula-lo de forma geométrica, como no esquema abaixo.

Grafico de exemplo
__ 25
0
(%)
&
% 20 A
3 by
s 15 +—
©
g \ 6
]
= v
g 10 o
%) AX
3
g 5 T T T 1
i 10 20 30 40 50
Eixo das abscissas (tempo)

Entio, temos que o coeficiente angular da reta serd dado pela razao Ay por Ax. Se usassemos
uma régua para medir os tamanhos dos segmentos, obterfamos a razao 2/5, ou seja, 0,4, ¢ 0 mesmo
resultado seria obtido se usassemos um transferidor para medir o angulo ¢ e calculassemos sua
tangente. Porém, temos que lembrar que as escalas dos eixos das coordenadas e das abscissas nao
sao iguais, ou seja, existe um fator de escala entre eles e, por isso, ¢ preciso levar em conta que os 2
cm da seta vertical equivalem a 10 unidades de distancia, e que os 5 cm de seta horizontal equivalem
a 20 unidades de tempo, portanto a razao sera igual a 10 unidades de distancia por 20 unidades de
tempo, ou seja, 0,5 u. distancia/ u. tempo.

Podemos perceber que os valores obtidos anteriormente sao diferentes e concluimos que o
coeficiente da reta nao ¢ a tangente do angulo que a reta forma com eixo x, pois pode existir uma
diferenca entre as escalas, e esse coeficiente possui unidades intrinsecas a ele, diferente da tangente
de um angulo, que ¢ adimensional.
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Exercicios
1) Analise os graficos abaixo:
a) Descreva-os em palavras, indicando regides de crescimento ou diminuigao.
b) Faga uma tabela, indicando, para cada um deles, a abscissa e a ordenada.

c) Se voce tivesse que escolher quais graficos sio mais parecidos com parabolas e quais
graficos sao mais parecidos com retas, como seria a sua classificagao?

1) Valor da agao da Vale do Rio Doce

BOWWALES (WALE PrArBRLI
Abertura: 4042 Max: 41.5 Min: 399 Ult: 40.2 (-~

[ Jul 10, 40,3510 |

{4z

.Junl23 Jul 1 .Jull? Jull‘14
() wewwy acdvfn.com
i) Tempo de gestacao em porcentagem
%
50

-

41,5

=< 38 368 37 38 38 40 4
ldade gestacional em semanas
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iif) Distribuicao de peso da populagao masculina brasileira

20,00 A
18,00 A
16,00 A
14,00 A
12,00 A
10,00
8,00 1

2,00 4

7

% Peso Masculino

1

14 -
8
536
6,00 4 357
T T T T

0,00

60-69 70-79 80-89 90-99 100-110
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iv) Indice de vendas por empresa

Exibicao de grafico

Somatirio de Vendas - Por Cliente  (Perioda: 01.04.2008 até: 05.06.2000)

e

Ticcat foemato do grdfico l

v) Distribui¢dao da populagdo analfabeta
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vi) Resultados de proficiéncia em portugués na prova Brasil.

Grafico 1 - Médias de Proficiencia em Lingua Portuguesa - Brasil
1995 - 2005

vii) Resultados de proficiéncia em matematica na prova Brasil

Grafico 2 - Médias de Proficiencia em Matematica - Brasil - 1935 - 2005

viii) Escolaridade da populagao brasileira

Anos de escolaridade da populacio brasllelra,
por grupos de idade
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2) Com as fungoes dos itens a) a g), que representam funcOes lineares, preencha a tabela
abaixo e depois esboce (i) um grafico gualitativo de cada uma, (ii) um grafico quantitativo e compare
com o item (1).

Corta o eixo | Corta o eixo
crescente decrescente y em valor y em valor
positivo negativo
a) Y =2x;
b) Y=x+10
¢ Y=-x+5
d Y=-5x
e) Y=2-x
f) R=2r-5
g L=—p+1

3) Qual das fungdes acima tem crescimento mais rapido com a variavel independente? Qual
decresce mais rapidamente?

4) Siga as instrucoes abaixo:

a) No grafico que representa o analfabetismo na popula¢ao rural brasileira acima, vemos
que aproximadamente 5% da populagio de 15 anos é analfabeta, propor¢io que
aumenta para aproximadamente 55% da populagio de 70 anos. Se tomarmos estes
dados como exatos, teremos y(15) = 5 e y(70) = 55. Supondo que o crescimento seja
linear, escreva a equagdo da reta para estes dados. Desenhe um grafico e compare com o
grafico que apresenta os dados.

b) Repita o procedimento para a curva que representa a distribuicdo do analfabetismo na
populagao metropolitana.
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Desafios

5) Preencha a tabela abaixo.

X y=3x"-4x+1 y

[SS IR I \S)

Construa um grafico de y(x) a partir da tabela acima. Qual é o menor valor de y para essa
funcao?

6) Construa o grafico da fungio y = x’- 4x” + 2. Quais sdo os pontos de inflexio da curva?
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4. Equagao da Reta

Equagio Geral da Reta

Em graficos, retas representam a relagdo entre quantidades que variam wniformemente em fungao
de alguma outra quantidade, por exemplo, o espago percorrido por um moével em determinado
tempo a velocidade constante.

A equagido geral de uma reta ¢ representada por:

Ax+By+(C=0 (4.1)

Vejamos alguns exemplos de equagoes de uma reta e como cada termo pode ser interpretado.

Na equagao (4.1), A, B e C sao nimeros reais chamados coeficientes; facamos, em nosso
exemplo, A=B=C=1. Assim, a equagao fica:

x+y+1=0
Isolando y no lado esquerdo da equagio, teremos:
y=—-x-—1 4.2)

Isso quer dizer que, para cada valor de X, a equacdo fornece um valor correspondente de y;
como vimos na se¢ao sobre graficos, em um plano cartesiano o par ordenado (X, y) é a localizagao
de um ponto no plano. Veja na tabela abaixo as coordenadas de alguns pontos, obtidos com os
valores de y calculados com a equacio (4.2) a partir de valores de x.
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Valor de x Calculando Valor de y Locsgiigi? do
2 y=—(-2)—-1 1 P, (-2,1)
0 y=-0-1 -1 P, (0,-1)
3 y=-3-1 -4 Py (3,4
5 y=—5-1 6 P, (5.-6)

Agora vejamos como esses pontos se comportam em um grafico;

No grafico acima, cada intervalo entre as marcagdes nos eixos corresponde a uma unidade.
Portanto, o ponto P, estd nas coordenadas duas unidades no sentido negativo no eixo X e uma
unidade no sentido positivo no eixo y; os outros pontos seguem a mesma regra. Perceba que o valor
de y obtido com a equacido (4.2) para um valor de X sempre faz com que o ponto se localize sobre a
mesma reta que liga os pontos. Note que o comprimento da reta desenhada no grafico poderia ser
maior ou menor, uma vez que nao ha nenhuma razdo especial para que tenhamos escolhido os
pontos mostrados. Isso quer dizer que, nesse caso, a reta existe para qualquer valor de x; em
principio, trata-se de uma reta continua de extensdao infinita. Procuraremos dar idéia dessa
continuidade pela linha pontilhada. Tente utilizar a equacao (4.2) com outros valores de X e confira
que os pontos encontrados sempre fazem parte da reta desenhada, embora possa ser necessario

Ay

AN 42
NPy

.|

-4 -2 \

prolongar o segmento que esta desenhado para ver isso.

Note que ndo sio necessarios tantos pontos para descrever uma reta, bastam somente dois.

No grafico abaixo, usaremos somente os pontos P,(-2,1) e P,(5,-6). O grafico fica
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exatamente a mesma reta, as regras para o uso da equacao (4.2) continuam as mesmas ¢ a reta pode
ser descrita por qualquer outro par de pontos distintos.

Exercicio 1

Encontre dois pontos que pertencam a reta descrita pela equagdo y = 2x + 6, marque-os no
sistema de eixos abaixo, trace uma reta entre eles e teste outros pontos, verificando que pertencerao
a reta tracada. Marque valores de X e y nos eixos ordenados.

A
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Equagido Reduzida da Reta
Vamos voltar agora para a equagao geral da reta
Ax+By+C=0 4.1)

Novamente atribuiremos valores para os coeficientes A4, B e C de forma arbitraria para mais
um exemplo: A4 =4, B= -2 e C'= 6. Com esses valores, nossa equagao fica:

4x =2y +6=0 (4.3)

Como feito anteriormente, iremos calcular y usando essa equagdo. Isso quer dizer que
isolaremos a incognita y de um dos lados, para que o resultado fornecido pelo outro lado da
equagao dé seu valor. Assim, depois de multiplicar por (—1) para que os nimeros fiquem positivos,

y=§x+— (4.4)

Perceba que, se usarmos a equagao (4.1) e isolarmos Yy literalmente (usando letras) a equagao
fica:

b
a

Esses coeficientes em forma de fracio dao origem a outros coeficientes com propriedades e
nomes especiais. Teremos entao que:

onde a é chamado coeficiente angular da reta ¢ b, coeficiente linear da reta, ¢ a equacio (4.5)
fica:
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y=ax+b (4.6)

que ¢ a equagdo reduzida da reta, que nada mais é do que um polinomio de primeiro grau na
variavel x. Veremos as caracteristicas de cada um dos coeficientes citados acima. Por agora,
voltaremos ao nosso exemplo numérico a partir da equagao (4.4), onde vemos que, calculando as
fracoes dos coeficientes, obtemos a equagao:

y=2x+3 (4.7)

Como fizemos anteriormente, iremos escolher dois pontos quaisquer a partir de dois valores
quaisquer de X e calculando com a equagdo (4.7) para estes valores, depois colocaremos esses pontos
no grafico e tragaremos a reta a qual pertencem os pontos obtidos.

Localizagao do
Valor de x Calculando Valor de y Ponto P
-3 y=2-(-3)+3 -3 P, (-3,-3)
2 y=2-2+3 7 P, (2,7)
y
A
Ol w— P (2.7)

1

e ab b aw > > e o
=

=

v

Como ja foi discutido anteriormente, os pontos P, e P, fazem parte da reta pontilhada no
grafico e a equagao de onde os obtivemos prevé todos os pontos pertencentes a esta reta. Perceba o
que ocotre quando o valor de x é nulo: o grifico mostra que Yy =3, que é exatamente o valor de b, o
coeficiente linear da equagao. A equagao (4.7) concorda com o grafico, ja que, se inserirmos 0 como
o valor de x, anularemos o primeiro termo do lado direito da equagio, resultando y = 3.
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Coeficiente Linear e Coeficiente Angular da Reta

O que acontece se alterarmos o valor de b? Digamos que, agora, b =1, de modo que nossa
equacao (4.7) se torna:

y=2x+1 (4.8)

Nesse caso, o grafico fica:

Perceba que a inclinagdo da reta continua a mesma, o grafico parece ter o mesmo
comportamento de variagao, mas agora, quando X = 0, o grafico mostra que y =1, que ¢ o valor do
coeficiente linear da equagao (4.8).

Exercicio 2:

Utilizando a equacio (4.6), fixe o valor do coeficiente angular e altere somente os valores do
coeficiente linear para mais trés valores diferentes de 1 e trace as retas que essas novas equagoes
descrevem no sistema de eixos abaixo. Discuta a mudanga de comportamento dos graficos quando o
coeficiente linear ¢ alterado.
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Como voce deve ter percebido, a alteraciao do coeficiente linear desloca lateralmente o grafico:
o coeficiente linear ¢ o valor onde o grafico cruza o eixo Y quando x = 0.

Agora, vamos retornar a equagdo (4.7) e analisar o coeficiente angular a desta equagao.
Como vimos, o grafico fornecido por (4.7) é
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mas agora mudaremos o coeficiente angular para 1, o que nos fornece a equacao
bl

y=x+3 (4.9

Preenchendo a tabela de pontos temos,

Localizagao do
Valor de x Calculando Valor de y Ponto P
-1 y=-1+3 2 P, (-1,2)
2 y=2+3 5 P, (2,5

o que nos da o grafico

Agora, alteraremos novamente o coeficiente angular da equacdo para 2. Teremos entio a
€quagao,

1

A partir desta equagdo encontramos um novo par de pontos P; e P,
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Perceba que, ao alterarmos o coeficiente angular da equacio, a reta gira em torno do ponto
que marca b, que é o coeficiente linear comum as duas retas. Note que um ponto pode fazer parte
de duas (ou mais) retas, mas sozinho nio descreve qualquer uma delas.

5

Exercicio 3:

Utllizando a equagao (4.0), fixe o coeficiente linear em 3 altere somente os valores do
coeficiente angular para mais trés valores diferentes de "2 e encontre dois pontos que satisfacam
cada uma dessas novas equagdes; marque estes pontos no sistema de eixos abaixo e trace a reta entre
eles que corresponde a equagdo encontrada. Discuta a mudan¢a de comportamento dos graficos
quando o coeficiente angular é alterado.
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Como voceé deve ter percebido, o coeficiente angular relaciona-se com o angulo que a reta do
grafico forma com o eixo x (atengdo: o coeficiente angular relaciona-se com o angulo, mas nio é o
angulo).

Dissemos anteriormente que uma reta pode ser definida por dois pontos, mas agora podemos
mostrar que também é possivel defini-la por um ponto e o coeficiente angular da reta,

v

Em ambos os casos, temos informagao suficiente para prever a localizacao de todos os
outros pontos pertencentes a reta, com as coordenadas no plano cartesiano.

Casos Especiais de Retas

Quando o coeficiente angular ¢ nulo, temos a equagao reduzida do tipo

y=bh (4.11)

ou seja, para qualquer valor de X a equagdo fornece sempre o mesmo valor para y, que ¢ o

valor do coeficiente linear, que ¢ uma constante. O grafico, portanto, se apresenta como uma reta
. : 1
horizontal paralela ao eixo x'.

Se o valor de 4 também for nulo, temos a equagao que descreve o eixo X.

1 ~ . or: .z .

Um pouco de nomes. Na relagdo y = ax + b, costuma-se identificar x como variavel independente, por que ela costuma
representar as causas do fendmeno fisico estudado, ja y é identificada como varidvel dependente, pois seu valor depende do
valor de x.
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Quando o valor de y ¢ nulo, temos a equagao reduzida do tipo
ax+b =0 (4.12)
Resolvendo essa equagao para X temos
b
X =—— (4.13)

ou seja, o valor de y ¢ indefinido (pode ser um valor qualquer). O grafico, portanto, se

apresenta como uma reta vertical paralela ao eixo Y, mas X continua sendo um valor fixo e igual a
b

a.
y
A
-+ 6
-+
-+ 4
-+ 2
+4 -b
I l ) I la I l
— >
-4 -2 2 4 X
- -2

Se o valor de b for nulo, temos a equagdo que descreve o €ixo y.

Agora vamos investigar um pouco mais o que é o coeficiente angular, no caso particular e
pouco comum na fisica, que acontece se as quantidades X e y sdao representadas com escalas iguais.

Considere uma reta a qual pertencem os dois pontos P,(0,0) e P,(5,-5), produzindo o grafico,

Ay
N\
\ 4 2
[ P1(0,0)
1 1 1 1 1 1 I | 1 )
-4 =3 6 8 X
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o coeficiente angular dessa reta é a = — 1 e o coeficiente linear é b = 0 (use a equagao reduzida da reta e
verifigue que isso ¢ verdade). Observe o triangulo (em cinza) formado entre e reta e o eixo X,

Ay

N 4 -2

[ P1(0,0)
| 1 1

—t

Esse ¢ um triangulo retaingulo. Em trigonometria, vimos que o triangulo retangulo possui uma
hipotenusa (sobre a qual passa a reta do grafico no triangulo observado) e dois catetos (os
seguimentos em X ¢ em Y entre os dois pontos) e que a tangente do angulo 0 pode ser medida pela
razao

cateto oposto

tgd = cateto adjacente (4.14)

Podemos ver que, em nosso tridngulo, cateto oposto a 0 é o segmento entre as coordenadas
de y dos pontos P2 e P1, simbolizado por Ay. Assim,

Ay=-5-0=-5 (4.15)

O cateto adjacente ¢ o segmento entre as coordenadas x de P2 e P1, simbolizada por Ax, e
vale

Ax=5-0=5 (4.16)
Assim temos
Ay =5
& Ax 5 ( )

que é o valor do coeficiente angular determinado anteriormente pela equagiao reduzida da reta.
Portanto, neste caso, o coeficiente angular ¢ igual a tangente do angulo formado entre a reta e o eixo
x, a = tgh (Atencio: essa relagdo s6 ¢ valida quando tanto o eixo X quanto o eixo y estiverem
expressos em escalas iguais).
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Equagido Fundamental da Reta

Podemos generalizar esse resultado a partir da definicao da variagao das quantidades. Assim
temos,

Ay — V1
= _—_——=— 4.18
tg6 =a Ax  xy —xq ( )

Y2—W1
a=—"—
x2 - x1
Y2 —y1 = a(x; — xq) (4.19)

que ¢ a equagao fundamental da reta.

Inclinagao da Reta e Fatores de Escala

Em fisica, a maioria das grandezas envolvidas nas equagdes tem dimensao, isto ¢, sio
expressas em relacdo a uma unidade de medida. Isso faz com que a inclinagdo do grafico que
expressa um fenomeno fisico tenha uma unidade e, na maior parte dos casos, nio possa ser
interpretada simplesmente como a tangente de um angulo, necessariamente adimensional.

Mesmo assim, ainda podemos definir a inclinacao da reta a partir de um par qualquer de
pontos que pertencem a ela de modo que

inclinagiio = Y21 —a (4.20)
Xa =%

O coeficiente a é uma grandeza com dimensio fisica quando as grandezas X e Y nio tém a
mesma dimensdo fisica. Por exemplo, se y mede posicio em metros (m) e X mede tempo em
segundos (s), a inclinacao tem a dimensao de m/s.

E importante, ainda, ter atencdo para o fato de que, apesar da reta que representa o grafico
y(x) formar um angulo com o eixo Ox que pode ser medido, por exemplo, com um transferidor, nao
podemos dizer que o coeficiente a seja a tangente desse angulo. Isso ocorre porque este angulo depende da
maneira como vocé escolhe as escalas. Contudo, é possivel inserir um fator de proporcionalidade alfa nos
dando a equagio:

a=a-tgb (4.21)

a ¢ igual a a(alfa) vezes tg0 onde a possui dimensao fisica definida por
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] = 7 (4.22)

O simbolo [ ] indica que esta sendo feita uma analise dimensional, assunto que sera tratado em
seu curso de mecanica.

Exercicio 4:
Uma reta passa pelos pontos P1(2,4) e tem coeficiente angular a = 6. Escreva a equagio
fundamental desta reta, e a partir dela obtenha a localizagao do ponto P2 cuja coordenada x =10.

Agora que deixamos claro que somente quando os eixos Ox e Oy estio na mesma escala a
inclinagao ¢ a tangente do angulo, vamos entender porque essa inclinagao também atende pelo nome
coeficiente angular. Vamos, entao, recuperar a interpretagao simples do caso isométrico (=que tem as
mesmas dimensoes), onde a tangente do angulo ¢ a inclinagao.

Vamos lidar com um grafico de posi¢ao por tempo, onde um carro desloca-se numa avenida
congestionada entre x; = 5 m no instante £= 3 s e x; = 95 m no instante % = 48 s, com velocidade
constante. Note que falamos até agora em grafico de y por x (x costuma ser o eixo horizontal
quando usamos esses dois nomes) e vamos fazer um grafico x contra # onde o x vai ser o €ixo
vertical. Exatamente para que o nome do eixo nao importe, temos que adaptar todas as expressoes
aritméticas para os novos nomes. Assim, a inclinagdo, que era a razao entre Ay e Ax, agora sera a
razao entre Ax e Az.

Para desenhar o grafico num papel quadriculado de 10 cm por 10 cm, escolhemos uma escala
em x tal que 100 m sdo representados em 10 cm do papel e uma escala de tempo em que 50 s s3ao

representados em 10 cm do papel. Os fatores de escala definidos sao, portanto,
10cm 10cm
_10am _,, om g oloem g om

X100 m m . " B0s s

Quando calculamos a inclinaciao da reta no intervalo [3 s, 48 s], encontramos
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_90m_2m

V=— =
45s S

Se medirmos a tangente do angulo no papel encontraremos, porém,

9cm
tan(0)= —— =1
9cm

— note que o angulo é mesmo 45°, que ¢ o arco cuja tangente vale 1, portanto o calculo esta
certo. A diferenca das respostas vem das escalas, que nao poderiam ser iguais uma vez que as
dimensoes fisicas envolvidas nos dois eixos sio diferentes. Assim, quando calculamos a tangente
trigonométrica, usamos segmentos, portanto
A, Axf, Ax__s

t=—2=—05

tand = = = ,
Atf, At f, At m

ou seja, a tangente do angulo esta relacionada com a inclina¢ao por um fator que s6 depende das
escalas usadas; no nosso caso, o valor numérico da tangente do angulo é metade do valor numérico
da velocidade do catro expressa em m/s.

Enfim, a inclinacao da reta esta relacionada com a tangente do angulo, bastando incluir a razao
dos fatores de escala e nao nos confundirmos com as unidades. Na pratica, nunca medimos o angulo
de inclinacio da reta com transferidores, mas sim calculamos a inclinacio com a razio [ x/0
inclusive porque sempre precisamos desse valor com as unidades de medida correspondentes, que
nao podem estar embutidas na tangente trigonométrica.

Exercicios

1) Dentre os pontos P,(3;1), P, (2;3), P5(6;3), P, (-3,-3), P;(3,-1) e P, (-2,1), determine quais
pertencem e quais nao pertencem a reta 2x — 3y — 3 =0

2) Os pontos Py, P,, P;, P, e P; pertencem a reta 3x — 2y — 6 = 0 e suas coordenadas x sao,
respectivamente, 4, 0, 2, -2 e -6. Ache suas coordenadas y.
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3) Ache os pontos de interseccdo entre a reta 2x — 3y — 12 = 0 e os eixos coordenados e faga
um grafico dessa reta.

4) Os lados AB, BC ¢ AC de um triangulo sao dados, respectivamente, pelas equagdes
4x + 3y —5=0,x—-3y + 10 = 0, x — 2 = 0. Faga um grafico com essas 3 retas e calcule a area do
triangulo determinado por elas.

5) Ache a equagdo da reta e faga o seu grafico, sabendo que seu coeficiente angular é @ e o
coeficiente linear é b, dados pelos valores:

a)ya=2/3,b=3
b) a = 3, b=0
c)a=0,b=-2

d) a = -3/4, =3
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& a=-2 =5

fa=-1/3,6=2/3

6) Ache o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos:

a) P, (2;-5) e P, (3;2)

b) P, (-3;1) e P,(7;8)

A Py (5-3) e P, (-1,0)

7) Uma reta s possui equagio ¥ = 3x — 5 e outra reta r possui equagio Yy = —5x + 11.
Determine algebricamente o ponto comum as duas retas.
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Represente as retas r e s no eixo ordenado abaixo, marque o ponto comum entre as retas e
compare com o item a.

8) Ache o ponto de intersec¢ao entre as retas 3x —4y — 29 = 0e 2x + 5y + 19 = 0.



