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Geometri
a Fractal



  

• A palavra fractal é derivada 
do adjetivo fractus e 
significa irregular ou 
quebrado.

• A palavra fractal foi 
originalmente adotada por 
Benoit Mandelbrot para 
descrever formas 
geométricas com padrões 
complexos que se repetem 
infinitamente, mesmo 
limitados a uma área finita. 

Professor de matemática
Universidade de Yale - 

USA



 



 

Afinal, o que é um 
fractal?

A palavra Fractal é
derivada do adjetivo

Fractus
e significa irregular ou quebrado.



  

Propriedades dos Fractais
Auto-semelhança

• É a simetria através das escalas;
• Um objeto possui auto-semelhança quando possui o 

mesmo aspecto em qualquer escala de observação. 

Curvas de Koch



  

Propriedades dos Fractais

Auto-semelhança
É a simetria através das escalas, ou seja, um objeto 

possui auto-semelhança se apresenta sempre o mesmo 
aspecto em qualquer escala em que seja observado. 

Curvas de Koch



 

Propriedades dos Fractais

    Complexidade Infinita

Entende-se por esta propriedade nos fractais 
que nunca conseguiremos representá-los 
completamente, restando sempre 
detalhes. 

Inútil seria pensar que ampliações de um 
fractal vislumbrariam todos os seus 
detalhes, pois sempre existirão 
reentrâncias e saliências cada vez 
menores. 



  

Propriedades dos Fractais
Conjunto de Mandelbrot

Figura original Primeira ampliação



  

Propriedades dos Fractais
Conjunto de Mandelbrot

Segunda ampliação Terceira ampliação



  

Propriedades dos Fractais
Conjunto de Mandelbrot

Quinta ampliaçãoQuarta ampliação



  

Propriedades dos Fractais
Conjunto de Mandelbrot

Décima ampliaçãoOitava ampliação



 

A dimensão dos fractais, ao contrário do que sucede 
na geometria euclidiana, não é necessariamente uma 
quantidade inteira. 

A dimensão de um fractal representa o grau de 
ocupação deste no espaço, e relaciona-se assim com o 
seu grau de irregularidade.

Propriedades 
dos Fractais



 

Da Geometria Euclideana

 Portanto podemos escrever de forma 
genérica

esferaLKM

discoLKM

tarugoLKM
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Objetivo da 
experiência

 Pergunta à natureza: qual a relação entre a massa e o 
diâmetro de uma esfera de papel amassada? Qual o 
valor de da dimensão (D)?

Determinar a dimensão (D) de bolas construídas com 
folhas de papel amassado introduzindo as dimensões 
não-inteiras ou seja, as dimensões fractais. 

2 < Dimensão (D) < 3

Qual seria o valor previsto para D?



  

Arranjo experimental
 Divisão das folhas de papel 



 

 Verificar a aplicabilidade da geometria fractal ao caso 

de bolas de papel amassados;

 Obter o valor da dimensão D dessas bolas;

 Análise de dados:

 Dispersão dos valores associados à grandeza

 Gráficos – dilog

Objetivo da experiência



  

Procedimento experimental

• Amassar de modo semelhante todas as esferas;

• Medir os diâmetros (φ) com paquímetro;

• Calcular para os diâmetros de cada bola, a média, o 
desvio padrão, o desvio padrão da média e a 
incerteza final;

• Fazer a análise dos dados da massa e diâmetro por 
meio do gráfico dilog.
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Reta no plano x-y



  

Dimensões inteiras

M = k . φ1

M = k . φ 2 (disco)

M = k . φ 3 (esfera)



  

Testes
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• No papel dilog a dependência da massa com o diâmetro 
deve produzir uma reta

log ( M )  =  D . log (φ)     +   log ( k )  

y    =   a   .   x   +   b 

• A massa M das esferas relaciona-se com o diâmetro φ 
através da seguinte relação

M = k . φD 
• Essa  relação pode ser linearizada por uma 

transformação logarítmica
log ( M ) =  log ( k ) + D log (φ ) 
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Gráfico: massa das esferas de papel amassadas
               em relação ao diâmetro. 
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D = (2,41 ±  
0,18)



  

Resultados de várias classes
D ± sD D ± sD D ± sD D ± sD

2,39 0,20 2,50 0,26 2,40 0,17 2,31 0,19
2,36 0,12 2,19 0,19 2,45 0,39 2,02 0,18
2,44 0,15 2,32 0,16 2,50 0,20 2,30 0,30
2,56 0,09 2,42 0,23 2,60 0,70 2,31 0,06
2,58 0,05 2,44 0,16 2,60 0,50 2,19 0,03
2,50 0,19 2,52 0,46 2,60 0,50 2,55 0,13
2,70 0,15 2,34 0,05 2,40 0,60 2,28 0,05
2,52 0,14 2,58 0,06 2,52 0,25 2,98 0,23
2,28 0,27 2,61 0,10 2,52 0,16 3,05 0,36
2,20 0,27 2,46 0,19 2,58 0,09 2,43 0,05
2,27 0,03 2,52 0,37 2,40 0,80 2,44 0,06
2,33 0,22 2,29 0,25 2,30 0,60
2,36 0,06 2,37 0,03 2,33 0,27
2,34 0,09 2,32 0,03 2,36 0,10
2,26 0,28 2,54 0,11 2,32 0,06
2,31 0,12 2,17 0,07 2,26 0,15
2,56 0,38 2,25 0,14 2,56 0,13
2,60 0,07 2,32 0,04 2,40 0,22
2,34 0,45 2,32 0,04 2,56 0,16
2,29 0,07 2,32 0,06 2,59 0,16
2,39 0,18 2,33 0,52 2,73 0,19

Análise dos dados

Para facilitar a análise dos 
resultados utilizaremos o 

método gráfico 
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Gráfico: Resultados da Dimensão Fractal (D) 
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Gráfico:  Dimensão Fractal e Histograma 

 

 

Grupo

              Valor    
       Representativo

Dispersão = 2 S

Dmédio  =   2,391

s  = 0,150

sD=  0,017

D =  (2,391 ±   
0,017 )



  

Compatibilidade

• A distância entre D e 2, em unidades de incerteza, é

23
2 =−=

Df

D
Z

σ

36
3 −=−=

Df

D
Z

σ

• A distância entre D e 3, em unidades de incerteza, é



  

Portanto:

• As rugosidades aumentam com φ, mas a 
rugosidade relativa cai.

• D é incompatível com 2 e com 3.

• D não pode ser 2 nem 3.
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Gráfico: Diâmetro das bolas de papel amassados em
             em relação a sua respectiva Massa
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Gráfico: massa das esferas de papel amassadas
               em relação ao diâmetro. 

 

Diâmetro φ (mm)
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sD = [ Dmax  – Dmin ] / 2

D = (2,4 ±  
0,8) 
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Gráfico: Resultados da Dimensão Fractal (D) 
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                Comparando resultados

Nossos resultados

Dmédio  =   2,39

SD      =  0,15 

M.A.F. Gomes 
(Am. J.Phys, 55 (7), 1987)

Dmédio  =   2,51

SD      =  0,19 

Resultados
Compatíveis



 

Geometria 
Fractal“ Nuvens não são esferas, montanhas não são 

cones, continentes não são círculos, um latido

 não é contínuo e nem o raio viaja em linha

 reta.”                           

Benoit Mandelbrot 
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