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1. Teorema de Ehrenfest.

a)

Utilize o conceito de valor esperado e a equacao de Schrodinger dependente do tempo
para mostrar que:
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onde ¥ = VU(z,t) é a funcdo de onda (complexa) e V' = V(z) é a fungdo energia
potencial (real).
Mostre explicitamente os resultados:
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Sugestao: Para obter a equagao 2, utilize integragao por partes e lembre-se que ¥(z) e
d¥(x)/dx devem ser nulas quando x tende a infinito.

Mostre, portanto, que:

Compare a equagao 4 com seu equivalente cléssico e discuta sua interpretacao.

Utilize o conceito de valor esperado e a equacao de Schrodinger dependente do tempo
para obter:
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Mostre explicitamente, através de integracao por partes, que:
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Mostre, portanto, que:
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Compare e discuta o resultado 8 com o momento classico.

¢) Qual a diferenga entre a posi¢do z na mecanica classica e o argumento da fungao de
onda z na mecanica quantica?

2. Equacao da continuidade.

Se fizermos uma medida da posicao de uma particula no instante ¢, a probabilidade de
encontra-la no intervalo [a,b] é:
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onde p(x,t) é a densidade de probabilidade.

O fluxo da densidade de probabilidade, denominado corrente de probalidade, é definido por:
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a) Utilize a equagao 10 para obter a seguinte relagao:
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b) Mostre as relagoes:
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¢) Mostre explicitamente que:
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Sugestao: Multiplique a equacao de Schrodinger dependente do tempo por (—iV*) e
a equagao complexo conjugada correspondente por (i¥). Some as duas equagoes e
identifique as equagoes 12 e 13.

d) A generalizacao da equacdo 14 no espago tridimensional (equacdo 15), denominada
equagdo da continuidade, é encontrada na mecanica dos fluidos (expressa a conservagao
de massa) e no eletromagnetismo (expressa a conservacao de carga).
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Como exemplo, iremos mostrar o significado da equagao da continuidade na mecanica
dos fluidos. Considere um fluido de massa m atravessando um tubo cilindrico em um
tempo t com velocidade v na direcao x, conforme ilustra a figura abaixo:

O fluxo do fluido para fora do tubo é igual a varia¢do (diminui¢do) da massa do fluido
no tubo em relagao ao tempo:
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onde p é a densidade de massa do fluido.
Entretanto, pelo teorema da divergéncia (ou teorema de Gauss):
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Se igualarmos as integrais volumétricas das equacaoes 16 e 17 e definirmos a variavel
corrente de probabilidade J = V - (pv) (compare com a equagao 10), obteremos a
equacao da continuidade.

Note que, como a velocidade do fluido esta apenas na direcao x, a equacao da con-
tinuidade ird se reduzir a equacao 14.

Qual o significado da equacao da continuidade no contexto da mecanica quantica?

Observagao: As questoes 1 e 2 sao dirigidas, portanto somente serao consideradas se todos
os calculos estiverem explicitamente indicados.

3. Propriedades da equacao de Schrodinger.

a)

Partindo a equagao de Schrodinger dependente do tempo
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onde U(x,t) = ¢(z)p(1).

Supondo que ¥ (x) é solu¢ao da equagao de Schrédinger independente do tempo mostre
que ©*(x) também é solucao. Use a linearidade da equacao de Schrédinger indepen-
dente do tempo para mostrar que sua solucao pode ser escolhida como sendo real ou
imagindario puro.

Suponha que o potencial seja uma funcdo par, isto é, V(z) = V(—z). Mostre que se
Y (x) é solugao da equagao de Schrodinger independente do tempo entao (—x) também
é solucao. Conclua mostrando que a solucao v pode ser tanto uma funcao par como
uma funcao fmpar.



d)

Considere uma particula sujeita ao potencial V(z) = 0, em um intervalo — < z <
[. Mostre que ¥(x) = Acos(kx) + Bsen(kz) é solucao da equagdo de Schrodinger
independente do tempo explicitando qual é a relagao entre E e k. Construa 1, €
Yimpar, como sendo a parte par e impar de ¢ respectivamente. Mostre que o valor
esperado da posicao (x) se anula nos estados Ypar € Yimpar €nquanto é nao nulo no
estado .

4. Solucoes de particula livre - Ondas planas

Uma particula livre é descrita pela equagao de Schrodinger dependente do tempo com o
potencial V' (z) = 0,

a)
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Mostre que a onda plana ¥ (z,t) = exp[; (pr — Et)] é solugao da equagao de Schrodinger
dependente do tempo. Qual deve ser a relacao entre p e E para que a onda plana seja
solucao? Com base nesta relacao, é consistente a interpretacao de E e p como energia
e momento, respectivamente?

Usando a definicao do comprimento de onda e da frequéncia de uma onda que se
propaga, mostre que E e p satisfazem as relagoes de de Broglie-Einstein.

Desde a velha mecanica quantica é conhecido que ondas planas possuem energia e
momento bem definido. No contexto da teoria de Schrodinger a energia e o momento sao
descritos por operadores diferenciais. Definimos os operadores de energia e momento,
respectivamente, como
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Mostre que ﬁ\I/(:L’,t) = EV(x,t) e pY(z,t) = p¥(x,t) para uma onda plana, o que
mostra que no contexto da teoria de Schrodinger as ondas planas também possuem
energia e momento bem definido. De fato, do ponto de vista histérico, foram as pro-
priedades das ondas planas que orientaram a construcao dos operadores de momento e
energia.



