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Capitulo 1

Probabilidades e

Informacao

Estas notas sao a versao preliminar de um livro intitulado provisoriamente de
“Mecanica Estatistica de Sistemas de Processamento de Informacao”. Eventuais
criticas, corregoes ou sugestoes serao bemvindas.

1.1 Teoremas de Cox

H& muitas definigdbes matematicas possiveis que poderiam ser usadas na tenta-
tiva de formalizar o conceito coloquial de informac¢ao. Uma forma de avangar,
que é bastante comum em ciéncia, comega por definir matematicamente algo e
depois tentar interpretar as férmulas matematicas para mostrar que esta inter-
pretagao esta de acordo com algumas das caracteristicas que podemos atribuir
ao conceito coloquial de informacgao que temos . Nao haverd forma que satisfaca
a todos pois cada um terd um exemplo onde este conceito falha.

Em lugar de comegar por uma estrutura matemaética pré-escolhida para
servir de ferramenta de andlise, comegamos por uma interpretagao e depois
encontramos a estrutura matematica que se adapte a interpretagao. A inter-
pretagao passa por estabelecer em alguns casos particulares suficientemente sim-
ples, tais que haja algum tipo de consenso, o qué deveria resultar da teoria. E
possivel que este procedimento pareca novo ao leitor e serd surpreendente quan-
tos resultados serao extraidos deste método e do rigor matematico que a teoria
se vestira. Como este procedimento permite saber exatamente do que estamos
falando e do que nao estamos, achamos que esta é atualmente a melhor maneira
de introduzir a teoria de informacdo. !

Queremos analisar uma asserc¢ao, isto é, uma frase A que em principio é uma
proposicao que se apresenta como verdadeira. Uma frase pode ser julgada cor-

ITambém ocorrera que os resultados nio serdo universalmente satisfatérios, pois hé lugar a
discussoes sobre o tipo de interpretacdo a priori que serd imposta. Ver [?] possiveis extensoes
e criticas leves que talvez ndo sejam tao relevantes
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reta ou nao de varias maneiras. Podemos pensar se é correta do ponto de vista
da sua estrutura gramatical ou sintatica. No entanto, nenhuma assercao soz-
inha pode ser analisada, no que diz respeito a se é verdadeira ou nao, de forma
independente do resto do universo conceitual. Ela sera julgada verdadeira ou
nao quando analisada dentro de um contexto. A informagao trazida por uma
assercao C', serd usada para atribuir um grau de verdade a asser¢do A, ou seja
dentro do contexto C. Poderiamos chamar esse grau de, por exemplo, prob-
abilidade de que A seja verdade se C for dada. Mas fazendo isto estariamos
definindo de antemao que a ferramenta matematica apropriada para descrever
informacao é a teoria de probabilidades. Isto parece bem razoavel mas nao es-
capa as criticas acima e permite que outra ferramenta matematica seja usada
por simplesmente expressar o gosto de outras pessoas ou a facilidade de uso
em determinados problemas praticos com a mesma justificativa: parece razodvel
, eu gosto, funciona, € prdatico . Nao descartamos o uso de outras ferramen-
tas matemdticas, mas queremos deixar claro que estas poderao ser vistas como
aproximagoes mais ou menos adequadas de uma estrutura que unifica e tem
um posicao diferente. O objetivo deste capitulo é mostrar que a escolha da
teoria de probabilidades como a ferramenta matematica adequada para tratar
informacao é muito mais do que simplesmente conveniente. Isto nos levard a teo-
ria de inferéncia, baseada na teoria de probabilidades, que tem exatamente a
estrutura da Mecanica Estatistica dos pioneiros Boltzmann e Gibbs. Os “exata-
mentes”nao sao coincidéncias. Somos levados a repensar a Mecanica Estatistica
como uma teoria de inferéncia, mas muito mais sobre isto serd dito adiante.
Antes disso hd muito o que fazer.

Se a informacao em C nao permite a certeza sobre a verdade de A entao
diremos que a crenga que temos sobre A esta baseada em informagao incompleta.
Em casos particulares podera ocorrer que dado C' possa ser concluido, com
certeza que a assercao A é verdadeira ou ainda em outros casos que é falsa.
Quando nao ha alternativa para a conclusao, quando ela segue por forca da
informacao disponivel, dizemos que a conclusao é racional ou légica. Dizemos
que estamos frente a casos de raciocinio dedutivo. Nestes casos a informagao
disponivel é completa pois nada falta para ter certeza. A andlise destes casos
remonta a Aristételes.

Exemplos de informacao completa sdo dados pelos silogismos Aristotélicos:
suponha que recebemos a informacao contida em C = “A — B, isto é, A
implica B. Traduzindo, isto significa “se souber que A é certamente verdade,
segue que a proposicao B também o é.” Dado isso, o que podemos dizer sobre
B? Nada com certeza, mas se também recebemos a informacao adicional A, isto
é, que A é Verdade, entao segue B, ou seja B é Verdade.

Outro caso de informacao completa é B ou seja B é Falso, entdao segue A,
isto é, que A é Falso.

Nas condigoes que C' = “A — B” e A é Falso , o qué pode ser concluido? Do
ponto de vista légico classico nada podemos concluir sobre B. Da mesma forma
se for dada a informagao B é Verdade, nada podemos concluir sobre A. Estamos
frente a casos de informacao incompleta e a légica classica nao serve para chegar
a uma conclusao. Nao é possivel deduzir nada. A indugao, o que quer que isto
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seja, e que serd discutido mais & frente, serd necessiria para avancar 2.

A forma dedutiva da légica permite somente tres tipos de respostas, sim, ndo
e nao seqgue. A indugao nos forga ou permite dividir esta iltima em vérias pos-
sibilidades e os casos extremos nesse espectro sao aqueles onde havendo certeza
absoluta, havera portanto a for¢ca da dedugao. Podemos falar entao sobre quais
das alternativas intermedidrias é mais razoavel acreditar com base no que sabe-
mos. Nota-se entao a necessidade de estender a légica para poder tratar de
forma racional casos de informacao incompleta. Richard T. Cox, ao se de-
frontar com este problema por volta da década de 1940, decidiu, como dito
acima, estabelecer um conjunto de desejos (desiderata [?]) que a teoria deveria
satisfazer, e estes serdo entdo os axiomas da extensdo da légica. Aqui podemos
discordar, propor outros axiomas, mas uma vez aceitos serao provados os teo-
remas de reparametrizagao de Cox que mostram que a teoria de probabilidade
é a ferramenta para o tratamento de forma racional de situacoes de informagao
incompleta. O surpreendente disto é que surge a teoria das probabilidades como
a forma para lidar de forma racional com a informagao e que corremos riscos
de ser inconsistentes caso a regras de manipulagao de probabilidades nao sejam
seguidas. Segue que nao ha probabilidades que nao sejam condicionais embora
as vezes simplesmente a linguagem esqueca de deixar explicitas as relacoes de
condicionalidade. A amplidao da aplicabilidade da teoria que emerge é impres-
sionante e por exemplo, quando o tipo de assercao for limitado aqueles entendi-
dos em teoria de conjuntos as regras de manipulacao serao nao mais nem menos
que aquelas ditadas pelos axiomas de Kolmogorov. Veremos que emerge uma
relacao natural entre probabilidade e freqiiéncia e ficara claro de que forma estes
conceitos estao ligados e mais importante, de que forma sao distintos.

1.1.1 Axiomas de Cox-Jaynes

E interessante notar que os axiomas de Cox descritos por Jaynes nao sao ex-
atamente iguais aos que Cox apresenta no seu livro The algebra of probable
inference . A exposi¢do de Jaynes é muito mais simples e por isso nos referi-
mos a Cox-Jaynes enquanto que Jaynes sé se refere a Cox. Cox, por sua vez,
esclarece sua divida com J. M.Keynes e seu livro A treatise on Probability, que
deve muito a Laplace e Bernuolli.

A maneira de construir a teoria estd baseada na seguinte forma de pensar
bastante simples. Queremos construir uma teoria geral para a extensao da

2Segundo Harold Jeffreys em seu livro Theory of Probability, Bertrand Russell disse que
“induction is either disguised deduction or a mere method of making plausible guesses”. Jef-
freys diz que “é muito melhor trocar a ordem dos dois termos e que muito do que normalmente
passa por deducao é indugao disfarcada, e que até alguns dos postulados de Principia Math-
ematica foram adotados por motivagdes indutivas” (e adiciona , s@o falsos). Com o tempo o
préprio Russell mudou de posi¢do, dobrado pela evidéncia (?) e diz no fim da sua autobi-
ografia: “I was troubled by scepticism and unwillingly forced to the conclusion that most of
what passes for knowledge is open to reasonable doubt”. Sobre indugdo disse ainda: “The
general principles of science, such as the belief of the reign of law, and the belief that every
event must have a cause, are as completeley dependent on the inductive principle as are the
beliefs of daily life.” (On Induction)
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l6gica nos casos de informacao incompleta. Se ela for geral, devera ser valida
em casos particulares. Se o caso for suficientemente simples, entao podemos
saber qual é o resultado esperado. Poderia ocorrer que ao analisar um niimero
de casos particulares sejam reveladas as inconsisténcias entre eles, nesse caso nao
poderemos chegar a uma teoria geral. Mas pode ser que os casos particulares
sirvam para restringir e determinar a teora geral 3.Isto é o que mostraremos a
seguir.

Em primeiro lugar queremos falar sobre uma asser¢ao A no caso de in-
formacao incompleta. Nos referimos entdo & plausibilidade de A ser verdade
dado B e a denotamos pelo simbolo A|B. Por que nao mais provéivel? Porque
ja existe uma teoria matematica de probabilidade e nao sabemos se esta serd
a estrutura matemadtica que emergira desta andlise. Poderiamos usar outras
palavras

Queremos analisar o primeiro caso simples que lida com o conceito de mais
plausivel. Se A é mais plausivel dada informagao B do que A dada C, e esta é
ainda mais plausivel que A dado D entdao A dado B deveria ser mais plausivel
que A dado D. Temos assim nosso primeiro desejo, a plausiblidade deverd
satisfazer alguma forma de transitividade. Isto é facil se:

e D;: A plausibilidade A|B deverd ser representada por um nimero real.

Dados
A|B > A|lC

A|C > A|D,
segue imediatamente, uma vez que sao numeros reais, que
A|B > A|D,

de acordo com o axioma 1. Note que dizer que alguma coisa é um numero real
nos da imediatamente a transitividade, mas nao diz nada sobre que nimero
deve ser atribuido, nem sobre como muda-lo se a informagao passa de B para
C.

Através de certas operagoes e de diferentes assercoes podemos criar assergoes
compostas. Exemplos de operadores sao a negagao, o produto e a soma légicos.
A negacao de A é denotada por A. O produto ou conjuncao de duas assercoes
é uma terceira assergdo: C' = AB ou, mudando a notagdo C = A e B. A soma
de duas assergoes é uma terceira assercao D = A+ B, ou D = A ou B.

A tabela 1.1 mostra a tabela verdade para as operacbes de soma e pro-
duto logico, onde 1 = Verdade e 0 = Falso. Note que as ultimas duas colu-

3Este comentério parece trivial, mas o uso que sers dado a seguir é totalmente nao trivial.
Neste contexto de probabilidades foi colocado primeiro por J.Skilling, mas ndo de forma
explicita. O destaque a este procedimento apareceu por priemeira vez no livro de A. Caticha.
Usaremos novamente este estilo de fazer teoria ao introduzir o conceito de entropia.
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nas,colocadas aqui para futura referéncia, mostram que A + B e A B sdo iguais.

A|B|A+B|AB|A+B | AB
111 1 1 0 0
1 1o 1 0 0 0 Tabela 1.1
0|1 1 0 0 0
0|0 0 0 1 1
O proximo caso simples lida com informagao neutra. Suponha que

A|lC > A|lC,

ou seja a plausibilidade de A diminui quando a informacao disponivel passa de
C para C’. Suponha que para B isso nao aconteca. Pensemos no caso que B é
indiferente ante a mudanca de C' para C’. Isto é

B|C = B|C".

Parece razoavel que se a assercao conjunta AB for considerada, isto é a con-
juncao A e B, entao seria desejavel que

e Dy: A|C > A|C" e B|C = B|C’ implicam que AB|C > AB|C’

Jaynes defende que este desejo estd de acordo com o bom senso. Talvez seja
dificil definir o que é bom senso, mas seria mais dificil negar que isto seja
razodavel.

O leitor talvez possa se convencer através de um simples exemplo. Seja
A="H4 vida em Marte’, C= "H4 4dgua em Marte’, C’ = C, a negacdo de C.
Suponhamos ébvio que A|C' > A|C’. Suponha que B="Hoje é segunda feira’.
Certamente B|C = B|C’. e também é razodvel que a plausibilidade de que haja
vida em Marte e hoje seja segunda feira’ dado que ’hé agua em Marte’ é maior
ou igual a plausibilidade de que 'haja vida em Marte e hoje seja segunda’ dado
que 'nao ha agua em Marte’.

Suponha que tenhamos um método, usando a teoria geral que procuramos
e ainda nao temos, de analizar a plausibilidade de uma assercao composta por
varias assercoes através de conjuncgoes ou disjungoes. Esperamos que a plausibil-
idade possa ser expressa em termos da plausibilidade de assercoes mais simples.
Talvez haja mais de uma forma de realizar essa andlise. Queremos entao que:

e Ds: Se a plausibilidade de uma assercao puder ser representada de mais
de uma maneira, pela plausibilidade de outras assergoes, todas as formas
deverao dar o mesmo resultado.

Podemos resumir os trés axiomas da seguinte forma
e D;: Transitividade da plausibilidade: Representacao por nimeros reais
e D5: Bom senso: Monotonicidade

e Dsj: Diferentes andlises devem dar o mesmo resultado: consisténcia
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Ha varias formas de usar a a palavra consisténcia. Aqui a usamos da seguinte
forma. Impor que duas formas de analise devam dar o mesmo resultado nao
garante a consisténcia da teoria geral, no entanto uma teoria onde isso nao
ocorra sera manifestamente inconsistente.

Diferentes autores param neste ponto de definir axiomas. Mas ha mais dois
pontos que precisam ser deixados explicitos. Talvez uma analise por parte de
um filésofo ou légico profissional permita distinguir seu status.

Todo operador na algebra Booleana pode ser representado pelas operagoes
conjungao (e) e negagdo (= ) 4, isto é, o produto e a negacio légicas. A soma
l6gica pode ser obtida usando A + B = AB . Precisamos entdo analisar a
plausibilidade de asserg¢oes compostas usando esses operadores em termos das
plausibilidade de assercoes mais simples. J4 que este conjunto de operadores é
completo, esperamos que s6 tenhamos que analisar estes dois operadores.

Primeiro olhamos para o produto légico. Novamente C' se refere a informagao
subjacente e estamos interessados na plausibilidade y = A; A2|C. HA 4 plausi-
bilidades que serao interessantes para esta andlise:

T = A1|C, T = A2|C, I3 = A2|A10, T4 = A1|AQC

. Notamos que deve haver uma dependéncia entre A; A5|C e algum subconjunto
de {z;}, entao

e D): Deve existir uma funcdo F), que relaciona A;A2|C e algum subcon-
junto de {z;}.

Porque um subconjunto? Qual subconjunto? Todos? Como decidir? Ha 11
subconjuntos de dois ou mais membros: Seis (51;) pares (z;,z;), quatro (3‘,1—1,)
triplas (z;,;, k) € o conjunto inteiro {x;}

Tribus analisou as 11 possibilidades e verificou que s6 ha duas que sobrevivem
a casos extremos (ver Apéndice 1 para uma prova). Os dois conjuntos séo
(x1,23) e (z2,24). Note que se o primeiro deles fosse um dos sobreviventes,
o segundo também deveria ser pela simetria trazida pela comutatividade do
produto légico.

Porque néo serve o subconjunto mais ébvio (x1,x2)? Seja A;="Helena usa
um sapato esquerdo marrom’ enquanto que As=" Helena usa um sapato direito
preto’ . A plausibilidade dessas duas assergdes serd julgada dada a seguinte
informacao C="Helena gosta de sapatos pretos e de sapatos marrons’, e talvez
seja possivel concluir que as duas assergoes sao bastante plausiveis. Mas se
tivessemos y = Fj(z1,x2) poderiamos ser levados a pensar que ‘Helena usa um
sapato esquerdo marrom e um sapato direito preto’ é bastante plausivel.

Cox coloca o axioma na segunte forma:

e Dy: Deve existir uma funcéo F, que relaciona A;A2|C e (A1]C, A2|A1C
(que é (x1,x3)) .

4Este conjunto ndo é minimo, mas é 1til e claro.
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Ou seja y = Fy(z1;23). Por comutatividade do produto 16gico devemos ter
y = Fp(w2;24)

Note que agora sera possivel concluir que ‘Helena usa um sapato esquerdo
marrom e um sapato direito preto’ pode ser pouco plausivel por que precisamos
saber a plausibilidade de ‘Helena usa um sapato esquerdo marrom’ dado que
"Helena usa um sapato direito preto’ e isto pode ser pouco plausivel. Porém,
conhecendo a Helena...

Se uma assercao A dada informacao C' tiver a sua plausibilidade determinada
entao saberemos algo da plausibilidade da negagdo de A na mesma informacao
C. Em particular, suponha que C pertenca a uma familia de assercoes onde
algum tipo de continuidade puder ser identificada. Suponha entdo que ha uma
‘’pequena’ mudanca de informacao C para C’ o que acarreta uma também 'pe-
quena’ mudanga na plausibilidade de A: A|C passa a A|C’. O qué pode ser
dito sobre A|C' e A|C'? O mais simples é que deve haver uma relacio entre
A|C e A|C, assim A|C= Fs(A|C). Para satisfazer o bom senso em casos que
hé continuidade, Fs deve ser uma funcao continua nos reais:

e Djs: Deve existir uma funciao Fs que relaciona A|C e A|C

Esperamos ainda que Fs seja monotoénica decrescente. Se a informagao recebida
torna mais plausivel que ’choverd hoje’, esperamos que torne menos plausivel
que ’ nao chovera hoje’.

A seguir mostraremos que estes desejos podem ser transformados em equagoes
funcionais e assim determinar a teoria geral.

Antes um comentario e um desafio. Vamos encontrar, daqui a pouco,que
a ferramenta adequada para lidar com informacao incompleta é a teoria da
probabilidade. Fazendo uso do mesmo principio, que uma teoria geral deve ser
vélida em casos particulares, agora para o problema de atribuigao e atualizacao
de probabilidades chegaremos ao método de Maxima Entropia no capitulo 2.
Esta é a entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon e tera um lugar central nos
processos de inferéncia. Sistemas de processamento de informagao evoluidos por
selecao natural nao necessariamente usam métodos de inferéncia que atingem
os limites impostos por estas teorias. Certamente passaram por estagios no seu
desenvolvimento onde a informacao nao era processada de forma étima. Aqui
fica a pergunta como desafio: H4 formas de detectar falhas nos métodos de
inferéncia de sistemas de inferéncia biodgicos? Poderiam ser inconsisténcias,
quebra na transitividade ou no bom senso. Ha varias dreas da ciéncia que lidam
com estas perguntas. Vocé pode pensar em exemplos?

1.1.2 Equacgoes funcionais

Os cinco axiomas estao naturalmente divididos em dois grupos. O segundo
grupo (D4 e Ds) especifica a existéncia de certas fungoes. Para avangar devemos
examinar o que os trés primeiros axiomas impoem sobre as fungoes F, e Fj
ligadas respectivamente ao produto e soma logicas
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A regra do Produto

Queremos analisar produtos do tipo y = A; A2|C. Temos por D3 e D4 que
y:Fp($1;$3):Fp(l‘2;x4) (1.1)

Queremos olhar para asser¢oes mais complexas como BjiBsBs3|C. Podemos
identificar A1 = B1Bs e As = B3, aeq. 1.1 nos da

B1B233|C == FP(BlBQ|C,B3|B1BQC> (12)
e podemos separar assergées compostas usando novamente a eq. 1.1

BlB2B3|C == FP(B1B2|C, B3|BlBQC> = FP(FP(B1|C, BQ|Blc), Bg|BlBQC)
(1.3)
Note que a associatividade permite escrever (B;Bg)Bs|C' = B1(B2Bs)|C e us-
ando agora A} = By e A, = ByBs separar a asser¢do complexa em duas de
outra forma. Equivalente a eq. 1.1 teremos

B1B2B3|C = Fp(Bl |C, B2B3|Blc) = FP(Bl |C, FP(B2|B10, Bg|B1BQC))
(1.4)
Consisténcia (D3) impde que Fp deve satisfazer:

Fyp(Fp(x;y); 2) = Fp(x; Fp(y; 2)) (1.5)

Esta equacdo, primeiramente estudada por Abel é chamada de “equacao da
associatividade”.

H4 mais de uma forma de provar a estrutura das suas solugoes. Algumas sao
construtivas, mas a que escolhemos é a simples verificacao que a solugao proposta
resolve a equacdo da associatividade ®. Suponha w uma funcdo monotdnica e
inversivel , mas fora isso, arbitraria sobre os reais. Entao , qualquer fungao Fp
da forma

Fy(ayy) = w™ [w(@)w(y)] (1.6)

satisfaz a eq. 1.5. Para prova-lo basta substituir a eq. 1.6 do lado direito da
eq. 1.5

Fy(Fp(z:y)iz) = w ' [w(Fp(z;y))w(z)]
= w w(w  w(z)wy))w(z)]
= w w(z)w(y)w(z)), (1.7)
e do lado esquerdo
Fyla; Fp(yi2)) = w ' w(@)w(Fp(y;2))]
= w w@)w(w  wly)w(z)]
= w w(@)w(y)w(z)] (1.8)

5 D2 é necessario para mostrar que esta é a unica forma possivel
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provando o que queriamos. Usamos a identidade w™!(w(x)) = z.
Temos um resultado extremamente importante:

w(Fp(x;y)) = w(@)w(y) (1.9)
ou em termos das plausibilidades

Regra do Produto e informagao completa

A anadlise de casos simples ainda vai nos dar muita informacao sobre estas es-
truturas. Podemos olhar para o caso simples onde A; = As.Logo, o produto
A1 Ay = A1 A1 = A; e temos, neste caso especial que a eq. 1.10 se reduz a

w(A1|C) = w(A1|C)w(A1| A, C). (1.11)

Se A; dado C nao for zero, temos que w(A;|4;C) = 1. Note que neste caso
simples temos certeza de que A; sera verdadeiro pois, isto é considerado sob a
luz da informagao que é verdadeiro. Certeza da verdade impoe que a fungao
desconhecida w do nimero desconhecido (plausibilidade) A;|A;C tenha valor
1.

Outro caso especial permite ver o que acontece quando temos certeza que
uma assercio é falsa. Para tal tomemos C' = A1, ou seja dizer dado C' significa
que A; é falsa. Segue que

w(A;42|C) = w(A|C) (1.12)

ja que a plausibilidade de A; A2|C independe de Az pois se A; é impossivel em
C, A;A; também o serd. Da mesma forma A;|A2C = A;|C para qualquer B
que nao seja incompativel com C. Assim

’LU(A1A2|C) = w(A2|C)w(A1|AQC)
’LU(A1|C) = w(A2|C)w(A1|C) (1.13)

e temos que a certeza da falsidade deverd ser representada por w(A;|C) =0
ou co. O convencional serd tomar o zero para representar a total certeza da
falsidade. A monotonicidade requerida de w nos leva entao ao resultado

0<w(z) <1 (1.14)

Note que ao aceitar o primeiro axioma, a estrutura dos nimeros reais foi
usada para fornecer uma classificagio para as asser¢des. Agora encontramos
que ha uma transformagao monotdénica desse sistema de classificacao que estéd
entre zero e um. A monotonicidade nao muda a ordem das classificacoes, e
ainda obtivemos a eq. 1.10 que é chamada de regra do produto, e serve para
analisar uma conjuncgao de assercoes.

Sao estes numeros as probabilidades? Ainda nfo, temos que analisar as
propriedades de assercoes compostas por disjuncoes, isto é, somas. Para isso
precisamos lidar com a negagao.
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A regra da Soma

Para somas usaremos o resultado (ver acima tabela 1.1) A+ B = A B. Se
soubermos lidar com a negacao, as propriedades de assergoes obtidas por somas
poderao ser analisadas.

A negativa da negativa de uma assercao é a prépria assercao, logo Ds leva,
para = w(A|B)

z = Fs(Fs(x)) (1.15)

portanto
Fs(z) = Fg'(x) (1.16)
Fi(z) == (1.17)

A solugao geral nao é suficientemente restritiva. Imagine uma funcao par v =
h(u) = h(—u), com |h'(u)| < 1 e agora gire os eixos (u,v) — (z,y) no sentido
antihordrio por 7/2. A fungdo é agora simétrica em relagdo ao raio y = x e
portanto igual a sua inversa. Para restringir mais as solucoes precisamos olhar
o que acontece quando olhamos a negagao junto com a regra do produto.

wAA0) = w(A|O)Fs(* )
WA AC) = w(AelC)Fs(* )

onde a tltima linha decorre da simetria de troca de A; por As, logo, para
quaisquer trés assercoes
w(A; A3|O)

w(A|C)Fs( w(A2|C)

) = w(A2|C)Fs( ). (1.18)

Esta é uma relagao entre quatro variaveis e nao nos ajuda muito, devemos buscar
um caso particular para poder impor restrigoes.

Ay | D | Ay | AjAy | AjAs

1 1 1 1 0 Ay = A1 D, D qualquer. Tabela 1.2
1lo]o 0 0 2= A Bauad

0 1 0 0 1

0 0 0 0 1

_Por exemplo, no caso que Ay = A, D para uma assercio D qualquer teremos
A1As = Ay e A1 Ay = Ay, ver tabela 1.2 e chamando

r=w(A1]|C) ,y =w(A2[C)
teremos

w(Ar]C)Fs(A2L0) w|O)) (1.19)
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reduzida a

Fs(y) Fs(z)

zFs( ) = yFs(

). (1.20)

T

Defina agora u = Fs(y)/x e v = Fs(x)/y. Isto e o resultado de derivar com
respeito a x, a y e a x e gy, obtemos, respectivamente

Jz = vFY(v)Fh(x)/y (1.21)
Multiplicando a primeira e a tltima equagao termo a termo, eliminamos x e y:
uFg(u)Fs(y)Fs(u) = vFg(v)Fg(2)Fs(v) (1.22)

Usando agora a segunda e a terceira, eliminamos a dependéncia em z e y e apos
algumas manipulagoes, podemos separar as varidveis u e v:

uF§(u)Fs(u) _ vF{(v)Fs(v)
(uFg(u) = Fs(u)Fi(u)  (0Fg(v) = Fs(v))Fg(v)

e cada termo deve ser igual a uma constante c¢ arbitraria, ja que u e v podem
ser independentes:

(1.23)

-4
dFs(z)'/Fg = ¢(dFs/Fs — dx/x) (1.25)

que pode ser integrada para obter
Fs(x) = A(Fs/a)" (1.26)

que pode ser integrada novamente
Fs(x)'™¢ = Az* ™+ K (1.27)

Dado que Fg é sua prépria inversa podemos determinar A e K
Fs(Fs(x)) = (AFs()'™"+ K)T=
=z = (A2 °+K)+K)r= (1.28)

de onde tiramos que AK + K =0 e A% =1, logo, com m = 1 — ¢ uma constante
arbitraria

Fs(z) = (1 —2™)Y/m (1.29)
F§(z)+2m =1 (1.30)

Assim, a uma assercao e sua negagao, sob a mesma informacao B satisfazem

w™(A|B) + w™(A|B) = 1 (1.31)
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Temos que uma fungdo monotonica arbitraria w elevada a um nitimero m
arbitrario, aplicada ao nimero A|B desconhecido que representa a plausibilidade
e o equivalente da negacao, satisfazem uma equacao com valores numéricos
definidos! Assim introduzimos uma novo numero para descrever a crenca na
veracidade da assercao de que A é verdadeiro sob informacao B e usamos a
notagéo p(A|B) = w™(A|B) e agora

0<p(AlB)<1 (1.32)
p(A|B) +p(A|B) =1 (1.33)
A eq. 1.10 passa agora a ser:
P(A1A:2|C) = p(A1|C)p(A2|A:C)
= p(A2|C)p(A41|A2C) (1.34)

Isto é o famoso teorema de Bayes. Como veremos mais adiante este teorema
esta por tras da regra de Bayes para atualizacao de probabilidades em face a
nova informagao.

1.1.3 Disjuncao

A soma e o produto l6gicos formam um conjunto completo de operadores booleanos.
Sabemos como proceder na anélise de assergoes compostas por conjungoes e suas
negagoes. Deve ser possivel determinar como proceder na soma logica ou dis-
juncdo. Usamos A + B = A B, assim

P(A+B|C) = 1-P(A+DB)
= 1-P(AB|O)
= 1- P(A|C)P(BJAC)

= 1—(1—P(A|C))( — P(B|AC)
= P(A|C) + P(B[AC)(1 — P(A|C)

= P(A|C) + P(AB|C)
— P(A|C) + P(B|C)P(A|BC)

= P(A|C) + P(B|C)(1 — P(A|BC))

= P(A|C) + P(B|C) — P(AB|C) (1.35)

A e B sao mutuamente exclusivos se P(AB|C) = 0, neste caso

P(A+ B|C) = P(A|C) + P(B|C) (1.36)

1.1.4 Probabilidades

A monotonicidade de w™(x) é fundamental. Se achamos que A|C > B|C e
tivermos w™(A|C) > w™(B|C) a transitividade discutida anteriormente nao é
alterada. Isto é, a ordem de preferéncia inicialmente fornecido pelas plausibil-
idades ndo muda frente as reparametrizagées introduzidas por w™(z). Este é
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o conteudo dos teoremas de Cox: uma atribuicao de nimeros para descrever
as crengas em assercoes, dada a informagao, que satisfaca os casos particulares,
pode ser mudada de forma a nao alterar a ordem de preferéncias e a satisfazer
as regras da probabilidade. Tem cheiro e cor de probabilidade e tem todas as
propriedades das probabilidades. Nao falaremos mais sobre plausibilidade. Nao
sabiamos o que era, e a abandonamos como a um andaime, apds ter contruido
o edificio da teoria de probabilidades. Obviamente este exercicio nao forneceu
os valores das probabilidades. Que bom, senao fechariam os institutos dedica-
dos ao estudo e as aplicacoes das probabilidades. Mais sérios, podemos dizer
que a nossa grande preocupagao agora serd dirigida a busca de técnicas que
baseadas na informacao disponivel permitam atribuigoes ou talvez o problema
associado mas diferente, de atualizacdo dos ntmeros associados a probabili-
dades dos eventos ou assergoes de interesse quando recebemos nova informagao.
Esta é a preocupacgao central da inferéncia e da teoria de aprendizado e nos
levard a introdugao da idéia de entropia. A entropia no sentido de teoria de
informacao estd intimamente ligada a idéia de entropia termodinamica e mais
ainda a de Mecanica Estatistica como veremos mais tarde. Poderemos afirmar
que a Mecanica Estatistica foi a primeira teoria de informagao, embora nao seja
costumeiro colocé-la nessa luz.

1.1.5 Informacao Incompleta

Vejamos agora alguns exemplos da utilizagao destes resultados em casos simples
onde hé informagao incompleta.

Voltemos agora aos silogismos iniciais. Suponha que
o A="Esta chovendo”
e B="H4 nuvens”
e C=%“A— B

Note que a implicacao légica nao segue da causalidade fisica. Chove porque ha
nuvens do ponto de vista de causalidade, mas do ponto de vista légico saber
que chove obriga a conclusao que deve haver nuvens. Suponha que seja dada
a informacao B, ou seja é dado que ha nuvens. Dentro da ldégica aristotélica
nada podemos dizer. Devemos com base nisso desprezar por ilégicos quem nos
aconselha a levar um guarda-chuva porque ha nuvens? Vejamos o que nos diz a
teoria das probabilidades. Neste caso o teorema de Bayes comega a mostrar a sua
forga. A probabilidade P(A|CT) representa a crenga que esteja chovendo, sob
a informacao C, mas nao levando em conta se ha ou ndao nuvens. Também leva
em conta I, tudo o que é sabido sobre o clima nesta estagao do ano, podendo ser
muita informagao ou nenhuma. N&o importa efetivamente que nimero P(A|CT)
seja, estara entre zero e um. Esta probabilidade é dita a priori em relacao a B.
Uma vez que se recebe e incorpora a informacao que efetivamente ha nuvens,
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ou seja B, entdo passaremos a P(A|BCI), outro nimero, que é chamada a
probabilidade a posteriori ou simplesmente posterior. Aplicando Bayes
P(A|CI)P(B|ACI)

P(B|CI) ’

P(A|BCI) = (1.37)
que relaciona a probabilidade a priori e a posterior. Cortando e deixando para
depois uma discussao longa sobre inferéncia, podemos dizer que é razodvel que
usemos a posterior para decidir se levaremos ou nao o guarda-chuvas. A prob-
abilidade P(B|ACT) recebe o nome de verossimilhanga (likelihoood e poderia
ser calculada se tivessemos um modelo sobre a influéncia de A em B, mas é

isso 0 que temos, este é um caso de informagao completa! Temos certeza da
veracidade de B se AC' for dado. Assim

P(BJACI) = 1. (1.38)

O qué pode ser dito sobre o denominador P(B|CI)? O minimo que pode ser
dito é que
P(B|CI) < 1. (1.39)

Substituindo estes resultados obtemos
P(A|BCI) > P(A|CI), (1.40)

a probabilidade que atribuiremos a que A seja verdade é maior ou igual se levar-
mos em conta o fato que ha nuvens, que aquela que atribuimos sem saber se
hé nuvens ou nao. Finalmente nos diz que a pessoa que percebe que ha nu-
vens e leva o quarda-chuvas estd agindo de forma légica, nao dentro da légica
aristotélica, mas segunda a extensao da légica para casos de informagao incom-
pleta, representada pela teoria das probabilidades. Vemos que o bom senso
didrio desta situagao pode ser deduzido dos desejos impostos por Cox.

Suponha outro caso de informacao imcompleta. Agora A é dado como falso.
Continuaremos a insistir que nao podemos dizer nada sobre B do ponto de
vista da légica? O teorema de Bayes, nos diz

P(B|CI)P(A|BCI)
P(A|CI)

P(BJACI) = , (1.41)

e também sabemos que P(A|BCT) > P(A|CI) da anélise anterior. Ainda mais,
temos que P(A|BCI)=1— P(A|BCI) e P(A|CI)=1— P(A|CI), portanto

P(BJACI) < P(B|CI) (1.42)

levando a conclusao que se nao esta chovendo, devemos atribuir uma probabili-
dade menor a que haja nuvens. Quem esta mais disposto a carregar um chapet
porque recebeu informagao que nao estd chovendo, age de forma légica.
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Exemplo

Consideremos um exemplo classico de testes médicos. Um teste médico serve
para ajudar a determinar se um paciente estd doente, mas ele nao é perfeito
e ha evidéncia, baseado na histéria que hé falsos positivos e falsos negativos
Consideremos as assergoes

e D="paciente estd doente”
e A="teste deu positivo”
junto com os dados sobre

e especificidade: P(A|D) = .90, a probabilidade de dar positivo no teste na
condigao de estar doente

e sensibilidade: P(A|D) = .2, a probabilidade de teste dar positivo no caso
em que o paciente nao estd doente,

Vemos que o teste é bastante especifico (90%) e bastante sensivel ((80 = 100 —
20)%).

Suponha que seu resultado no teste deu positivo, A é verdade. Isto significa
que esta doente? Ha possibilidade de erros portanto nao temos informagao
completa. Qual é a pergunta que devemos fazer? Pode nao ser o mais 6bvio
a se fazer quando se recebe uma noticia ruim, mas em geral devemos aplicar o
teorema de Bayes. Assim poderemos calcular P(D|AI) que é o que realmente
interessa, a probabilidade de ter a doenca,

P(DJAI) = %, (1.43)
e também . .
pD|ar) = DPIDPADI) (1.44)

P(AlL) 7
os denominadores sao inconvenientes e os eliminamos olhando para a razao

P(D|AI) _ P(D|I)P(A|DI) (1.45)
P(D|AI) — P(D)P(ADI)’ |

Apoés considerar a equacao acima percebemos que nao temos dados suficientes
para entrar em panico. A razdo entre as probabilidades que nos interessa é
P(D|AI)/P(D|AI) depende de dados que temos, sobre a especificidade e sen-
sibilidade do teste e de dados que nao temos sobre a distribuicao da doenca
na populacao. A teoria que nao pode nesta altura nos dar a resposta que bus-
camos, faz a segunda melhor coisa, indicando que informagao adicional devemos
procurar. Apds esta andlise voltamos ao médico e perguntamos se ele tem in-
formacao sobre a distribui¢ado a priori da doenga na populagao caracterizada
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por I. Suponha que recebamos informagao que ig%‘lg = .99/.01, s6 1% da

populacao tem a doencga. Segue que

P(D|AI)  P(D|I)P(A|DI) .01 x .90
P(D|AI)  P(D|I)P(A|DI) .99 x .20

= 0.045. (1.46)

ou seja a probabilidade de nao ter a doenca é aproximadamente .95. Nao que
isto seja uma boa noticia, afinal a probabilidade que era de 1% de ter a doencga
passou para 4.5% : aumentou quase cinco vezes. Mas nao devemos ainda entrar
em panico nem jogar fora a informacgao que ganhamos com o teste.



Capitulo 2

Exemplos de algumas
distribuicoes

2.1 Distribuicao de Bernoulli ou Binomial

Seja I a seguinte assercao: “Uma moeda é jogada de forma que cai com a cara
para cima ou para baixo.” Escrevemos s; = 1 se a i—ésima jogada cai cara para
cima e s; = —1 se nao. Supomos que os resultados de jogadas anteriores , ou
posteriores, nao influenciam os resultados:

P(sil{sj}jzil) = P(si|])

para qualquer conjunto {s;};»; de jogadas que nao incluam 4, entao
P(sisi)|l) = P(si|I)P(sg|s;:I) = P(s;|I)P(sk|I)

n

P(s18....50|T) = [ [ P(silT)
i=1
Suporemos que as condocoes em que ¢é realizado o experimento nao muda
com o tempo e chamaremos P(s; = 1|I) = h, (independente de i), e P(s; =
—1I)=1-h.
Assim numa particular sequéncia que inclua k caras e n — k coroas temos

P(s182....8,|I) = B*(1 — h)"*. (2.1)

Mas queremos calcular a probabilidade P(k|nI) de obter k caras independente-
mente da ordem. Como as sequéncias sao mutuamente exclusivas

P(klnI) = Y P(s183....5n|I) = Cfh*(1 = h)"7F, (2.2)

Seqn

onde C}' é o ntimero de sequéncias de n tentativas e k caras (ou sucessos).

21
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Dada a indepenéncia das jogadas podemos calcular P(k|nl) considerando
que a udltima jogada pode ter saido cara o coroa. Mostre que

P(knI) = P(kln—1I)(1 — h) + P(k—1jn—11)h (2.3)
Assim deduzimos a relagao de recorréncia
cp=cpl+cpt (2.4)

que junto com as condigoes iniciais Cf = 1 e C3 = 1 e o extremo C" = 1,
permite obter os seus valores.
2.3 n __ n!
Exercicio Mostre que C}! = gy
Exercicio Mostre que P(k|nl) esta normalizada: P ;_, (k|nI) = 1.
NEstas notas de forma provisdria este exercicio continua no proximo capitulo

2.2 Distribuicao de Poisson

(Baseado em Jaynes) Considere um detector de reocs que faz clic quando detecta
o reoc. Assim, chamando A:”ocorre clic”, A asser¢ao I’ é dada por

I': “Existe um nuimero A, real positivo tal que no intervalo suficientemente
pequeno dt, entre t e t + dt a probabilidade de que A é proporcional a A e ao
tamanho do intervalo.

P(AIN") = \dt (2.5)

A assergao I é dada por
I: “I' e para qualquer @ que nao implique A, conhecimento de A torna Q
desnecessério.

P(AIN) = \dt, P(A|QAI) = P(AJA]) (2.6)

O que acontece para intervalos nao microscépicos?

Seja h(t) a probabilidade de que nao ocorrem clics no intervalo (0,t). E seja
R o evento que nao ha clics em (0,t + dt). Vemos que esta asser¢ao é formada
pela conjungao

R: (Nao ha clics no intervalo (0,t)) e ( Nao ha clics no intervalo (¢,t + dt)).

Segue que, pela regra do produto

h(t + dt) = h(t)(1 — Adt) (2.7)
dh
— = —h(t)\ 2.8
M hi, (2.8
Dado que h(0) = 1, a probabilidade de clics no intervalo nulo, temos que h(t) =

exp(—At)

Considere o evento B, dado por

B:’no intervalo (0,t) hd exatamente n clics, nos instantes (t1,ta, ...t, ), me-
didos com tolerancia (dty, dta....dts), com (t; < ta < ... < ty,.
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B é uma conjuncao de 2n + 1 assercgoes:
B: “(nao ha clics em (0,t1)) e (clic em dt1) e (ndo ha clics em (¢1,t2) ....e
(clic em dt,) e (nao hé clics em (t,,t)”

P(B|AI) = e~ 1 (Adty)e MN278) (Adty)..(Adt,,).e A7t (2.9)

simplificando temos
P(BIX) = e M\'dt, dty...dt,. (2.10)
Qual é a probabilidade P(n|AtI) de que ocorram exatamente n clics em
quaisquer instante dentro do intervalo (0,t)?
Como os B’s s@o mutuamente exclusivos

t tn ta
P(n|/\t1):/ dtn/ dtn,l.../ dtie M A"dtydty...dt,. (2.11)
0 0 0
At

O resultado ¢ P(n|AtI) = <=—(A\t)", que depende conjuntamente do produto
6 = Mt. A distribugao P(n|f) = e’ (0)™ é chamada de Poisson.

i

Exercicio Mostre que E[n] - var[n] =0

Suponha agora que nj e nz sejam as contagens nos intervalos (0,t1) e (0, t2).
Queremos responder as seguintes perguntas

quanto é P(na|ny, t1,ta, A\, 1)?

quanto é P(ni|ng,t1,ta, A\, 1)?

Ou seja, ocorrem nj clics no primeiro intervalo e depois ocorrem ns — ny
clics no intervalo (1, t2).

Assim
P(n1n2|)\t1t21) = P(?’L1|)\t11)P(7’LQ|7’L1)\t1t21) (2.12)
o1 e Ata—ta ( )
= [——Mt)™"||[————=(A(ta — t1))\"27 ™) (2.13
[ O T A = 1)) 213)
e rearranjando
e_AtQ n mn 31 n 31 (n2—n1)
Plumahtal) = [ ()] [Cn2(Lym (1= Lymoni) - (2.14)
no: tQ tQ
= P(?’L2|)\t21)P(7’Ll|7’L2)\t1t21) (2.15)
na (t1\n, t1 (n2—ny)
P(nilnoAtital) = [C’m(g) (175) ] (2.16)
t
- P(Bin(ng,t—l):nl) (2.17)
2

note que nao depende de A!
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Capitulo 3

Probabilidades e o Teorema
do Limite Central

3.1 Introducao: Kolmogorov e as probabilidades

Kolmogorov introduziu na décadada dos trinta ! os seus famosos axiomas para
a teoria das probabilidades. No seu livro ele declara que nao vai entrar no
debate filoséfico sobre o significado de probabilidades e depois d4 uma pequena
justificativa dos axiomas com base na interpretacao freqiientista de von Mises.
No capitulo anterior descrevemos os motivos que nos levam a achar tal posigao,
isto é freqiientista, incompleta e até, como mostraremos abaixo, errada. Pelo
contrario, os axiomas de Kolmogorov, que codificam o bom senso da &drea ja
existente no trabalho de Laplace, podem ser vistos equivalentes aos resultados
obtidos no capitulo 1.

Kolmogorov comega for considerar F uma colegdo de elementos A, B, C....
que sao eventos elementares e em nossa discussao anterior chamamos de assercoes.
F é o conjunto de todos os subconjuntos de E. Os axiomas sao

e AK1) E pertence a F
e AK2) F é um o-campo,
istoé,se Ac FeA=F — A, entio A€ F
e AK3) F é fechado ante unides contdveis,
ou seja se A;, A; € F entao A; + A; € F
e AK4) Existe uma fungao P(A) que é uma medida de integragao tal que

o (4.1) P(E) =1

le.g. ver http://www.mathematik.com /kolmogorov

25
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e (4.2) Paratodo A€ F, P(A) >0

o (4.3) Se A; e A; sao disjuntas, isto é A;A; = 0, ou ainda néo tem elementos
em comum entdo P(A4; + A;) = P(4;) + P(4;)

Vemos que estes axiomas estao de acordo com os resultados do capitulo anterior.
A probabilidade da certeza é 1 por AK4.1; a probabilidade estd entre zero
e um por AK4.2; e a probabilidade da disjungao de assercoes que nao tem
elementos em comum é a soma das probabilidades. Notamos porém a falta de
uma regra para o produto. Kolmogorov também e na pagina 6 ele introduz as
probabilidades condicionais através de

P(AB)
P(B)

de onde segue para a prova do teorema de Bayes.

P(A|B) = (3.1)

Exercicio

O que falta para poder obter o teorema de Bayes?

Se uma vez estabelecidos os axiomas, partirmos para as aplicagoes matematicas,
nao havera nenhuma diferenga de resultados. Enfatizamos que as diferengas que
temos sao sobre a motivacao dos axiomas e com a interpretagao da idéia de prob-
abilidades.

3.2

A partir de agora introduziremos alguns resultados matematicos que serao teis
no desenrolar do curso. Em particular estamos interessados em grandezas fisicas
descritas por varidveis que tomam valores em intervalos dos reais, que chamare-
mos 1.

No que segue lidaremos com assergoes do tipo “a varidvel X toma valores
entre x e x + dz”. Nao interessa ainda como, mas suponha que atribuimos
um ndmero a esta probabilidade. Introduziremos a densidade P(x) tal que a
probabilidade de que “a varidvel X toma valores entre x e x 4+ dx” é dada por
P(x)dz. A funcdo P(z) ndo é uma probabilidade mas é chamada de densidade
de probabilidade 2. Teremos entdo que

e P(x) >0
o [ P(x)dz=1

Suponha que queremos ao falar de X dar um ndmero que nos dé alguma
informacao sobre os seu valor. A informacao disponivel serd equivalente & den-
sidade para todo x. Isto talvez seja muito. Queremos poder comunicar o valor
de £ com um numero, isto é um estimador ou estimatica de X. H& vérias
possibilidades e cada uma tem utilidade

2Usamos a letra P por motivos histéricos e evntualmente a chamaremos de probabilidade,
por preguica.
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e (1) zpr = mazargP(x)
¢ (2) <z >=Ez] = [,xP(z)dx
e (3) z, tal que fmgmm P(z)dx = fmme P(z)dx

estes numeros recebem os nomes de (1) moda, (2) valor esperado ou média e
(3) mediana. Podemos pensar em outros.

Pode ser muito util caracaterizar a distribuicao pelas flutuacdes em torno da
média: quanto se afasta x da su média, Ax = x— < x >. Novamente podemos
olhar para a média, s que agora das flutuagoes e vemos que < Az >= 0 , isto
nao significa que a flutuagao nao é 1til, sé6 que por construcao a sua média é
nula. A média do seu quadrado é muito util:

ol =<(z—<x>)?>. (3.2)

ox recebe o nome de variancia. Mostre que 02 =< 22 > — < z >2.

Exercicio

Pense no significado de cada um dos estimadores e da variancia ox e proponha
outros estimadores.

O valor esperado sera muito usado no que segue. Podemos generalizar a sua
defini¢do e introduzir os momentos de uma distribuigao:

o <z">=E[z"] = [, 2" P(x)dx

para valores inteiros de n (claro que caso a integral exista). A notacdo que
usamos de alguma forma deixa esquecida a idéia que a probabilidade depende
da informacdo disponivel portanto usaremos > a notacao

o <1" > = E[z"|C] = [,2"P(z|C)dx

para identificar claramente que estes sao os momentos de X sob a informagao
c

Os momentos centrais sao definidos da mesma forma mas para a variavel
deslocada para que a média seja nula:

o <(z—<x>)">1c= [(z— <a>)"P(z|C)dx

As grandezas de interesse em Mecanica Estatistica serao tipicamente origi-
nadas por somas de grande nimero de outras varidveis, por exemplo a energia
de um gés tera contribuigbes das energias cinéticas de cada molécula mais as
interacoes enter elas. Suponha que Y = X; + X5. O que Y significa? Do ponto
de vista de aritmética nao insultaremos o leitor. Significa o 6bvio. Do ponto de
vista de assercgoes, temos um conjunto de assercoes simples do tipo “a variavel
X,; toma valores entre x; e x; + dx;” para i = 1,2 e suponha que de alguma

3usaremos esta notacdo as vezes, pois usaremos o direito de ser inconsistentes na notacéo,

se isso nao confundir o leitor
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forma atribuimos nimeros a suas probabilidades. Queremos analisar, sob essa
informacao a assercao “a varidvel Y toma valores entre y e y+dy”. Notemos que
a assercoes compostas A; =“xy = .17 e x9 = .25” e Ay =“21 = 42 e x5 = 0.7
levam a mesma conclusao sobre o valor de Y. Mas elas sao disjuntas no sentido
que A;As como produto légico nao pode ser verdade. As duas nao podem ser
simultaneamente verdadeiras. A probabilidade da soma 16gica A; + As é entéo a
soma das probabilidades. Mas hé outros casos de conjuncoes que dao o mesmo
resultado para Y e devem ser levadas em conta: devemos somar sobre todas
elas. Olharemos para somas deste tipo, ¥ = X7 + X5 + X3 + ... X, quando o
nimero de termos na soma é muito grande. Lembrem que o niimero de dtomos
em algums poucos gramas é da ordem de 10%3.

3.3 Convolucoes e Cumulantes

Considere varidveis idénticas X; que tomam valores reais = e consideremos
amostras {x1,x2,...} tal que P(X;) é o mesmo para todo i¢. Também intro-
duzimos a nogao de independéncia entre duas varidveis, se X; e X; sao tais que
P(X;|X;) = P(X;) entao segue que P(X;X,;) = P(X;)P(X,) as distribuigdes
conjuntas sao o produto das distribuigoes de cada uma. Consideraremos o caso
em que para qualquer i # j, os X; sao independentes entre si e sao igualmente
distribuidos *. Estamos interessados em somas de Y = >_._, z;. Em par-
ticular, qual é a distribuicao de P(Y|N = n)? Comecemos com N = 2, a
probabilidade que Y tenha um valor entre y e y + dy é obtida a partir de to-
das as formas que y < z1 + 2 < y + dy, com pesos iguais & probabilidade de
ocorréncia de x; e xa. Ver a figura 3.1. Para ser especificos chamaremos P(X;)
a distribuicao de valores de x;, embora estejamos considerando que independe
de i. A assercdo que o “valor de Y esta entre y e y + dy” é a soma légica de
todas as assergoes do tipo “X; tem valor x1 e X5 tem valor x3”, restritas ao
caso em que y < x1 + 22 < y + dy e portanto tem probabilidade

P(le = 2)dy = / dl‘ldl‘gp(ml)P(mg), (33)

y<z1+z2<y+dy

pois cada par de valores temos uma assercao disjunta. O vinculo y < 1 + 2 <
y + dy pode ser removido introduzindo a fungao x4 que é 1 se a condicao A for

satisfeita e zero se nao °.

P(y|N =2)dy = /Xygm+m§y+dyd$1d$2p($1)P(iﬂz)a (3.4)

4Independentes e igualmente distribuidos: usualmente abreviado por i.i.d.
5x4 é chamada a funcdo caracteristica do intervalo ou conjunto A, nio confunda com a
fungao caracteristica da distribui¢do de probabilidades definida abaixo.
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Figura 3.1: No plano X;X» temos a regiao onde o valor de Y estd entre y e
y + dy. Todos os pares x1 e x2 nela contribuem para a probabilidade de Y

onde agora a integracao é sobre todo o dominio de (x1,z2). Introduzimos uma
representacao para x em termos da integral de uma seqiiéncia de fungoes d,,(A):

1
n(y<a+ae <y+Ay,) = E,Sey§x1+x2§y+Ay
= 0,se nao (3.5)

e obtemos, tomando o limite para n < oo, tal que Ay, va para zero,

P(y|N =2) = /dmldng(xl)P(:Eg)&(y — 21 + x2), (3.6)

P(y|N =2) = /dzP(z)P(y —z), (3.7)

isto é, a convolugao de P(z1) e P(x2) denotada por (P * P)(y).

Exercicio

Discuta a diferenga entre P(Y) a distribuicio da soma e P(X1X3), para o
produto ldgico que as vezes denotaremos por P(x1,x2) a distribui¢io conjunta
de X1 e Xo. Considere também a varidvel Z que toma valores iguais ao produto
dos valores de X1 e Xo ©

Suponha que P(z) satisfaz as seguintes condigdes:

6Se vocé achar este problema ofensivo continue em frente. Se achar dificil, volte atrds e
pense. Este tipo de divida é comum.
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o [P(z)dz =1, P(xz) > 0 para todo =
o <az>= [ xP(x)dr < oo,
o <2?>= [% 2?P(x)dr < oo,

podemos introduzir a transformada de Fourier (TF) 7 e a inversa

& = ooefikm x)dx
Plk) = /m P(z)d (3.8)
P) = /_ e (k) o (3.9)

A TF de uma distribuigao de probabilidades é chamada de funcao caracteristica.
Tomemos a TF dos termos da equagao 3.7, e usando :

dx

5(k) = %ei’“ (3.10)
obtemos
P(kIN=2) = /dyda:eiikyP(x)P(y—x),
dxdydkdk . ,
= [ P 1) Phafp)e ) 3.0

Integrando sobre z e usando a representagao da delta:

dydk, dk .
N /% (ka|1) P(ka|1)e™ * Y5 (ky — ko),
= P(k[1)P(k]1) = P>(k|N =1) (3.12)

Para a soma de N = n varidveis x;

n—1
Py|N =n) = / H da; P(x1)P(22). sz (3.13)
1=1

i=1...n

ou, introduzindo uma integral mais

n

P(y|N =n) / [ deP(@1)P(@s)...P(xn)d(y — Zz) (3.14)

1=1...n

obtemos R R
P(k|N =n) = P"(k|N =1) (3.15)

e a inversao da transformada nos d4 a distribuigao de P(y|N = n). No espaco de
Fourier a convolugao é simples produto, ou seja vamos para o espaco de Fourier,

"Para que exista é suficiente ainda que P seja seccionalmente continua em cada intervalo
[—M, N] e definir P = limy, m— oo fiVM e~ P(x)dx
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multiplicamos e depois voltamos ao espaco original fazendo a transformacgao
inversa.

Caso as fungoes caracteristicas sejam positivas podemos tomar o logaritmo
de cada lado da equagao 3.15 e dado que produtos, ao tomar logaritmos, viram
somas, temos

log P(k|N =n) = log P(k|N = 1) = nlog P(k|N = 1), (3.16)

que nos leva a discutir os cumulantes {Cs(n)} através da expansao em série de
poténcias de ik

logP(k|N = n) ZC’ *Zk (3.17)

e a equagao 3.16 nos indica o motivo do nome dos cumulantes: a aditividade (
ou actimulo) ante convolugoes

Cs(n) = nCs(1), (3.18)

mas as convolucoes vem das somas de varidveis aleatérias. Quando varidveis
aleatérias indepndentes se somam, os cumulantes da distribuicao da soma é a
soma dos cumulantes das distribuicoes.

Mas qual é a interpretacao dos cumulantes? Pela definicao através da série
de poténcias, vemos que em termos da funcao caracteristica

1 dslogp|
T (=) dks M0

(3.19)

log P(kIN =1) = 1og/e_“”P(x)dx

o0 7.]{:5
= 10g(1+z% <z’ >)
s=1 '

0 AL 1 0 —ik)s1ts2
= Z( ik) <at > > L<zsl><z52>

| lgo!
o1 S1- s1o99=1 S1:82.
1 © —jk)s1ts2+ss
+ = Z () i < x>t >t >+ (3.20)
3 81!52!83!

81,82,83=1

onde usamos log(1 +u) = — > 72, (—u)!/l. Juntando os termos com a mesma
poténcia de k obtemos os cumulantes em fungdao dos momentos < x° >:
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Cy = 0,
Ci = <z>,
Cy = <a2?>—<x>2
Cs = <a3>-3<z?><ar>+42<a >3
Cy = <a*>-d<2®><ae>-3<2®?>?+12<2? ><>?
6 <z>* (3.21)

O cumulante para s = 0 é nulo, devido a normalizacao da distribuicao. Para
s = 1 é a média e para s = 2 é a variancia, ficando mais complicados para
valores maiores de s .

Y

Fica mais interessante se olharmos além da soma Y, para Z = m © bara

W = % Colocamos um indice para indicar a que variavel se refere o cumulante
e obtemos a propriedade que é chamada de homgeneidade:

nCs = CY (n) = yaCZ(n) = nCY (n), (3.22)
Portanto C}V(n) = C¥ independe de n, o que é ébvio. Mas para valores de s
maiores

nC® = CY (n) = n*2C%(n) = n*c¥ (n), (3.23)
Portanto

CY(n) = nC?

CZ(n) = ——Co
n2
1
w _ x
c¥n) = —=Cr, (3.24)

que mostram o decaimento dos cumulantes como funcao de n. O expoente de n
tem duas contribuigdes; o 1, que vem do actimulo, e 0 s/2 ou s que vem do fator
de escala de Z ou Y respectivamente. E mais interessante olhar para quantidades
adimensionais para poder entender o sgnificado relativo desses decaimentos.
Podemos olhar para (C§)/? como a escala tipica das flutuacoes de  em torno
da média. A razao u® = C?/(C§)*/? é adimensional e

0T g (3.25)
(CY (n))*

Rl
Este decaimento mostra que para s fixo, s > 3 a contribuicao relativa dos cu-
mulantes superiores fica cada vez menor com o aumento de n. Ja que independe
da escala, isso vale para Z e W também (verifique).

ul (n) =

Exercicio

Calcule os cumulantes para a distribuigdio normal N(u, o), ou seja P(z) =

_@=w? - o Lo
\/21—7”76 202 . Calcule a funcio caracterfstica. E ébvio que C; = p e Cy = o2.
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Mostre que Cs = 0 para s > 3. Segue que as quantidades adimensionais us sao
nulas para s > 3.

O que significa, frente a este resultado para a gaussiana, o decaimento de
uY (n) = n'~2u?? De forma pedestre isto mostra que a distribuigoes de Y, Z e
W estao ficando mais perto de uma gaussiana para n grande. E de forma nao
pedestre? Este é o tema da préxima secgao.

3.4 O Teorema do Limite Central 1

3.4.1 Aquecimento

Este teorema tem um papel central em qualquer discussao de probabilidades.
Isto no entanto nao é o que central quer dizer aqui. O termo se refere a que, nas
condigoes da seccao anterior, as distribuicoes de Y, Z ou W sao aproximada-
mente gaussianas na parte central ou seja perto do valor maximo. Para aquecer
vemos que pela equagao 3.17, a funcao caracteristica de Y é

(—ik)*

s!

P(kln) = exp(y_ CY (n)

s=0

) (3.26)

e a distribuicao e’

P(Y|N =n) = /OO exp(iky — Y _ CY (n) (_g{:)s)%. (3.27)
-0 s=0 ’ ™

Até aqui é exato. Desprezando os cumulantes de ordem superior a segunda,
pela eq. 3.25

P(Y|N =n)= /00 exp(iky + ikCY (n) — kQC’Y(n)/Q)ﬁ

oo ! 2 V2T

Chamemos < z >= p e 02 =< 2> > — < x >2. Realizando a transformada de
Fourier

(3.28)

1 _ y—nm?
P(Y|N =n) = ———¢ 3 (3.29)

\/2mno?

Da mesma forma, e com o mesmo grau de rigor ou falta dele:

PZIN ) 1 _ —vnw?
=n = e 202
\/2mo?
_(w—p)
1 -2
P(W|N =n) = —e 7 (3.30)
2#%

Vemos que as distribuicoes sao gaussianas e escrevemos as tres para mostrar que
as diferentes formas de ajustar a escala da soma leva a que diferentes quantidades
tenham um valor limite fixo ou que mude com alguma poténcia de n.
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O leitor, neste ponto, deve se perguntar qual é a operagao matemética de
desprezar que nunca antes viu definida. Analisaremos isto nas préximas secgoes.
Mas antes um exemplo onde o cdlculo é exato.

Exercicio

Mostre que os resultados acima ( egs. 3.29 e 3.30) sdo exatos no caso particular
que a distribuigdo P(z) é gaussiana:

1 _(@=pw?
P(z) = e 2%

\/2mo?2

Solugao: O exercicio anterior mostra que os cumulantes com s > 3 sao nu-
los. Logo, nao é necessario desprezi-los. Temos o resultado importante que
somas de varidveis gaussianas tem distribuicao gaussiana. Este é um exemplo
de uma distribuigao dita estavel sob adigoes. Somas de variaveis gaussianas sao
gaussianas.

Exercicio

Mostre que a distribuigdo de Cauchy P(z) = %# é estavel. Note que
portanto a soma de varidveis de Cauchy nao é gaussiana. Discuta primeiro
a variancia de x para ver onde os argumentos acima falham.

A média e a concentragao em torno da média

A distribuicao de W dada pela eq. 3.29 mostra que a média de W é igual a
média de x. Isto nao deve causar nenhuma surpresa, devido a linearidade da
integral. Se os diferentes x; forem considerados como diferentes medidas de X,
entao W pode ser entendido como a média empirica de X. Isto é o contetido da
lei fraca dos grandes nimeros. Quanto se afasta a média empirica da média?
Ou de outra forma, diferentes experiéncias levam a diferentes médias empiricas,
qual é a probabilidade de que hajam flutuagoes grandes? Usemos a desiguladade
de Chebyshev que pode ser obtida desta formas:
Considere € > 0 e pela equacio 3.24, temos que C3V (n) = o2 /n, satisfaz

oy (n) = /jo dw(w?— < w >?)P(W = w|N =n)

_ /OO dw(w— < w>)2P(W = w|N = n)

— 00

> / dw(w— < w >)2P(W = w|N = n)
lw—<w>|>e

> / dwe? P(W = w|N = n)
lw—<w>|>e

> EProb(jw— < w > | > e). (3.31)
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onde usamos Prob(jlw— < w > | > €= f‘ B dwP(W = w|N = n) e cheg-
w—<w>|>e

amos a desigualdade de Chebyshev, que dd uma cota do decaimento com e da

probabilidade de ter flutuagoes maiores que €:

Cy" (n)

Prob(jlu— <w > | >¢€) < 5

- (3.32)

Mas C3V(n) depende de maneira simples de n. Extraindo esta dependéncia
temos que a “probabilidade de que uma amostra de n valores {z;} que tenha
uma média empirica < w > e que este valor se afaste do valor médio por mais
que €”, isto é, , Prob(Jlu— < w > | > €) estd limitada por:

C:E
P - >e€) < —2 .
rob(lu— <w > | >¢) < e (3.33)
As flutuagoes de w de tamanho maior que € fixo, ficam mais improvéaveis quando
n cresce.
O proéximo exercicio mostra de que forma a frequéncia de um evento esta
relacionada com a probabilidade.

Exercicio: frequéncia e probabilidade

Considere a seguinte informacao /= “Uma moeda é jogada para cima, bate no
teto, no ventilador do teto, e cai no chao plano”. H& varios motivos para atribuir
p = 1/2 a probabilidade que caia a cara para cima, isto ép = P(s =1|I) =1/2e
q= P(s=—1|I) = 1/2 . Poderiamos considerar outra experiéncia I’® onde p, ¢
tem outro valores (entre zero e um). Consideremos as jogadas independentes,
para duas jogadas i e j quaisquer P(s;|s;I') = P(s;|I’). Chame m o nimero
de caras para cima, quando a moeda é jogada n vezes. A frequéncia de caras é
definida por f = m/M

e (A) Mostre que a distribuicao de m, é a distribuigdo binomial:

n!

P(m|N =nl') = TARA (3.34)

m!(n —m)

e (B) Calcule < m >, < m? >. [Dica: Use a expansdo binomial de (i)
(p+ g, (ii) pa%pm = mp™ e (iii) a normalizagdo p + ¢ = 1; resposta:
<m>=np, <m?>=n%p? +np(l — p)]

e (C) Refaca a dedugéo da desigualdade de Chebyshev para distribuicoes
de variaveis que tomam valores discretos e mostre que para e fixo, a prob-
abilidade que a frequéncia f se afaste do wvalor esperado < f >= p por
mais que €, cai com 1/n.

8por exemplo I’= “Deixe a moeda, inicialmente de cara para cima e num plano horizontal,
cair até a mesa, a partir de uma altura h, sem girar”. Considere h =1 mm, h=1cmeh =1
m.
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e (D) Discuta e pense: Entao de que forma a frequéncia estd ligada & prob-
abilidade? A frequéncia converge, quando n cresce, para a probabilidade
p. Toda convergéncia precisa ser definida em termos de uma distancia,
que vai para zero quando se toma algum limite. E fundamental entender
que a distancia aqui nao é €, mas é a probabilidade que [ se afaste de
p por mais de €. Assim, a frequéncia f converge em probabilidade a
probabilidade p.

A conclusdo do exercicio acima é fundamental. Como poderiamos definir
probabilidades em termos de frequéncia, se para mostrar que a frequéncia esta
associada a probabilidade usamos o conceito de convergéncia em probabilidade?
Discuta se é errado ou nao definir um conceito usando esse conceito na definigao.

Mas o exercicio acima mostra porque pode parecer sedutor usar a frequéncia
em lugar da probabilidade. Se tivermos informacao I’ sobre uma experiéncia e
dados sobre uma sequéncia de experimentos nas condicoes I’ podemos atribuir
valor a probabilidade de forma mais segura.

3.5 O Teorema do Limite Central II

Nao ha uma prova sé, mais muitas, que refletem os objetivos em estudar este
problema. Podemos olhar para diferentes condigoes sobre P(z) e com isso mudar
os resultados sobre a regiao central que é gaussiana e sobre quao grandes sao os
erros nas caudas das distribuicoes. Dependendo das condicoes, a regiao central
vai depender de forma diferente do valor de n.

Esperamos pela eq. que a varidavel Z7— < Z >= Y;\/ﬁ]\;’i tenha distribuicao
normal de média nula e varidncia 1, pelo menos na regiao central.

Podemos transladar a origem de z e tornar p = 0.

Teorema LC

(Kinchin) Suponhamos que existam A, a, b , ¢ e d constantes positivas tal que
e dP(z)/dx é continua

[1dP(z)/dz|dz < A

ea<<z2>=0%2<b

< |23 ><b

o <zt><b

< |25 >< b

|P(k)| > d para |k| < ¢

Para cada intervalo (k1, k2), com ki1ke > 0, existe um nimero p(kq, k2) <
1, tal que para k1 < k < ko temos

|P(k)] < p.
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Entao
e Na regido central, definida por |z| < 2log®n

1 _ y22 Sn +yTn
PUIN =) = et ™+ Gty + 1

onde S,, e T}, sdo independentes de y e nao crescem mais rapido que n.

1+ |z
n2

)

e Para y arbitrario

2 1
P(Y|N =n) = e~ m? +0(=)

1
V2mno?

A prova é razoavelmente simples e pode ser encontrada no Apéndice de
[Kinchin]. O leitor poderd ver que a esséncia da prova estd no controle dos
termos superiores da expansdo ( ver eq. 3.27) desprezados anteriormente para
chegar até a eq. 3.28.

3.6 O Teorema do Limite Central 111
Apresentamos alguns exemplos para distribui¢oes P(x) simples.

3.6.1 A distribuicao uniforme

P(z) = 1/L para —L/2 < x < L/2 e 0 para outros valores de z. A fungao
caracteristica

: LR 2 kL
Pk = Z/L/Qe dx = oL sm(—2 ) (3.35)
R iky AF * 2 kL . . dk
= = = niky 2V : n iky
P(Y =y|N =n) /_OO[P(kH)] e o /—oo[kL sin( 5 )]"e o (3.36)

A figura 3.2 mostra que a fungao caracterisitica fica mais parecida com uma
gaussiana e na figura 3.3 vemos que efetivamente o log(|P(y/|u||N = n)|) com
u = k? fica cada vez mais perto de —c|u| (gaussiana).

3.6.2 A distribuicao exponencial

P(r) = O(z)ae™®?, portanto u = o = a~! A funcio caracteristica

P(k|1) = —rag—ikegy — @ 3.37
(k1) /0 ae” e T= (3.37)
> a o dk
P(Y =y|N =n) = ——) et — .
(Y =yl n) [m(a+ik) et o (3.38)
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Figura 3.2: A funcao caracterfstica P(k|N = n) para a soma de n varfaveis
uniformemente distribuidas.

Figura 3.3: A funcdo caracteristica log(|P(y/[u[|N = n)|) contra u = k2 para a
soma de n variaveis uniformemente distribuidas. Nesta representagao gaussianas
aparecem como retas. A legenda é a mesma da figura 3.2
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Figura 3.4: A densidade de probabilidade P(y|N = n,a = 1) para a soma de
n variaveis exeponencialmente distribuidas, n = 1,2,3. Para as duas ultimas

mostramos as gaussianas com j = o2 =n — 1

_a

Integrando por partes (u = e™*Y, dv = (a_H.,C Ydk, paral = n,n—1,...1) obtemos:

n—1_—ax
P(Y = y|N = n) = O(y)a"L—-

SCE (3.39)

que nao é uma gaussiana. No entanto, a regiao central sim, se parece com uma
gaussiana.

A figura 3.4 mostra que a distribuicdo para n baixo nao se parece em nada
com uma gaussiana , mas a medida que n aumenta fica mais parecida com uma
gaussiana, figura 3.5. Note que as distribuicoes, nessa figura sao claramente
assimétricas. Pense no que significa que a distribuicao resultante seja gaussiana
se as varidveis somadas sao sempre positivas e portanto ¥ > 0 sempre. Esse é
o significado de central, nas caudas nao dizemos nada.

3.6.3 A distribuicao binomial revisitada

A distribuigao de Bernoulli é dada por P(x) = pd(z —1) +¢d(z+1). O nimero
de aplicacoes que usaram esta distribuicao é enorme. Sé6 para ter uma ilustragao
em mente, podemos pensar em jogadas de uma moeda, ou um passo dado por
um bébado numa caminhada unidimensional. Se hd N repetigoes (i = 1...N) e
P(z;) é amesma para todo ¢ e P(z;|z;) = P(x;) para qualquer ¢ # j, e queremos
P(Y|N) paraY = 3., ;. Este é exatamente nosso exemplo acima sobre a
distribuicao binomial onde estudamos a relagao entre frequéncia e probabilidade.
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Figura 3.5: A densidade de probabilidade P(y|N = n,a = 1) para a soma de n
variaveis exeponencialmente distribuidas, n = 15,17, 20. Junto estao mostradas

as gaussianas com p = 02 =n — 1.
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Figura 3.6: A diferenga entre a densidade de probabilidade P(y|N = n,a = 1)

para a soma de n variaveis exeponencialmente distribuidas, n = 15,17,20 e as
2 =n —1. Os mesmos parametros da figura 3.5. Note que

gaussianas com p = o
a regiao central é bem aproximada. H4 uma regiao de transicao, ao afastar-se

para as caudas, e finalmente as caudas vao rapidamente para zero, assim como

a sua diferenca
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/ N\ 1

Figura 3.7: A binomial ( dividida por AY = 2, barras) e a densidade gaussiana
correspondente (linha continua), para N = 2,5,10 e 30

Aqui hd um pequeno problema. A distribuicao de probabilidades binomial deve
ser comparada com a densidade de probabilidade gaussiana. Note que se N é
par a probabilidade de que ocorra um valor de Y impar é zero, ou seja AY = 2..
Ao apresentar os graficos da figura 3.7 a binomial foi dividida por AY. De outra
forma: a probabilidade da binomial que Y tenha um dado valor num intervalo
(y,y + 2) é aproximado pela integral da gaussiana entre y e y + 2.

3.6.4 Caminho Aleatério

Novamente olhamos para a distribui¢ao binomial. Olhe para a figura 3.8. Defin-
imos o caminho aleatério através de

Difuséo: K(= 10000 na figura 3.8) seqiiéncias de N passos de um processo
binomial, definidos por yx(n:) = yr(ni—1 + xp(ny)).

Yn = Yn—1 1 Tn (340)

onde P(x) = 1 para —0.5 < z < 0.5. O indice n pode ser interpretado como
tempo numa dinadmica discreta, a cada intervalo de tempo At uma particula se
desloca uma quantidade x. O deslocamento total
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Figura 3.8:



