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Introducao

Controle Digital de Sistemas Dinamicos
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Modelos

Sédo utilizadas duas abordagens na constru¢do de modelos de processos industriais:

e estruturalista: baseada nas equacdes diferenciais que regem o processo; apresenta a necessidade de se definir o
grau de detalhamento desejado para o modelo (nimero de equagdes e varidveis) e as medidas dos pardmetros
fisicos do processo; € utilizada no projeto de definicio de equipamento.

e globalista: apresenta o modelo como uma "caixa preta" através das relagcdes entrada-saida; € uma abordagem mais
simples, utilizada no projeto de controle.

Qualidades do Controle Digital

Flexibilidade na implementacdo dos controladores (as alteragdes sdo feitas em softwares);
Facilidade de implementacdo de controladores complexos;

Maior imunidade a ruido;

Menor custo.

(Possiveis) Desvantagens

e  Alto custo para pequenos processos;
e Andlise e projeto mais complexos;
e Necessidade de softwares que operem em tempo real.

Sinais e Sistemas

¢ Sinais analdgicos: sinais definidos para todo instante ¢ pertencente ao intervalo de tempo no qual o sinal estd sendo
observado;

¢ Sinais discretos no tempo: sinais definidos apenas em determinados instantes dentro do intervalo de tempo de
observacao;

¢ Sinais digitais: sinais discretos em amplitude (truncamentos na representagdo digital do valor definido) e no tempo;

¢ Sistema de Controle Digital: interacdo entre um subsistema continuo (processo) e outro digital (controle).
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Transformada Z

Definicao e exemplos

Definicao: a Transformada Z de uma sequéncia infinita de nimeros f{t), (1), ... € a série de poténcias dada por:

F(z>=z{f<tk>}ikz;f(rk>-z—k

onde z € uma varidvel complexa.

Observacao: € possivel definir a Transformada Z como sendo o somatério para k indo de —0© a +oo (transformada
bilateral). Essa definicio ndo € a mais interessante para a andlise de controle de sistemas, sendo, por outro lado,
relevante nos problemas de tratamento de sinais.

Exemplo 1) {y k} = {l,l,l,. . } k > 0 (equivalente ao degrau unitdrio nos sistemas continuos)

M) =124 1e + 1 el = b e Ly gL
Z Z Z

O somatdrio acima € o somatdrio de uma Progressdao Geométrica de

‘Im

razio z '. Para |Z| > 1, tem-se:

i
7 1
Me)=—5=-" (> ahn
1- 1 z—1 \jl >

2
regido onde a
série converge

Exemplo 2) y(k) =4 k=012,...

2 =
- - - o oo a a a
Y(z)=a"z"+a" 77 +a* 7+ 40" 2 =l+—+—+.+—
Z z Z

Novamente tem-se um somatério de Progressio Geométrica, com
nova condi¢@o de convergéncia:

kIm

Vo) =—g === (d>k)
1-=

a <

i
/a
regido onde a
série converge

\ 1/

Exemplo 3) y(k)=kT k=01,2,.. (rampa unitiria

amostrada com periodo T)

Y(z) =0-z%+T-z"4+2T- 22 +3T-7+...=
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=T[0-27°+1-z7"+2. 2%+

=T |(z"+z27+27.)+(<7

=T- (z_l +z_2 +z_3...)+z_l(z_1 +z_2+...)+z_2(z_1 +z_2+...

=T- (z_l +77%4+77.. .)(1+ 7!

Substituindo os dois somatérios, chega-se a:

3-z_3+...] =

+z‘3+...) +(z‘3+...)+...] =

+z_2+...)

Y(Z)zT. ! .L::T

—_— . Z
z—1 z— (z—l)2

(121> 1)

Propriedades da Transformada Z

Linearidade

Sejam f{#;) e g(1) duas sequéncias quaisquer, e are [ escalares, entdo:

zla f()+B-g(t)] = Z[Otf

)+ B-g(t,)] =

Il Il
gk
+
>
QT
~— —+
>
oQ
=
N
L
Il

z|a f(t)+B-g(t)]= o F(z)+ B-G(2)
Translagdo
st S (-1 -
:Z:’;f(J—n)'z_’ =§f(k) 7"zt =z_”-§f(k) 7"
z|f(k=n)|=2"F(z)

Observacio: o operador atraso unitario pode ser obtido fazendo-se n = 1.

glt,)= {f("kl) k=1

0 k=0

6(:)= " F(z)
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Pode-se, também, obter a transformada do deslocamento em avango:

F(Z)=Zf(j)'2_j =2f(j)-z‘j+gf(j).z—1 =

—

oo

f(j)'Z_j+Zf(k+n)-z_k-Z‘” —

k=0

Il
N

T
=

—

S

P 2] (ke n)] 2

(=]

j=

z|f(k +n)]=z"-{F(Z)—

Teorema do Valor Inicial
Se f{t;) tem Transformada Z dada por F(z), entdo o valor inicial da sequéncia { f{t;) } € dado por

7(0)= tim] F(2)]

se o limite existir.

Teorema do Valor Final

Se f{#,) tem Transformada Z dada por F(z), com todos os pdlos dentro do circulo de raio unitdrio, exceto por um
eventual pélo em z = -1, entdo:

fim £ (1,) = lim (1= ™). F(2)]

k—o0
se os limites existirem.

Exemplo 4) Resolver a seguinte equagdo de diferencas (andloga, no dominio discreto, a equagdo diferencial no dominio

continuo)
x(0)
x(l

0
x(k+2)+3-x(k+1)+2-x(k) =0 { |
2 [ X(2) = x(0)— x(1)- 2]+ 32 [ X(2) - x(0) |+ 2X(z) =

=7’ -[X(z)—z_1]+3z-[X(z)]+2X(z) =0

= (z2+3z+2)-X(z):z

< < < k k
X(z)= =——= : k)=(-1)"—(-2
(2) 243742 z+1 z+2 x(k)=(=1) -(-2)
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Transformada Zinversa

Integral de Inversao

A Transformada Zinversa é dada analiticamente por:

flt)= z7'[F(z)] = J%” F(z)- 7" dz

onde ¢ € uma circunferéncia com centro na origem do plano complexo e que engloba todos os pélos de F(z), percorrida
no sentido anti-hordrio. O cdlculo dessa integral é equivalente a:

f(t) = 2. [ residuos de F(z).Z"" nos pélos de F(z) |
Exemplo 5) Obter x(7;) onde

10z

- 1)z-2)

A integral de inversdo fornece:

1 10z e =
)= e

k k
:.1 §_10z+10z
J 2z (z-1) (z-2)

10" | N 10z | _
(z=2), (=)

x(tk)=10-(—1+2k) k=0,1,2, ..

X(z) =

cdz =

z=2

Meétodo da expansdo em série por divisdo continua

Este método ¢ titil quando ha dificuldade em obter uma expressdo para a inversa, ou quando se deseja apenas 0s
primeiros termos da sequéncia.

A sequéncia { f{t,) } pode ser obtida dividindo-se o polindmio do numerador pelo polindmio do denominador, com o

resultado na forma de poténcias de z” (a rigor, tanto o numerador quanto o denominador devem ser escritos como
U -1

polindmios crescentes de z° ).

Exemplo 6) Obter x(1,) onde: Dai: z +1 z -0.36
z+1 -z +036 1 +136z" +0.4977%+ ...
(Z) = 0 +136

"~ 7-036

x(t) = (1, 1.36,0.49, ...)

136  +0.497" ..

(s@o os coeficientes se a série for convergente)
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Exemplo 7) Obter x(1;) onde: Dai: z z -1
T
z -z +1 1 +z
X(z)=—— —
7— 1 0 +1
-1 +z!

x(t)=(1,1,1,..)

Método da expansao em fracdes parciais

Em geral, 0 método mais utilizado é expandir z'X(z) em fracdes parciais e obter a inversa a partir de tabelas.

Exemplo 8) Obter x(1;) onde:
10z

(z-1)(z-2)

Expandindo em fragdes parciais:

X(2) =

X(z) 10 a, a,
= — +
z (z=D)(z-2) z-1 z-2
al=ﬂ =-10 az—ﬂ =10
Z— z=1 - z=2
X( ):_1OZ+& = x(k)=10(—1+2k) (k=0,1,2,..)
=1 z-2
Exemplo 9) Obter x(1,) onde:
(1)

X(2) =

(Z - 1)(Z — e_”T)

Expandindo em fragdes parciais:

. ") o a
2 (z=D(z—e") z-1 z—e

l_e—aT l_e—aT
a, = — =1 a,= =—1
1 T . 2 =1
X(Z): - Z—aT = x(k)=1 ( _aT)k =l-e (k=0,1.2,..)
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Representacao Matematica de Sistemas em Tempo Discreto

Resposta Impulsiva e Funcao de Transferéncia

Seja a equacdo de diferengas de ordem n:
vk +n)+a, y(k+n=1)+..+a,y(k)=bulk +n)+.. +bu(k) (1)

Aplicando-se a Transformada Z em ambos os lados da equacdo acima e considerando condigdes inciais nulas ( y(k) = 0,
u(k)=0parak=0,1,..,n-1, vem:

(z” +a, 77+ .+a0) Y(z) = (an" +b, 7" +.. .+b0) -U(z) )

| b7 +b, 7"+ b,
" +a, 7"+ +a,

}=z""lr(x)=z U(2) 3)

No caso de condigdes iniciais ndo nulas, o procedimento seria andlogo, porém no lado direito de (2) apareceriam termos
correspondentes as condicdes iniciais (veja a propriedade de Transla¢do da Tra nsformada Z2).

Resposta impulsiva

Seja o sistema dado pela equagdo de diferengas (1). Suponha o sistema inicialmente em repouso (condi¢des iniciais
nulas) e considere a resposta do sistema para uma entrada { u, / dada por:

1 k=0

4= =1y kxo = Ul)=I

A sequéncia,

=z7"lr(@@)l=z

¢é chamada resposta impulsiva.

~1
4 b2 +b, 7"+ 4D,
" +a, 7"+ +a,

A Funcio de Transferéncia G(z) de um sistema discreto dado pela sua equacdo de diferengas (1) € definida como a razao
das Transformadas Z da saida e da entrada, a partir de condi¢des iniciais nulas.

A Y(2) _ b2 +b, 2"+ Ab,

G(z) =

U(z) z"+a, 7"+ .+a,

Relacao entre a Transformada Z e a Transformada de Laplace
Seja f{t) um sinal analégico e t-a) a fungéo impulso unitédrio em ¢ = a.

Seja o sinal analégico f*(¢), onde:

RCEWORGOEIWRE

k=0

Note que f*(¢) somente € ndo nulo nos instantes 0, T, 27T, ... .
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Seja { f(kT) } um sinal discreto, sendo T o periodo de amostragem. Nos instantes diferentes de 0, T, 2T
definida.

(1) J(KT)
O

t t
o T 2 0 1 2r 3

Calculando a Transformada de Laplace F*(s) do sinal f*(z), teremos:

F(s) = j F(e)-e e = [ F(RT)-8(e—KT)- e

=0 k=0

F*(s)= if(kT) e

k=0
A Transformada Z de f(kT) é:

F(z) = z F(kT)-2*

... a funcdo ndo é

Para
7= esT
tem-se a Transformada Z a partir da Transformada de Laplace (isto é, F(z) = F*(s) ). Seja entdo:
s=0+jw
Dai:
sT of _jaT of j(wr+2kx) ‘Z‘ =e”
z=e =e -e =e -e =
Lz =0l +2kx
limite de
estabilidade Im limite de L
estabilidade
Plano s T ﬁ Plano 7
Re Re
e 1
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Estabilidade de Sistemas em Tempo Discreto

Definicao
Diz-se que um sistema possui a propriedade de estabilidade externa se toda sequéncia de entrada
limitada produz uma sequéncia de saida limitada (estabilidade BIBO - Bounded Input Bounded Output).
Lema

Um sistema linear, discreto, invariante no tempo, com resposta impulsiva g, é BIBO-estdvel se, e
somente se, os polos de G(z) tém modulo estritamente menor que 1.

z+1
Exemplo1) G(z)=—————
xemplo ) G(2) = e
—06+/ _
72 +06z+01=0 = z= 06+ (2)'36 04 _ -03+ ;0.1
=—03+ 0.1
“ T 5 5] =]k =009+ 001 20316<1 Sistema estével
z, =—03—j01
Z
Exemplo 2) G(Z) =—
z—1
|Z| =1 Sistema instavel
Critério de Routh

Nao € possivel aplicar diretamente o Critério de Routh a um sistema em tempo discreto (como visto para sistemas em
tempo continuo), pois o critério informa apenas a existéncia de raizes de um polindmio no semiplano direito. Para poder
aplicar o Critério de Routh utiliza-se uma transformagdo que mapeia o circulo de raio unitdrio (em z) no semiplano
esquerdo (em v):

v+1 z+1 B
I=—— <& V=——| (transformacio bilinear)
v—1 zZ=
r . N(O) .
D(Z) —> ————  (n=graudo polindmio D(z))

(v=1)°

As raizes de D(z) correspondem as de N(v) (exceto em v = 1 ). Aplicando o Critério de Routh ao polindmio N(v), a
existéncia de "pdlos" no semiplano direito em v corresponde a existéncia pdlos instaveis (fora do circulo de raio unitdrio
do plano complexo z).

Observacio: os zeros de N(v) sdo os zeros de D(z);
esta transformacao mapeia o circulo unitdrio do plano z para o semiplano esquerdo do plano v;

note que v também € um sistema discreto (como z), e ndo continuo (como s). A volta de z para s ndo seria
univoca, devido a fase de s possuir o termo 2k 7.

0.09(z+1
Exemplo 3) T(z)= ﬁ

2
D(z)=2>+1224033 = D(v)= (V—“j + 1.2(V—+1j +033

v—1 v—1
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(v+1)"+12(07 = 1)+033(v—1)" 2532 +134v+013 _ N(v)

D(v)=
2 2 2
(v—l) (v—l) (v—l)
Aplicando, agora, o Critério de Routh, conforme mostrado ao lado, conclui-se que o Vv 2.53 0.13
sistema € estavel. iy 134 0

Critério de Jury
Seja D(z) dado por:

D(z)=a,z" +az""'+..+a, z+a,

Deve-se construir a seguinte tabela:

aO al U an—l an
an an—l al a() — 'n
an -
4
n—1 n—1 n-1
) a A,y
n—1 n—1 n—1 n—1
an—l an—Z a() an—l
an—l
n—1
a()
0
ay

W 0.13

a primeira linha € formada pelos coeficientes de
D(z);

a segunda linha é obtida invertendo-se a ordem
da primeira;

obtém-se, entdo, o termo a,;

a terceira linha € obtida multiplicando-se a
segunda por @, e subtraindo esse resultado da
primeira (portanto o ultimo elemento dessa linha
é nulo);

a quarta linha é obtida invertendo-se a ordem da

terceira;

o procedimento € repetido até a obtengdo de
2n+1 linhas (a ultima consistindo de apenas um
termo).

Teorema: se a, > 0, entdo D(z) tem todas as raizes dentro do circulo de raio unitirio se, e somente se, todos os

.. k .. k - p k . ..
coeficientes a; , k=0, 1, ..., n-1 forem positivos. Se nenhum @,, for zero, entdo o niimero de d, negativos € igual ao

nimero de raizes fora do circulo de raio unitario.
Exemplo 4) D(Z) =7z"+12z+033

Através da tabela ao lado pode-se constatar mais
uma vez a estabilidade.

Exercicio) Para que valores de K o sistema € estavel ?

Kz
z—1

G(z)

P

1 1.2 0.33
0.33 1.2 1 o, =0.33
0.891 0.804 0
0.804 0.891 a; =0.804/0.891 =0.902
0.166 0
272 +3z+1
> a) G(Z) =
z-+z+025
z
b G(z)=—
z—1
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Controle Digital de Sistemas

Conversao A/D e D/A
O conversor A/D do diagrama de uma malha de controle digital € considerado como T
sendo uma simples chave para efeito de estudos. Assim, o valor do sinal y(t) é
amostrado a intervalos de tempo dados por 7, resultando na sequéncia y;. y (ct) ); )é) k
Na conversdo D/A, uma sequéncia u; definida apenas em instantes discretos deve
gerar um sinal () continuo no tempo. E comum utilizar-se um segurador de ordem
zero (Sample and Hold), onde:

A U u(t)

u(t)=u, KT<t<(k+1)T & /A —o
Af(kT) Af(kT)
[ ] o—0
° o———0
» —0
L] *—O0
t t
0o T 2T 3T 0O T 2T 3T
Representacao Discreta do Subsistema D/A - Processo - A/D
Seja H( ;) a Transformada Z .da resposta impulsiva u, u(t) (1) Ve
do conjunto ao lado. Devido ao segurador de o—1 D/A Processo A/D Mo
ordem zero, a entrada u(?) € um pulso unitdrio com
duragdo dada por T. Calculando a Transformada Holder G(s) Amostrador
de Laplace do sinal u(z), tem-se:
1 0<t<T 1 Uy Yk
- —sT
u(t) = = U(s)=—(1—e ' ) o H(z) |—>
0, t<0r>2T S

Dai:
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Teorema da Amostragem

Indica a menor frequéncia de amostragem necessdria para reconstituir
| X(] ) | A o sinal original a partir do sinal amostrado.

T
Se a frequéncia de amostragem (sample) @, = 7 , satisfaz:

w,>20,

, onde @, é a frequéncia a partir da qual X(j@) € desprezivel, entdo o
sinal x(¢) pode ser reconstruido a partir do sinal amostrado.

| S

—; W, Observagdo: na pratica utiliza-se:

o, =10,

Tomando para @, a frequéncia da harmonica de maior ordem e com amplitude significativa.

Anadlise de um Sistema de Controle Digital

t t t t
i): (Y A/D Sy Algoritmo g D/A u()= Processo y()=
Ha dois casos a serem analisados:
Referéncia gerada internamente (mais comum)
3rm’do
r(1)=0 N ] u(t) (1)
" A/D —:Q—» Algoritmo > D/A »| Processo >
T ) r,j
G.(2) Hz)= (1-z1) z| 1)
s
t t
r_k:QEL Algoritmo Y D/A u()r Processo y()r A/D i"
Mg MY G.(2) Yol Hiz)= (1-71) Z G(s) Vi o

+ s
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Referéncia gerada externamente

r(t)
—

u(t) o, Vi

D/A A/D

\J

Processo

Y

Algoritmo

r(t) e(t) e u u(t)
—=()—{AD “ >l Algoritmo|—-»{ D/A |—»

(1)
Processo Y >

Y

Exemplo 1) Seja o sistema ao lado (os conversores A/D e r e

o . . p k k
D/A do processo estdo implicitos), operando com periodo de > R
amostragem T = 0.1s. Calcule: + z—1 s+1

a) H(z);

b) a resposta a impulso unitério;

c) aresposta a degrau unitario;

d) o erro estaciondrio para o degrau unitério;

» H(Z)=(1_Z—l).z{@}

\
\J

N

G(s) 1 1 1

s _s(s+1) s s+l

{1 1 } H { 1 } z z
Z|———|=z|-|- z =
s s+1 S s+1 z—1 z—e

_1 00952
HE)= (- )i H()=— o
@=0-") 5 000 —osois = |"M97 Zoooas

b) para obter a resposta impulsiva do sistema, devemos obter a Funcdo de Transferéncia do sistema em malha fechada.

Y(z)  G.(z)-H(z) 0.0952z
R(z) 1+G.(z)-H(z) z°—18096z+0.9048

Os pdlos do sistema em malha fechada sdo:
- 1.8096++/3.2747-3.6192
12 =
' 2

O sistema €, portanto, estdvel. A resposta ao impulso unitdrio pode ser obtida dividindo-se o polindmio do numerador
pelo polindmio do denominador da Fun¢do de Transferéncia obtida em malha fechada.

=0905+j0293 = |z,,|=0951

0.0952 z Z2 - 1.8096 z + 0.9048
-0.0952 z + 0.1723 - 0.0861 z'! 0z%+0.0952 z7 + 0.1723 72 + 0.2257 773

0.1723 - 0.0861 z!
-0.1723 + 0.3118 z/ - 0.1559 72
0.2257 z1 - 0.1559 72
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Daf: ye = (03 0.0952 5 0.1723 ; 0.2257 ; ... ) (Verifique que y, = 0.3244-09512" - sen(0.3137k),k=0,1,2, ...)

c¢) a resposta ao degrau unitario é dada por:

Y(z)= 2. 00952z _ 00952z
z—1 72 —18096z+0.9048 7z’ —2.8096z° +2.71447—0.9048
0.0952 22 | 23-2.8096 22 +2.7144 7 - 0.9048
0.2675 z - 0.2584 + 0.0861 7! 0z%+0.0952 z!/ + 0.2675 72 + 0.4931 73

0.4931 - 0.6399 7/ - 0.2420 72

Daf: = (0:0.0952:0.2675;0.4931;...) (Verifique que y, = 1—10513-09512"" - cos(03137k),k=0,1,2, ...)

d) aplicando o Teorema do Valor Final tem-se:

0.0952 _ 00952
1-18096+0.9048 0.0952

v, =lim (l—z_l)-Y(z)] =

z—1
Portanto:
yv.=1 & e =0
_z
(z=1)(z-2)

Exercicio 2) Determinar a solugdo da seguinte equagao de diferencas:

Exercicio 1) Determinar x(kT) para X (z) =

X, =x,=0

Xppo H2x,,, + X =1, {u —k k=012
k = T U lysyeee

Exercicio 3) Dado um sistema dindmico descrito pela equac@o de diferengas:
x,=x,=0

Xpoo — X T0.09x, = u, {ukzl £>0

Pede-se:
a) a Transformada Z da sequéncia x;;
b) lim| x, |;
) kem[ k ]
¢) a Funcdo de Transferéncia;

Exercicio 4) A resposta impulsiva (g;) de um sistema discreto é dada por:

k 0 1 2 3
8k 2 1 0.5 0.25

Determinar a Funcdo de Transferéncia do sistema.

Exercicio 5) Dado o

; R(s E(s E(z U(z U(s Y(s
sistema ao_ lado, ( )I _(>) A/D ( ) G'(Z) ( )= D/A (; ]2 ( )=
onde T = O0.ls, + c s

determinar: -

a) G.(z), de forma a
anular todos os
zeros de malha
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abertaemz=1;

b) y(kT), para impulso unitdrio ( r(t) = &t) ) e degrau com amplitude 2 ( (2) =2 h(t) );

¢) se o sistema em malha fechada € estavel.

Segurador de Ordem Zero

O segurador de ordem zero utilizado no conversor D/A ¢ um filtro passa-baixas. Isso pode ser verificado através de sua

resposta frequencial.

I—e™" 1—e /" - ej%T +e_j%
Gh(s) = = Gh (]a)) = . - 26 : .
s jo 2jw
ol
rse ) o
e
G,(jw)= 2
h(] ) (wTj
2
onde T é o periodo de amostragem.
. 2 o) -7y 2t (@) -
G,(jo)="=—""e “="Z-sind—|e
a)S
onde 2z A 1G(@)
2n —
= @, ideal
¢ a frequéncia de amostragem. / 3dB
@ 0.637T | g

Note que o termo € @ representa uma
contribui¢@o apenas na fase de G,(j@).

Y

20 {1

NI
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Critérios e Técnicas de Compensacao

Lugar Geométrico das Raizes

O mesmo método utilizado para sistemas em tempo continuo para a R(z) E(Z ) C(Z )
obtengdo geométrica dos pélos em malha fechada de um sistema, a —>O—> G(z) .
partir de seus pdlos e zeros em malha aberta, pode ser aplicado a +3-

sistemas em tempo discreto. T

A Funcdo de Transferéncia do sistema com realimentacio, indicado
ao lado, é dada por:

C(z) Gz

Rz) 1+6(2)

Os polos em malha fechada sdo obtidos resolvendo a equagdo G(z) = -1. Essa equagdo se resume a uma condicdo de fase
e a uma condicdo de médulo:

e fase: ZG(Z) =180°+r-360° ,r=0%112,...
e moédulo: |G(Z)| =1

Os pontos do plano complexo z que satisfazem a condigdo de fase constituem o Lugar Geométrico das Raizes.

Seguem algumas regras basicas para o tragcado do Lugar Geométrico das Raizes:

e 0s pblos de malha aberta pertencem ao L.G.R. (k — 0); H (Z n Zi) P(Z)
e 0s zeros de malha aberta pertencem ao L.G.R. (k — o0); G(Z) =k - =

+p. Z
® o nimero de ramos do L.G.R. € igual ao grau do polindmio H(Z P ) Q( )

[P(z) + Q(z)];

e 0L.G.R. é constituido de curvas simétricas em relagdo ao eixo real;

e sobre o eixo real, o L.G.R. é constituido por todos os pontos a direita dos quais o niimero de pélos somado ao
nimero de zeros € impar;

Exemplo 1) G(Z)=kﬁ k>0 Im

G(z) _ kz = 1

1+G(z) (1+k)z—1 k+1 - Re

1
Exemplo 2) G(Z)Zk; k=0 AIm
Z(z—1)
Gz) &k L xdI-4k T
1+G(z)_zz—z+k °T 2 — | —— (1{;

Exercicio 1) Dado o sistema l \ 1
k=0.25

Ve = 2V = Yoo 050, + 05w,

e supondo um compensador do tipo G.(z) = k, desenhar o L.G.R. e verificar
para que valores de k o sistema € estavel.
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Exercicio 2) Dado o sistema da figura R(s) E(s) E(z) U(z) U(s) Ji Y(s)
ao lado, pede-se: - G(z) S(10s+ 1) >
a) desenhar o L.G.R. para GC(Z) =k. I'=0.1s
Para que valores de k o sistema ¢é
estavel?
z—05
b) desenhar o L.G.R. para GC(Z) =k ;
z+06
z—038
c¢) desenhar o L.G.R. para GC(Z) =k ;
z+08
d) para k =0.8, 21 e 9 nos itens (a), (b) e (c), respectivamente, calcular as respostas a degrau.
Estimativa de Desempenho Transitorio
Poélo real simples
. ] o - G() .
Considere que a expansio em fracdes parciais de um sistema produza um termo do tipo . Tal termo
< Z—a
contribuird com uma parcela do tipo b- a*.
o © © o o o °
o © k © o o k
- a=1
k >
a>1 > O<axl
a<-1| o 0 ° -1<a<0
(0] =_ )
S REEEI Y o k
(@) o )
@) o
) ©
Cossenoide amortecida
Zz—r-cos@
f.=2r"cos(k6) k>0 Z[fk]: ( ) 2| > r

22 —2zr-cos@+r’
e 0=0,r=1 = degrau
e @=0,r<1 = exponencial decrescente
e H=0,r>1 = exponencial crescente
e O#0,r=1 = cossendide
Os pdlos de F(z) sdo:

z,, =r(cos@ =t j-senb)
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e adistancia r dos polos a origem indica a duragdo do transitdrio;

® o ndmero de pulsos de amostragem em cada oscila¢do da funcdo f; é estabelecido por 6

cos(kH) = cos([k +n]9) = nl=2x

27
n=——
0

~360°
rad 9

V2
2

(‘amostras/ciclo )

grau

Exemplo 3) 7= =07071, 6=45°

4 22 —z+05
| AIm 2¢ fit)
0.5
1 [¢)
1 oscilagdo - 8 amostras
-0.5 0 . © ° o
0 4 8
(0]
(o) (o)
Associacao das Configuracoes nos Planos s e z
O mapeamento ¢ feito segundo:
z= esT
e s=0>0 = z=e">1
e s=—0<0 = 0O<z=e"<1
e s=0tjo = |z|:e°T Lz=tal
e s=pe = =0 Li=pToseng
A Im A m

Re

Re

Y

Plano z
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Analise do Erro de Regime para Sistemas de Controle Digital

No sistema indicado ao lado, tem-se:

") e(t) , eX(1)
=t )= tinfein)] 5 amowagem | S0

\i

G, (s)

c(t)

segurador de
Pelo Teorema do Valor Final: ordem zero

A

e, = lzi_f?lz[(l—z_l)E(z)] , H(s)

A Funcdo de Transferéncia de r(t)
para e*(t) é dada por:

E(z) B 1
R(z) 1+GH(z)

onde:

GH(z) = (1—1-1).Z{M}

s

Erro devido ao degrau de amplitude A
A A
R(z) =22

z-1 1-7"

*

o]
=l 1+ GH(z) 1+lim[GH(Z)]

z—1

Definindo:

. A
eSS =
1+ Kp

K, =limGH(z)] =

Erro devido a rampa r(t) = At

-1
R()=ATe__ ATz

= (Z—l)2 - (1—271)2

e =lim A : I:” =lim| —AT
* =l 1+GH(z) 1=z | =1 (1-2") GH(z)

Definindo:

K, =lim)

z—1

[(1—z*)T-GH(z)] y

Erro devido a pardbola r(t) = AP/2
AT z(z+1 -
R(z)= z+1) AT

20z-1)" (1-z7)




Critérios e Técnicas de Compensacao 20

. A 7z (1427 lim AT>

2 1+GH(z). 2(1—[1)2 1 (1—2_1)2-GH(z)

Definindo:

55

*

2
PN | U0 IRC(C) =1<i

71 T 2 58

a

Efeito da taxa de amostragem no erro de regime estaciondrio

Note que, devido ao fato de K, e K, serem inversamente proporcionais a 7' e T, respectivamente, observa-se que:

e quanto maior T (amostragem mais lenta), menores sdo os coeficientes acima, portanto maiores
SA0 0S erros;

e quanto menor T (amostragem mais rapida), maiores sdo os coeficientes acima, portanto
menores sao 0s erros;

r(t) (120

Tipo do Sistema 1 t 2
2

0 1 [=S) [eS]

1+ K[7
1 0 1 oo
K,
2 0 0 1
Ka

Quando um controlador analégico € substituido por um compensador digital equivalente, as constantes de erro estatico
para os sistemas de controle analdgico e digital devem coincidir.

Implementacao Digital de Projetos Analogicos

Aproximacgoes utilizadas (T pequeno)

s , Z— 1
1) Euler: z=el =l4sT = §=>1—
T
sT 1 1 ’ = 1
2) Backward difference: z=e —7 = S =—
e 1-sT zT
sT 1 + g
o . . a_ e’ 2 ,_2 z-1
3) Transformada bilinear ou método trapezoidal (Tustin): z=e = - = = S =—"—
= sT T z+1
et 7
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A figura ao lado mostra o mapeamento
do semiplano esquerdo de s no plano z,
para cada uma das aproximacdes.

Note que, pela aproximacao de Euler, os
sistemas estdveis sdo mapeados no

semiplano onde Re(z) < 1. Isso significa
que modos estdveis em s podem ser
mapeados em modos instdveis de z (fora
do circulo de raio unitario).

No  mapeamento  por  Backward
difference, os modos estdveis sempre
serdo mapeados dentro do circulo de raio
unitario (estardo dentro do circulo com
diametro unitdrio e centro em 0.5+ jO).

Entretanto, existem modos instaveis em s

Am
Re
Aim Am
Pl
Backward anoz
difference | 77
A%
7 1.

bastante adequada para a aplicag@o do Critério de Estabilidade de Routh.

Distorcdes na escala de frequéncias

que também serdo mapeados dentro do
circulo de raio unitdrio em z (e, portanto,
estaveis).

Na aproximacdo de Tustin, o semiplano
esquerdo de s € mapeado exatamente no
circulo de raio unitario em z. Além disso,
este mapeamento fornece uma forma

As aproximacdes apresentadas acima causam distor¢des na resposta em frequéncia obtida. Vejamos um exemplo:

G(s) =s

Aplicando a aproximagdo de Tustin:

2 z-1
G=rn

Para s = j@,, tem-se:

G(jwl):jwl
oT _;oT
, 2 e —e 2 2j (a)T)
G e/ )== ——————="L¢ L
)= ar —er — 87
e +e 2
Tomando:
T
= w, z—1
wlT) z+1
t
g( 2
Obtém-se:
jo T _ JO, o,T _
Gr(ej )_1 (wlTj'lg( > j—Jah
)
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Projeto de Compensadores por Cancelamento de Pé6los

Técnica frequentemente utilizada para "substituir" os p6los do processo que apresentem caracteristicas indesejadas por
novos pélos mais adequados (introduzidos pelo controlador). E de extrema importancia levar-se em consideragdao que
esse cancelamento nunca € perfeito, surgindo, portanto, um novo ramo no L.G.R..

Vejamos um exemplo: considere um sistema com um zero de malha aberta estdvel e dois polos de malha aberta
complexos conjugados demasiadamente proximos ao limite de estabilidade (circunferéncia de raio unitdrio centrada na
origem). Suponha que o controlador projetado deve "cancelar" esses dois pdlos, introduzindo, além disso, dois novos
polos de malha aberta sobre o eixo real. Sejam entfo:
* *
K. (z=p/)z-p)

G.(s)= (z—a)(z-b)

A figura abaixo ilustra dois casos possiveis através do L.G.R.. No primeiro caso, o sistema resulta instdvel apenas para
ganhos elevados. Entretanto, no segundo caso, existe uma faixa adicional de ganho onde os pdlos de malha fechada
associados ao "cancelamento" resultam instdveis.

_ K,- (Z_ Zl)
O = =)

1 A Im 14 Im
R
—
Controladores PID (''Single-loop'")
Set Point (SP) erro | Controlador | M(s)
—( > »  Processo >
+ PID
Process Variable (PV)
. 100% M (s) K
e Banda Proporcional: BP = G. (s)= =K '|:1+1+SK :l
KP PI ( ) E(S) P s D
1

e Tempo Integral: 7, =—
i

e Tempo Derivativo: T, = K,
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Acao integral Aciao derivativa

A e A e(t)
e N o
degrau T | rampa
unitdrio .~ unitdria
t‘ | P
. >
acdo A
A1) integral
2Kp VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV agﬁo . 1 agﬁo
proporciona .
K, ; K, T, proporcional
; - 0=1g'(K,) t
T, >

l

Implementacao digital:
A implementacdo digital do filtro € feita utilizando-se algumas das aproximacdes vistas anteriormente. Por exemplo:

. _ , K, KT z+1

e integracdo (Tustin): — = T . _1
N -

z—1

* derivagdo (Backward difference):  sK, = K, -——
e ganho proporcional indepente das acdes integral e derivativa

Tem-se entao:

T(Z+1)+KDz_—1
z—1 Tz

K
GPID(Z) =K, +71'

10
Exemplo 3) GP(S) = m,T =0ls

Pede-se: a) Calcular o erro estaciondrio para entrada degrau unitario;
b) Projetar um controlador PI para cancelar um dos pélos da fungéo;
c) Ajustar o PI de forma a diminuir o sobressinal;

d) Projetar um PID para K, = 5.

Primeiro Passo: Obter G,(z)

Ge(s) . 10 5 10 5

s s(s+1)(s+2) s s+l s+2

Z{GP(S)} 5o 10z 5t

=1 z—e  7_¢ 02
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57 (Zz _(e—o.l +e—0.2)z+e—o.3)_2(zz —(1+e_0'2)z+e_0'2)+(z2 —(1+e_0'1)z+e_0'1)]

(z=1)(z=e™ )(z —e?)
{1+ -2 orfe 4o <20
O S
(14?2 ore {1e <2
)

5_(1+€—0.2 _2€—0.1)(Z+e-0.1)

(1= eme™)

Dai:

oy o Ge(s)] | 00453-(z+0.9048)
Grld)=(1-2 )'Z{ s }_(z—0.9048)(z—0.8187)

Segundo Passo: Obter a Fun¢io de Transferéncia de malha fechada.

0.0453(z+0.9048)

Gou(z)  0.0453-(z+0.9048)

Cuslz)= (2-09048)(z—08187) Gur (2)

T1+G,,(z) 2 —16783:+07818

a) Erro estaciondrio para entrada degrau unitdrio:

0.0453- z(z+0.9048)

R(z)=——=7Y(2)= (z—1)(z> - 16783z +0.7818)

_0.0453- (1+0.9048)

= =0.833
1-1.6783+0.7818

y, =linf(1-=") ¥(2)

b) Cancelamento do pélo em 0.9048 (mais préximo do limite de estabilidade):

K, T-2K,

K, T(z+1) K T+2K

G =K,+—L. =(K,T+2K,)——L—2F%
PI(Z) P ) —1 ( I P) 2.(2_1)

Dai, deve-se ter:

1K, —2K K
01K, -2K, =-09048 = —£=1.0008
01K, +2K, K,

Escolha:

|KP =1 K, =09992 | (controlador 1)

c¢) Para diminuir o sobressinal, diminuem-se os ganhos proporcional e integral.

|K, =05 K, =0.4996| (controlador 2)

|K »=025 K, = 0.2498| (controlador 3)
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d) Cancelamento dos dois pélos de malha aberta e K, = 5:

(K N K,T+KD)Z2 _(K ~ K,T+2KD)Z+KD
P P
GPID(Z) = a 2 d d
Zz-1)
Datf:
© KT 2K, K,
"2 T T
=17236| e = 0.7408
KP+K’T+& KP+K’T+&
2 T 2 T
Além disso:
X - lim(l—z’l) ‘Gyu(2) Grp(2) _ 00453(1+09048) K, (1+1) _ 5
Yool T (1-09048)(1-08187) 2

Isto é:

K, =1.0000 (controlador 4)

Resolvendo o sistema de equagdes, chega-se aos demais valores:

K, = 0.4295| (controlador 4)

K, = 14523 «

controlador 1
controlador 2
controlador 3

A ()

\ realimentacao

unitaria
0.5
controlador 4 (PID)
t
0 - -
0 1 2 3 4 5 6

Estruturas diferentes dos controladores PID

a) PID em cascata com o sistema

A figura ao lado ilustra o comportamento de cada um
desses controladores (e do sistema com realimentacio
unitaria).

Pode-se verificar facilmente o efeito da reducdo dos
ganhos proporcional e integral no sobressinal da
resposta, comparando as curvas obtidas para os
controladores 1, 2 e 3. Note também que essa reducgio
de sobressinal é conseguida a custo de um aumento no
tempo de acomodacio.

A utiliza¢do do controlador PID ilustra a possibilidade
de utilizar-se ganhos "altos" para as componentes
proporcional e integral e, ainda assim, obter um
sobressinal extremamente reduzido e um tempo de
acomodagdo curto, gracas a acdo derivativa do
controlador.

b) coloca-se a parte derivativa na saida para evitar que a

derivada atue sobre a variac@o brusca da referéncia

PID
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¢) Pouco utilizado d) Pouco utilizado
SP
—»( > 1 —
+ +
- +
SP rede de
PD —> — PI > —
+ avango
A PV PV

Aspectos operacionais

Transferéncias '"bumpless'': quando hd mudanca no modo de operagdo do controlador de manual para automético,
pode haver uma variacdo brusca da saida do controlador devido ao fato de que a saida fornecida pelo computador pode
ser diferente da saida fornecida pelo terminal de operacdo manual. Para evitar isso, deve-se garantir que a saida ajustada
manualmente seja conduzida ao mesmo valor da saida obtida internamente pelo controlador antes de realizar o
chaveamento (modo mais simples, porém hd outras maneiras).

Anti-saturacio da componente integral: se for utilizado um controlador PID numa condi¢do em que o sinal de erro é
persistente, elevado e nao nulo, existe a tendéncia da componente integral aumentar muito, saturando a saida. Se, mesmo
com a saida saturada, o sinal de erro persistir, a tendéncia serd continuar aumentando internamente o valor da integral.
Quando o sinal de erro inverter o seu sinal, todo esse acimulo na integral devera ser descontado, o que levard um tempo
excessivo. A solucdio para isto € a anti-saturacio da componente integral, que consiste em impedir acimulos adicionais
no valor da integral, enquanto persistir a saturaciio da saida. Neste caso, assim que ocorrer inversdo no sinal de erro, a
componente integral comegard a diminuir, tirando imediatamente a saida do controlador da situag@o de saturagao.

Regras de Ajuste de PID

Pode-se realizar o ajuste dos parametros do controlador PID através de uma série de procedimentos estabelecidos por
Ziegler-Nichols. Estes métodos de ajuste sdo bastante utilizados no ambiente industrial devido a facilidade de
implementacio e as caracteristicas de estabilidade e robustez do sistema em malha fechada resultante.

Primeiro método (ensaio em malha aberta): determinar os

parametros R e L através da resposta do sistema em malha aberta A
a um degrau unitdrio, obtendo os parametros do controlador
através da tabela abaixo. resposta em

malha aberta

entrada degrau unitdrio

Kp T; Tp
P 1/RL
inclinacdo R

PI 0.9/RL 3L ¢ o

PID 1.2/RL 2L 0.5L I
Segundo método (ensaio em malha fechada): com o Kp T, Ty
sistema em malha fechada e utilizando inicialmente um
controlador proporcional, aumentar continuamente o ganho P 0.5 Kyax
proporcional até que surja uma oscilagdo sustentada. PI 045K T /12
Sejam, entdo, K, o valor do ganho nessa situagéo e 7T, 0 e P
periodo da oscilagdo verificada. O ajuste dos pardmetros do PID 0.6 K4« T,/2 T,/8
controlador € obtido através da tabela ao lado.

Selecao do Periodo de Amostragem
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Outro pardmetro relevante a ser definido € o periodo de amostragem utilizado pelo sistema de controle digital. Valores
tipicos dessas taxas de amostragem sao dados a seguir para as malhas industriais mais comuns:

Tipo de Varidvel

Tempo de Amostragem (segundos)

Fluxo
Nivel

Pressao

Temperatura

la3
5al0

la5s
10a20

Ha também algumas regras relacionando o periodo de amostragem (7) ao tempo derivativo ou aos parametros utilizados
no ajuste de PID através do método de Ziegler-Nichols:

e T/Tp=01~05
e T/L=0.05~025
e T/Tp=001~0.05

"Feedforward"

O objetivo € projetar uma pré-
compensacdo que anule o efeito de
variagdes na carga. Sendo conhecida a
influéncia dessas variacdes na saida do
sistema (Fun¢do de Transferéncia G,(z)),
pode-se escrever:

G.(2)- Lz)+Gy(2)-G(2)- L(2) =0 p

—
+

G,(2)
G(z)

Gﬁ‘(z):_

Sem essa pré-compensacio, tem-se

Gy(z)

L(z)
variagdes

—

Gy(2)

G(z)

A

na carga
Y g

G.(z)

oy

+

PV

C(2) =G, (2)- L(z) + G(2)- G, (2) [ R(e) - C(2)]

Portanto:

[1+G(2)- G, (2)]- C(2)

Considerando apenas a varia¢do na carga:

__ Gl9
O ew-a,m

Compensador ''Dead-beat"’

Sejam:
G.(2)= 0.0453-(z+0.905)
M (220905)(z— 0.819)
z—0905)(z- 03819
6. (2) = (=0909)z=0819)

00453 (z—1)(z+0.905)
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Dat:

G ( Z) .G ( Z) = 1

A c —1 /EI |§|\ [e] [e]
Em malha fechada:
r C

) _1 k " 0

R(Z) Z | >
Para a entrada degrau unitdrio:

R()=—= = (z)=—

z—1 z—1

Para o sistema ilustrado ao lado, tem-se: R(z) E(z) C(z)

M(z)= C(z)  G.(2)-G,(z) Ry G | G g

R(z) 1+G.(2)-G,(2)

O projeto ¢é caracterizado pelas seguintes
especificacdes:

e especificado um sinal de entrada, o sistema deve ter erro de regime nulo nos instantes de amostragem;
® 0 tempo para atingir o regime deve ser minimo;
e o controlador G.(z) deve ser fisicamente realizavel (o sistema deve ser causal)

Reescrevendo a Fungdo de Transferéncia, tem-se:
1 M(z)
G,() 1-M(2)

Gc (Z) =

O erro é dado por:

Seja:
Z , A -1 . N+1
R(Z) =———— onde A(z) € um polindbmio em 7" (entradas tipo #""").
1
N=1 : A(z)=1 :  degrau unitdrio
N=2 : A(z)= 7! rampa unitdria

Erro nulo por imposigdo:

m{e(kT)l%,@z[(l—z‘)-E&)]éfﬁz[(l—zl)-

AR)-[1- M(z)]] i
=
[1 — M(Z)] = (1 -7 )N . F(Z) onde F(z) é um polindmio em 7.

Portanto:

N

M(z)=1-(1-z")" - F(z) ou  |M(z)= S
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cuja equagdo caracteristica é:
zZ!=0 , p = N (devido a contribui¢do dos pélos introduzidos por F(z))
A relacdo entre o erro, a referéncia e F(z) pode ser reescrita como:
E(z)=A(z) F(z)
Isso representa a multiplicacio de dois polindmios em z’, o que significa que o erro nulo é atingido em um nimero

finito de periodos de amostragem (conseguido por imposi¢ao).

Realizabilidade fisica

A realizabilidade fisica do compensador significa que ele € um sistema causal.

Gp(2)=8,2" + 8z " ...
M(z) =mz "+ mkﬂz*(kﬂ) +...
Combinando as duas equagdes, vem:
1 M(z) mz "+ mk+1z_(k+l) +...

Gele)= A M)
¢ G,(z) 1- M(z) (g"z”’ + gmlzf(”“) +.. ) : (1 -mz "~ m,mz*(kﬂ) —.. )
Dai:

Gq(2) = d_ 7 a7y

k—n+1
Para impor a causalidade, deve-se ter:
k=>n

A tabela abaixo apresenta algumas fungdes M(z) candidatas para diversas entradas:

Entrada N M(z)

Degrau 1 1— (1 _ Z—l) . F(Z)
Rampa 2 1—(1—271)2'F(Z)
Paribola 3 1_(1_171)3 F(Z)

Em particular, para F(z) =1, tem-se:

Entrada N M(z)
Degrau 1 7!
Rampa 2 2771 — 72
Parabola 3 377 = 3272 + 273

-2
Exemplo: G, (z) = . Zi 2
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. l-z'=z? 7 -z
M(z)=z" = Glg)=—F5"— 7=
z -z z—1

Nesse caso o sistema tem mais zeros que polos, portanto é ndo causal.
-1 =2 -2 2
-z -z 27 z—z-1

7 1-z7%  72*-1

-2
M(z)=z7 = G.(2)
Agora sim, tem-se um sistema causal.

Compensador Dinamico por Imposicao de Pdlos

A imposicdo de pdélos em malha fechada pode ser alcancada utilizando-se um esquema como o indicado na figura
abaixo. Note que, além da conhecida realimentacio da saida do processo (K.(z)) existe, também, uma realimentagdo da
entrada da planta (K,(z)).

Escrevendo as Fungdes de Transferéncia do processo e das realimentacdes explicitando os polindmios, tem-se:

G(z)=M —>R(Z) > G(z) Cm:
al(z) +

K. ()= ’g((j)) K t?‘r K(o) |=

KL(Z) — nc(z)

d(2)
5(2) =7""+68,z"+..+5, (polindmio arbitrariamente estdvel)
n(z)=pB2"" + B0 +.. 48,

nc(z) = 71Zn71 + 72Z”72 +.. '+7n

Problema: determinar 7), (Z) e, (z) de modo que o sistema em malha fechada tenha Fun¢io de Transferéncia:

Clz) Dlz
G* ( Z) — L — ﬂ
Rz) a2)
Fazendo algumas manipulagdes, obtem-se:
R(z) C(z)
— —— > G (z) »>
+ + /\E
T K(z) |
K.(z) |
R(z) i _ C(z) _
+p 1+K ,(2) I o
K/(z) |

A Fungao de Transferéncia em malha fechada pode, entdo, ser obtida:
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C(2) G(z)

G*(z)= Rz) 1+K,(2)+G() K.(2)

Reescrevendo G'(z) utilizando os polindmios:

Portanto:
[7.(2)+ 8(z)] - a(2) + b(z)  7.(2) = 8(2) - ex(z)
Adicionalmente, vamos impor "erro de regime" nulo:
E(z)=R(z)-C(z)= [1 -G *(z)] ‘R(2)

Para entrada degrau:

e, :lim[z—_l-(l—G*(Z))‘L}ZO = G*(l):l
z—1 z Z_l

Com dedugdes andlogas para rampa, pardbola, etc.

Exemplo) Dado G(z) = ( ! 1) , projetar um compensador com realimentagdo de entrada e saida do processo, tal
Z\Z—
que:
K
G*(z)= e ldegrau)=0
(B= gy o (desra

e.(degrau)=0 = G*(1) -k . 1

- 1-(1-0.1)
Datf:
Os polindmios sdo, entao:

o(z)=2"-0lz

b(z)=09

a(z) =0.9-(z2 —z)

nu(z)=ﬂ12+132

71.(d)=72+7,

5(2) =z+0 » =2 (escolha arbitrdria)

A identidade polinomial é:

[7.(2)+8(2)]- a(z) +b(z) - 71.(2) = 8(2) - e(2)
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[Bi2+ B, +2]-09:(* —=2)+09-[y.z+7,]=2" - 012>
09-(1+8,)-22=09-(8,-1-B,)- 22 +09-(y, - B,) 2+ 09y, =z* - 0.1
Resolvendo a identidade:
09-(1+8,)=1 B,=0111
09-(8,-1-8,)=-01 B, =1
7 —B,=0 7, =1
7,=0 7,=0
Ou seja: R(z) Z ] C(z)
K (z)= 21zl T Lilz+1 [ | 2(z-1) >
u Z -




