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Uma proposta de E=mc2 no Ensino Médio
Material para o professor

Introdução


A compreensão da equação [image: image2.png]


 é tida por obrigatória nos cursos de introdução à teoria da relatividade, não só por ser uma relação fantástica e revolucionária, mas também por normalmente se constituir o primeiro contato, muitas vezes o único, que o público leigo possui com a teoria. A fama e o mistério a cerca deste assunto produz grande interesse à maioria dos alunos, mesmo entre aqueles que não têm afinidade com a Física. Deste modo, é interessante tentarmos utilizá-la com grande motivação capturando a atenção dos alunos ao mesmo tempo em que ensinamos os principais conceitos necessários para a sua compreensão.


A criação da famosa equação foi subsidiada por uma história e contexto científicos muito ricos, especialmente quando consideramos as diversas observações sobre o “especial comportamento da luz” nos 400 anos que antecederam a equação. A origem da equação está no último artigo que Einstein escreveu em 1905, conhecido como o ano miraculoso (Annus Mirabilis). Nesse ano, Einstein escreveu quatro artigos que marcaram a revolução que estava se apresentando à visão científica do mundo. 
· O primeiro artigo foi sobre os quanta
 de energia de Planck e o efeito fotoelétrico.
· O segundo foi sobre o movimento browniano e seu caráter estocástico (ou seja, provindo de fenômenos aleatórios)
· O terceiro introduziu a Relatividade Restrita e os dois postulados em que se baseia a teoria
· O quarto, intitulado A Inércia de um Corpo Depende de seu Conteúdo Energético?, deduziu a equação [image: image4.png]


. 

Einstein não fez a dedução de sua equação de uma única forma ao longo de seus trabalhos - escolhemos, deste modo, trilhar a mais simples que surgiu em 1946, perfeitamente acessível ao aluno do Ensino Médio. A dedução que foi escolhida permite aumentar a familiaridade com o assunto e maior argumentação também para o professor, mas indicamos além dessa, uma outra, mais formal, que pode ser obtida através do teorema Trabalho-Energia e Cálculo básico
. 

Atacando o problema

A situação é montada considerando um estudo com um corpo a partir do qual dois fótons idênticos são emitidos em sentidos opostos
 (veja figura 1 abaixo). 
Vamos observar que através da conservação do momento e dos postulados da Relatividade Restrita, chegaremos à equivalência entre massa e energia.

Vale lembrar que a radiação eletromagnética não possui massa, mas nem por isso deixa de ter momento linear, ou seja, ela causa impacto e respeita as leis de conservação de momento. Maxwell através de suas equações deduzidas classicamente, já previa a existência deste momento, mas experimentalmente isso só foi verificado pela primeira vez em 1901
.
Como vamos utilizar uma onda eletromagnética e o problema se utiliza do princípio de conservação da quantidade de movimento, devemos saber a expressão da quantidade de movimento relacionada e essa radiação. O momento associado a uma onda eletromagnética é dado por [image: image6.png]


 onde E é a energia da onda e c a velocidade da luz. Como em nossa situação hipotética, são dois fótons idênticos que serão emitidos, vamos considerar que a energia total eletromagnética do sistema está dividida em duas partes, assim a cada fóton estará associada a energia [image: image8.png]


.
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Referencial em repouso em relação à partícula

Sugerimos que se apresente o problema ao aluno como um experimento de pensamento explicitando nessa primeira etapa que a escolha de qualquer referencial inercial deverá produzir uma explicação fisicamente igual do fenômeno.


Iniciando pela análise da conservação do momento linear no referencial onde a partícula está em repouso, temos que ambos fótons são emitidos simultaneamente, resultando em momento nulo antes e depois da emissão (figura 1). Abaixo seguem as equações do momento para as duas dimensões X e Y e sua conservação se analisando os momentos lineares antes e depois da emissão no referencial em repouso.
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Nessa primeira etapa, o professor pode direcionar o olhar do aluno quanto às simetrias esperadas no problema. 

A primeira surge pela escolha dos referenciais para tratar o problema. A única diferença entre eles está no movimento da horizontal, ou seja, o valor do momento total na direção vertical não deve mudar por troca de referencial. Para não haver confusão, as grandezas descritas no referencial em movimento estão adicionadas de um apóstrofo.  
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A segunda simetria refere-se ao segundo postulado: 

“Qualquer raio de luz se move num sistema de coordenadas estacionário (referencial inercial) com determinada velocidade c, seja o raio emitido por um corpo estacionário ou em movimento.” Einstein 1905
 



É interessante que o aluno perceba que a simetria fundamental na relatividade é a constância da velocidade da luz. Graças a ela, uma forte relação existe entre todos os referenciais, inclusive, entre os referenciais não inerciais.


Uma terceira simetria a ser apresentada é a base desta dedução e está relacionada ao primeiro postulado:

“As leis que provocam mudança nos estados dos sistemas físicos não são afetadas, independentemente se essas mudanças de estado estão referidas a um ou outro de dois sistemas de coordenas que transladam em movimento uniforme.” Einstein 1905


Einstein postula que para qualquer um dos referenciais, a Natureza se mantém fiel às suas leis. A lei física preservada, nesse caso, é a da conservação do momento linear.
 Referencial em movimento em relação à partícula

Agora vamos analisar o mesmo fenômeno a partir de um referencial inercial se movendo para direita com velocidade v. Nessa situação o sistema é descrito como estivesse indo para a esquerda com velocidade –v. 


Pela figura 1 podemos observar que as componentes do momento linear dos fótons na direção vertical se anulam, contudo, na direção horizontal o momento não se anula para o referencial em movimento. Se cada fóton possui metade da energia eletromagnética do sistema, conforme definido anteriormente, temos que cada fóton possui componente horizontal [image: image18.png]Q'ysr=:

e



, assim.
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Sabendo-se que [image: image21.png]


, resta-nos apenas determinar o valor de [image: image23.png]sena.



 Usando o segundo postulado da Relatividade Restrita, que afirma que a velocidade da luz é constante e igual a c para qualquer referencial inercial, vemos que a componente horizontal da velocidade da luz é igual à velocidade da partícula. Semelhante ao problema do relógio de luz, temos
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Quando substituímos o seno na equação e aplicamos a lei de conservação do momento, uma coisa interessante acontece: uma incompatibilidade nos força a incluir o caráter relativístico ao problema.
Observe o sistema abaixo com cuidado.
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Veja que se resolvermos a igualdade de imediato, erroneamente concluiremos que [image: image28.png]


. Neste caso absurdo, estaríamos afirmando uma das duas situações:

· a equação é válida porque a energia dos fótons é igual a zero [image: image30.png]


. Mas isso é um absurdo já que os fótons podem ser detectados e possuem energia com certeza.

· a equação é válida porque a velocidade do referencial é nula v=0. Mas afirmar isso seria o mesmo que dizer que só existe um referencial no universo, o que evidentemente é também um absurdo.
· Uma última saída seria afirmar a proibição do fenômeno, ou seja, as equações mostrariam que ele não existe. Isso também não é verdade, uma vez que podemos utilizar evidências experimentais já consagradas. A aniquilação de um par elétron-pósitron é um caso muito parecido com o nosso problema. Nesse tipo de interação, toda a massa das duas partículas é convertida em radiação eletromagnética pela emissão de dois fótons em sentidos contrários. A emissão dupla é obrigatória para que o sistema mantenha a conservação de momento linear. O nosso caso, não há aniquilação, mas somente a emissão de radiação.

Para resolver o impasse, vamos observar os elementos presentes nas equações acima e tentar reinterpretar a equação.

a)
Se o fenômeno ocorre, então a energia [image: image32.png]Efstor



 dos fótons não pode ser nula.

b)
Pelo primeiro postulado da Relatividade Restrita, podemos com certeza descrever o fenômeno da conservação do momento de qualquer referencial inercial, ou seja, para qualquer [image: image34.png]v 0



. 
c)
O segundo postulado afirma que a velocidade da luz é uma constante, portanto não podemos sequer duvidar do valor c quando pensamos relativísticamente.  
O único elemento existente passível de dúvida e que poderia ser reinterpretado  para que a equação permaneça válida é a massa. Deste modo, vamos considerar que a massa da partícula não seja a mesma antes e depois da emissão. Reescrevemos, então, a equação das componentes horizontais.
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Ou seja, a energia do fóton [image: image40.png]Efstor



, que não possui massa, é igual à diferença da massa final pela massa inicial multiplicada pela velocidade da luz ao quadrado, ou seja, parte da massa efetivamente se transformou em energia eletromagnética e, no final, a massa 

Podemos generalizar [image: image42.png]Am



 como sendo a massa que se transformou ou passível de transformação, deste modo se chega a mais famosa equação já inventada pelo homem: 
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Vale observar que a massa da relação E=mc​2 é a massa (total ou parcial da partícula) que se transformou em energia E. Note que a massa e os fótons com e energia E não existem simultaneamente, ou seja, o que antes era massa da primeira partícula passa a ser energia do fóton depois do fenômeno. 


Inicialmente, é correto afirmar que o fóton é uma partícula, isso se encaixa em pelo menos duas das quatro principais interpretações da física quântica (estudadas em outro curso). Deve ficar claro ao aluno que todas as partículas possuem momento, a pesar de nem todas possuírem massa. É incoerente associar ao fóton o momento [image: image45.png]


 uma vez que o fóton não possui massa, seu o momento é dado por [image: image47.png]


. Partículas mássicas, por outro lado, quando clássicas (com v<<c) possuem momento dado por [image: image49.png]


, já as mássicas relativísticas (v~c) [image: image51.png]


. 

Uma das primeiras provas de que a equação de equivalência entre massa e energia é válida pode ser encontrada nos estudos sobre decaimentos radioativos feitos por Otto Hahn, Lise Meitner e Otto von Baeyer na Alemanha nazista. 

Lise Maitner, por ser austríaca, partiu fugida para o norte da Europa, mas mantendo contato com seus companheiro, continuou com a interpretação os resultados de seus experimentos. Verificando a diferença entre as massas de elementos radioativos em transmutação, chegou à compreensão de que a diferença entre as massas antes e depois desses fenômenos eram compatíveis com a equação de Einstein.

É importante que o professor saiba que essa dedução possui a limitação de ser válida somente para velocidades baixas (v<<c). Isso ocorre porque quando descrevemos os fenômenos em um e em outro referencial, utilizamos a expressão de momento linear clássica e não a relativística. 


O momento relativístico pode surgir de um problema parecido com o apresentado, contudo teríamos que utilizar as transformações de Lorentz aplicada em transformações para soma de velocidades chegando a
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Aos interessados, tal dedução pode ser encontrada no apêndice do livro Teoria do Eletromagnetismo, vol. II, 2 edição, editora UEPG escrito por Kleber Daum Machado. 

Considerações finais


O problema que trabalhamos aqui é um exemplo claro que como a matemática nos ajuda a explorar e compreender conceitos que muito rasamente, ou até erroneamente, seriam entendidos pelos alunos sem o seu uso.
 
Aderindo à idéia de que a matemática tem participação fundamental na estruturação do pensamento físico individual, acreditamos que muito pouco será conseguido se o aluno não utilizar ativamente a matemática em ao menos dois pontos da dedução: 


O primeiro é a determinação do momento linear horizontal no referencial em movimento, uma vez que o envolvido no segundo postulado é determinante para a compreensão de como aplicar as relações trigonométricas referentes á velocidade. Portanto um ponto importante onde a Física determina e modela a matemática a ser utilizada. 


A segunda é a resolução do absurdo que se chega quando consideramos válidos os dois postulados e a conservação de massa simultaneamente. A compreensão desse absurdo se deu quando nos apoiamos no modelo matemático que tínhamos em mãos. Conhecendo seus elementos e com domínio algébrico, pudemos detectar a fonte do absurdo e corrigi-lo. Chegando confiantes à relação massa-energia sobre a qual Einstein, originalmente, não possuía nenhuma comprovação experimental sendo guiado exclusivamente pela matemática. Portanto um momento importante onde a matemática descreveu a ocorrência de fenômenos não imaginados a princípio.


Outra sugestão tem a ver com um erro que o aluno pode cometer. 

O que será apresentado abaixo em hipótese alguma deve ser mostrado ao aluno, com o risco de que fique em sua memória “o como fazer errado” em detrimento da linha de raciocínio proposta. Como nossos argumentos são baseados na conservação do momento linear, o aluno pode estar inclinado a executar os seguintes procedimentos.

Não faça isso! O fóton é uma partícula, portanto a quantidade de movimento de uma partícula é [image: image54.png]


, assim para a luz [image: image56.png]


 logo a energia da luz é dada pela equação da energia cinética [image: image58.png]


 e como são dois fótons emitidos, então [image: image60.png]E =mc?



. 

Talvez esse parágrafo nos pareça absurdo, mas para o aluno que está iniciando contato com o assunto, pode parecer bem atraente. Caso o aluno inicie com algum destes argumentos é bom que o professor esteja preparado, lembrando jamais repetir a “demonstração” acima mesmo com intenção didática.

A parte mais atraente nessa “demonstração falsa” é a simplicidade. O aluno pode se inclinar a aceitar, consigo mesmo, que apesar de errônea a explicação é coerente. Troca assim o complexo percurso apresentado pelo professor por um mais fácil sem dar conta das consequências conceituais causadas em seu próprio modelo físico e de mundo. Além de um empobrecimento da visão proposta, o aluno cria um forte obstáculo às conexões entre os assuntos que já conhece sobre relatividade. Outro problema ocorre com o desenvolvimento de novos conceitos que não se estabelecem por falta de coerência com os elementos raciocinados incorretamente em momentos anteriores.

Um assunto um pouco mais conceitual, dedicado aos professores, gira em torno do conceito de massa relativística, a qual descordamos em abordar devido a diversos enganos conceituais que provocaram mesmo em grandes cientistas. Sobre esse assunto sugerimos a leitura do artigo Relatividade Restrita no Ensino Médio: Os conceitos de Massa-Energia em livros Didáticos de Física (nas referências). 
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Figura � SEQ Figura \* ARABIC �1� - Representação do sistema logo após  a emissão dos fótons em dois referenciais diferentes.








� Quantum significa quantidade elementar, nas quais, segundo a teoria do físico alemão Planck, devem considerar-se divididas certas grandezas tradicionalmente dadas como contínuas. Sendo diretamente do latim erudito, o plural de quantum é quanta e não quantuns. Adaptado do Dicionário Barsa da Língua Portuguesa Ilustrado, vol.2, 1982.


� Ver referencia [1]





� A pressão da radiação foi medida por Pyotr Lebedev, em 1901, na Rússia, e por Ernest Nichols e Gordon Hull nos Estados Unidos (usando uma balança de torção), cerca de 30 anos após Maxwell ter predito teoricamente sua existência. Extraído de ROCHA, J. F. M., O conceito de “campo” em sala de aula – uma abordagem histórico-conceitual, Revista Brasileira de Ensino de Física, v.31, n.1, 1604 (2009).


� (Tradução livre) “Any ray of light moves in the “stationary” system of co-ordinates with the determined velocity c, whether the ray be emitted by a stationary or by a moving body.” EINSTEIN, A. 


� (Tradução livre) “The laws by which the states of physical systems undergo change are not affected, whether these changes of state be referred to the one or the other of two systems of co-ordinates in uniform translatory motion.” EINSTEIN, A.
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