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Capitulo 1

Distribuicao de Maxwell de
velocidades

O modelo para o gas ideal, constituido de particulas que nao interagem e com
movimento aleatério, como vimos, funciona muito bem, isto é, consegue descrever
duas propriedades distintas de gases reais, o calor especifico e a relacao entre
pressao, volume e temperatura. Coloca-se entao a questao: como sao distribuidas
as velocidades das particulas, isto é, que velocidades estao presentes, quais sao
mais frequentes e etc?

Foi Maxwell (o grande criador das equacoes que descrevem o eletromag-
netismo) que se preocupou com esta questdao. Aparentemente, retirou a ideia da
estatistica aplicada a problemas sociais. A “curva normal” descreveria a distri-
buicao dos homens em torno do “homem médio”, por exemplo para a altura:

freq

—

Y= 170 altura y(m)

Esta curva é representada na matematica, pela funcao:

f(y) = Cexp[—aly — 7)’] (1.1)

Maxwell vai adotar a mesma funcao para descrever as frequéncias de
moléculas com diferentes velocidades, a partir do seguinte raciocinio fisico:



e a probabilidade de encontrar moléculas com velocidade ¢ deve ser igual a
probabilidade de encontrar moléculas com velocidade —4, isto é, p(v) =

p(=17).

e a probabilidade de encontrar uma molécula com certa componente v, é
independente da probabilidade da componente v, ou v,, isto é, p(v) =

P2, vy, 0.) = p(02)p(0,)p(02), o1 sefa, p(v,), p(vy) e p(v.) 2o probabilida-
des independentes.

Estas duas propriedades sao satisfeitas pela funcao gaussiana

P(0) = p(vg, vy, 0,) = Ae WD) = Ae=o  (Verifique!) (1.2)

Mas qual o significado dos parametros A e a? Para estar de acordo com

a teoria cinética, esta distribuicao de probabilidades deve levar a uma energia

cinética das moléculas proporcional a temperatura, isto é, (Fe;,) = %nRT . Entao,
para 1 mol de gas:

(¥ 3
Nym——- = =-RT 1.
A= 2R (1.3)

Onde N4 é o numero de Avogadro. Mas,

(v?) = - dv - dv - dv,v* 14
- xT Y z p(Um,’Uy,'UZ) ( ° )

Além disto, a probabilidade deve estar normalizada:

+o0 +o0o +o0
/ dvm/ dvy/ dv,p(vg, vy, v,) =1 (1.5)

Para realizar estes calculos, vamos nos deparar com integrais do tipo:

—+00 T
L = / exp [—ax?]dr = | — (1.6)
a

—00

I = /_+oo 2% exp [—az?]dr = VT (1.7)

- 20v3/2

A resolucao destas integrais podem ser encontradas no apéndice Al. Po-
demos agora retornar a fisica: qual o significado dos parametros A e o que com-
parecem na probabilidade de Maxwell para a distribuicao dasa velocidades das
moléculas do gas?



Iniciaremos pela da normalizacao, eq. 1.5:

+oo +oo —+00
1= / / / Jo. =02 g—ov? g—an?
- 2€

32 (1.8)
_A(/ du,e ai) = A(L)® = A. (—)
o Q@
Assim, temos que
3/2
A (g) —1 (1.9)
e portanto,
—3/2
A= (E> (1.10)
Q@
Vamos reunir as equacoes 1.3 e 1.4:
+oo
= / / dv, Ae™ U (0] o) o)
oo . 2
=A / dvxv e~ / dvye™ oy / dv,e” %
_—l—oo +00 ) _—i:o )
_—T—Ooo ) _-T-Ooo ) —l—;oOO )
+ A / dvge” = / dv,e™ / dv,vie v
3RT
N mNA

Identificando I; e I5, temos:

() = 3A.LILI, = 3.A Z;Q\[\[ o (1.12)

Usando a ultima igualdade da eq 1.11
3  3RT

200 mNy

(1.13)

Isto rende:



m

2T+~
Vamos definir kg = ]\% (constante de Boltzmann).
Usando as equacoes 1.14 e 1.10 , podemos substituir A e o em 1.2:
kT ~*/? mu?
) = — 1.15
o) = () e (<5 (1.15)

A distribuicao de probabilidades p() que obtivemos descreve a probabi-
lidade p(v)dv,dv,dv, de encontrarmos uma molécula com determinada veloci-
dade vetorial (v,,v,,v,). Gostarfamos de encontrar a probabilidade de encon-
trar moléculas com velocidade de mddulo v, independente da direcao. Isto é,
gostariamos de encontrar a probabilidade do "evento composto- velocidade de
modulo v - sabendo qual a probabilidade do evento simples - velocidade vetorial
v. De acordo com as propriedades das probabilidades, a probabilidade do evento
composto é dada pela soma das probabilidades dos eventos simples. Nesse caso,
devemos somar p(v)dv,dv,dv, para todos os vetores (vy, vy, v,) que obedecem a
relagao v + UZ +v? = v% Mostre que isto da

21k ? 2
p(v) = 4mv? ( ﬂmB ) exp (_QTZZT) (1.16)

A distribuicao de probabilidades p(v) esta representada na figura abaixo.
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Note que a “largura” da gaussiana depende da temperatura, isto é, quanto
maior a temperatura, mais provavel é de encontrarmos velocidades grandes, mas
também pequenas!



Capitulo 2

Distribuicao de
Maxwell-Boltzmann

Analisamos no capitulo anterior a distribuicao de velocidades proposta por Max-
well. Podemos reinterpretar a expressao 1.16, dizendo que a probabilidade de
encontrar moléculas com um determinado vetor velocidade v, de componentes
(vg,vy,v,) € proporcional a exponencial da energia cinética dividida por kgT,

2 _
P(Vg, Uy, V) X €Xp <_QTZ;}T) = exp <_ ]:;Z%) (2.1)

onde €., = energia cinética da molécula.

isto é:

Mas note que a descricao mecanica de N moléculas de gés deve incluir,
além da velocidade, também a posicao. Isto é, para descrevermos um conjunto de
N moléculas, do ponto de vista da mecanica, precisamos dizer qual é a posicao
7 = (x,y,2) e qual é a velocidade ¥ = (v;,vy,v,) de cada molécula. Como
esta tarefa é impossivel, j4 que em um litro de gds temos da ordem de 10?2

moléculas, é que surgiu a mecanica estatistica, em que se propoem probabilidades

para velocidades e posicoes. De posse destas probabilidades, podemos calcular
propriedades mecanicas médias.

Jé& introduzimos a distribui¢ao de probabilidades para as velocidades. Ago-
ra, vamos introduzir a distribuicao de posicoes através do modelo de Boltzmann
para a atmosfera.

2.1 Modelo de Boltzmann para a atmosfera

Sabemos que a densidade do ar diminui com a altura (a respiragao torna-se mais
dificil quanto estamos no topo de montanhas altas, como Andes ou Himalaia).
Vamos deduzir uma férmula matemética para a densidade de um gas como funcao



da altura, considerando o seguinte modelo:
e A temperatura do gas ¢é independente da altura (e portanto constante).
e O gds se comporta como ideal (isto é, obedece pV = nRT)

Vamos analisar o equilibrio mecanico de uma pequena porcao deste gas,
localizada a uma altura h. Por simplicidade, vamos imaginar um volume cubico,
de lado Ah, que contém N (h) moléculas. O peso deste cubo (isto é, das moléculas
de gés contidas no cubo) é contra-balanceado pela diferenga de pressao nas suas

superficies superior e inferior:
Se a massa de cada molécula é m, temos:

N(h)mg = [p(h) — p(h + Ah)].(Ah)? (2.2)

(Figura)

Vamos agora utilizar as duas hipdéteses que definem o modelo:

_ nRT  N(h)RT,

) = "5 = (2.3
com Ty = constante.
Substituindo na expressao acima e usando kg = N/N,4, obtemos:
N(h)mg _ [N(h) — N(h+ Ah)] kgTy (2.4)
(Ah)? (Ah)? (Ah) '
N(h)

Observe que - representa a densidade numeérica de moléculas no volume

(4h)
ctibico (Ah)? localizado na altura h. Vamos determinar esta densidade por p(h) =
(Ji(hh))a Entao:

kT Ap  mgp(h)

phymg = =[p(h + Ah) = p(h)] =~ — 7 = knTo

Tomando agora um cubo de lado infinitesimal, e separando as varidveis,

(2.5)

podemos integrar esta equacao:

dp mgdh

R (2.6)
p(h) dp _myg h

/p(h=o) p ks /o " (27)

tnlp(h) ~ tnlp(h = 0)) = — 72 28)

kgTh



Portanto,

p(h) = plh = 0) exp (—,Z;? ) (2.9)

Esta é a expressao matematica da densidade numérica como fungao da
altura para o nosso modelo.

Podemos relacionar a densidade de moléculas com a probabilidade de en-
contrar moléculas de gas a uma certa altura. Veja o exemplo a seguir: a figura
2.1 a seguir representa duas caixas,com 6 compartimentos cada uma.

Na primeira, ha 2 bolas, na segunda ha 4 bolas. Poderiamos dizer que a
“densidade” de bolas na 1* caixa é 2/9 e a da 2, é o dobro, 4/9, se definirmos
“densidade” como n° de bolas por volume da caixa, e o volume da caixa é o
nimero de compartimentos multiplicado pelo volume de um compartimento. Mas
se perguntarmos, qual a probabilidade de encontrarmos um compartimento cheio
(com uma bola), esta serd 2/9 e 4/9, respectivamente, para as duas caixas.

Assim, probabilidade de encontrarmos particulas em uma certa regiao do
espaco é proporcional a densidade de particulas naquela regiao do espago. Escre-
vemos, que a probabilidade de encontrar moléculas em um certo ponto do espaco,
no modelo discutido acima é dado por, fazendo h — z:

bl o plovs.2) = plz = 0)exp (107 ) (2.10)

Assim, a probabilidade independe da posigdo no plano horizontal (co-
ordenadas z e y), mas varia com a altura z. Observe que mgz é a energia
potencial gravitacional da molécula. Por isso, podemos escrever também que

Epot
p(z,y, z) o exp (——kBTO>-
Esta tultima relagao veio provar-se muito mais geral do que o modelo ao

qual acabamos de associd-la. Se reunimos a probabilidade em relacao ao espago
p(r" = (z,y,2)) a probabilidade em relagao as velocidades, p(v = (v, vy, v,)),
obtemos a chamada distribuicao de probabilidades de Maxwell-Boltzmann:

PIF = (2., 2): = (v, v,,0,)] o exp | — 22 oot (2.11)
kT



Em que €., € €yt Sa0 as energias cinéticas e potencial da molécula. A
expressao acima ganha formulagao muito mais geral, valida para qualquer sistema
classico (n@o-quantico), na teoria chamada mecanica estatistica. A partir dela

pode ser calculadas propriedades de modelos muito variados, sélidos, liquidos ou
gases, e propriedades mecanicas, elétricas, magnéticas e outras.

2.1.1 Exemplo: capacidade térmica dos sélidos

Muitos sélidos apresentam, em temperaturas préximas da ambiente, um calor
especifico molar de 3R (R = constante dos gases). Um modelo possivel para um
solido é constituido de um sistema de N particulas ligadas as suas posicoes de
equilibrio através de “molas”:

Cada particula tem energia mecanica (¢ = imw? + $kr?), onde ¢ =
(Vg,vy,v,) € T = (2,y,2). Note que as moléculas mudam sua posigoes e velo-
cidades continuamente, mas podemos calcular uma energia média. De acordo
com a distribuicao de Maxwell-Boltzmann, para este modelo, as velocidades e
posicoes téem uma distribuicao de probabilidades dada por:

p(7,T) o exp <—7€Ci’};; p(’t)
o (2.12)
mu; 4+ mv; +mu? 4 ka? 4 ky? + k2? '
P 2kpT

Portanto, podemos calcular a energia média por molécula, (¢), de maneira
analoga a . g;.p(e;):

2 2 2 2 2 2
(5):/dx/dy/dz/d%/dvy/dvz<m2%+m;y+m2vz+k; +%+ki

mu? -+ muy + mu? + kx® + ky? 4 k2?
Aexp | — ST

(2.13)
Esta é uma soma de 6 integrais multiplas. Vamos analisar o primeiro termo
da soma: verificaremos que o resultado é bastante simples, apesar da aparéncia
de complexidade da integral.
- 1° termo:



mu? m mu? mu?
A | d 2 o T d _ Y
< 2 > 2 / ”xvxeXp< er )/ ”yeXp< QkBT)
mu? kx?
_ z _ 2.14
/dvz exp< QkBT) /dxexp( QkBT) (2.14)
ky? k22
/dyexp <_2kBT) /dzexp <_2kBT)

Para resolver o primeiro termo vamos usar a integral I, e para resolver os

outros termos vamos usar a integral I; (ver apéndice Al).
Com isto temos:

9 2 3
mu;\ _m o, | 27 . 1 2m 2m (2.15)

Portanto,

2 3/2 3/2
mu,\ _ ksl (2 - (2.16)
2 2 mkpT kT

Falta calcular a “constante” A. Como sempre, ela sai da normalizacao da

probabilidade, ou seja, Y. p; = 1, que, neste caso, escreve-se:

/.../dx_dy_dz.dvx.dvy.dvz/lexp (_m(vx vy +02) + k(2 + Y’ + 2 )) —1

2kgT
(2.17)
Novamente utilizamos a integral I; e obtemos:
or \ 32 or 32
A. =1 2.18
(wr) (ior) 219
Isolando A e substituindo na eq. 2.15, finalmente temos:
mu? kT
)= — 2.19
(") =" (2.19
O célculo das outras 5 integrais é inteiramente analogo, e assim, obtemos
kgT
(e) = 6% = 3kpT (2.20)

para a energia média por molécula. A energia média do sélido de N molécu-




las é (E) = N (¢) = 3NkgT. Podemos escrever em termos do nimero de mols,
n = N/Ny, onde Ny = 6.10%, ¢ kg = R/N:

R
(B) = 3N.Na T = 3nRT (2.21)

O calor especifico a volume constante por mol, para o modelo, é:

1 1 1 1 T
co L (AQY _ L (dUxpdVy LdU LdGnRT) g0 g g
n\dl'), n dT v ndl' n dT

Este é o valor experimental, para varios solidos, em temperatura ambiente.
O que demonstra o interesse do modelo.



Capitulo 3
Equiparticao da energia

Nos dois sistemas-modelo que analisamos até aqui, o gas ideal monoatomico e o
“solido de molas”, a energia por molécula se reparte entre os 3 termos de energia
cinética, no 1° caso, ou entre os 6 termos, (3) de energia cinética e (3) energia
potencial eldstica, no caso do sélido. O calor especifico molar é %R, para o
géas, e 3R, para o sélido. Assim, para aquecer o gas de 1K precisamos fornecer
%R, de energia (mantendo o volume constante), ao passo que para aquecer o
solido, precisamos fornecer o dobro desta energia. A energia fornecida se reparte
entre os incrementos de velocidade nas 3 dire¢oes coordenadas (v, vy, v,), para
0 gas, e entre os incrementos de velocidades nas 3 diregoes coordenadas e de
energia potencial, também dependente de 3 coordenadas (z,y, z), para o gés.
Poderiamos generalizar, a partir destes dois modelos, e dizer que é preciso fornecer
R/2 de energia, por mol, para cada “grau de liberdade” - vamos ver que “grau
de liberdade” significa, aqui, cada termo quadratico na energia da molécula.
Pode-se formular entao o seguinte teorema: se a energia por molécula
de um sistema contém f termos quadraticos em suas coordenadas de posicao e
velocidade, entao a energia média do sistema sera dada por:
<E>:kaBTT:nNAkaTT:n.f% (3.1)

Este teorema é verdadeiro se a distribuicao de probabilidades para posi¢oes
e velocidades for dada pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann.

Prova

e A energia por molécula é quadratica nas varidveis posicao e velocidade,

portanto
/

e=Y au} (3.2)

i=1

13



“elastica”

para os seus 3 atomos.

onde x; - componente de velocidade ou posicao;

e A energia média por molécula é

f
g) = /d:pl.../d:praix?.p(:pl,xg,...,x
i=1

e Calculo de (z7):

(22) = A/da; exp( kBT)/ /dxlea;p< ‘;‘ﬁ)

1 Q1T
dx;_jexp ( #) dx; i 1exp ( g) ..dzexp (—

kgT

k?BT\/ﬂ'k?BT 7T]€BT /WkBT

. k’BT A Wk?BT Wk?BT
2 V. oau T\ ay

TV
=1, devido a normalizagao

Portanto,

(@) =

20(2‘

Substituindo o resultado acima na equagao 3.3, temos que:

T kpT kpT
SR I D

i=1

como queriamos demonstrar.

Exemplos:

kgT

2

f
= Z o (2
i=1

afxfc
kT

(i) - moléculas diatomicas, como Hs, Oy, Ny - um modelo possivel é que

(oscilacao ao longo do eixo da molécula).
quadraticos. Portanto, (¢) =
IR (veja aula-trabalho 2).

cada molécula tem 6 termos de energia cinética e um termo de energia potencial
Sao portanto, 7 termos
%kBT, o que faria o calor especifico molar igual a

(7i) - moléculas triatomicas, como o COq, possuem 4 modos de vibragao

Qualquer movimento interno de molécula é uma com-



binacao destes 4 modos. A cada modo podemos associar um termo de energia
cinética e um termo de energia elastica. Sao portanto 8 termos quadraticos devido
a vibragao da molécula. Além disso, ha 3 termos quadraticos devido a translagao
CM (centro de Massa) - energia cinética - e 3 termos quadraticos devido a rotagao
em torno do CM. Sao ao todo 8 4+ 3 4+ 3 = 14 termos, o que faz a energia média
por molécula (e) = 2kpT = TkpT.

Na figura abaixo estao representados os calores especificos a volume cons-

tante de varios gases diatomicos e do COs.Ver: fiqguemseomodeloqueadotamosparaestesgaseséun

c,, cal mole” deg™

T T

00g
|

000!

713 “dy ‘Y

008|




Capitulo 4

(Gases reais

Gases reais s6 apresentam o comportamento chamado ideal, dado por pV = nRT,
em pressao e temperatura proximas da ambiente. Os primeiros experimentos, do
séc. XVII, foram feitos nestas condigoes e por isso acreditava-se que se manteria
também em outras condigoes, ja que parecia ser uma condi¢ao universal, obede-
cida por todos os gases. SO mais tarde é que ficou claro que a “lei geral dos gases”
era mais restrita (veja aula-trabalho 1).

O modelo de gas ideal, ou teoria cinética, ajuda-nos a pensar porque a
relacao pV = nRT pode deixar de ser valida. No contexto do modelo, ela surge
a partir da hipétese de que as moléculas nao interagem entre si. Portanto, in-

teracoes devem modificar este comportamento, do ponto de vista tedrico. Atragao
entre as moléculas deve produzir uma pressao menor do que a do gas ideal (nas
mesmas condigoes de densidade n/V e temperatura T), ao passo que a repulsao
deve resultar em uma pressao maior do que a do gas ideal, nas mesmas condigoes.

A atracdo e a repulsao devem manifestar-se para pressoes maiores, pois
pressoes maiores significam densidades maiores, maior proximidade das moléculas
umas das outras.

4.1 Interacoes

A figura 7?7 representa a energia de interacao entre as moléculas. Se as moléculas
se aproximam demais, as “nuvens eletronicas” se repelem, e a forca é repulsiva.
Se ultrapassam uma certa distancia (dp), a forga torna-se atrativa. Esta é a forga
que propicia a formagao de fases condensadas, liquida e sélida.

(Figura)

A origem desta forca é mais complexa, mas pode-se compreende-la pen-
sando numa atracao entre dipolos induzidos (cada dtomo pode transformar-se
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em dipolo, devido as cargas presentes no atomo vizinho, e assim, ambos “dipolos
induzidos” se atraem.

Questao. Utilize a densidade da dgua (1g/cm?) e a densidade do gds ideal
para comparar as distancias médias entre moléculas nas fases liquidas e gasosa.

Pressoes altas diminuem a distancia média entre moléculas. No entanto,
se as moléculas tém energia cinética alta, em altas temperaturas, esta distancia
aumenta.

E este potencial que explica a existéncia de diagramas pxT' e pxV, como
os representados nas figuras 7?7 e 77

nR

Fica claro que o gas ideal, com isotermas dadas por p = TT, é incapaz de

explicar os diagramas ao lado.

Questao. Identifique pontos correspondentes nos 2 diagramas para uma
transformagao a p constante. Utilize (p1 < p. e p2 < pe). Discuta a diferenca
entre os 2 casos.

Como incluir interagdes no modelo de gas? No modelo cinético pudemos
calcular exatamente a pressao do sistema. Quando incluimos interacoes, torna-se
muito mais dificil, senao impossivel, fazer um célculo exato. Dessa forma, fre-
quentemente utiliza-se uma equacao para a pressao proposta por Van der Walls
ao final do séc. XIX, a partir de argumentos qualitativos:

- efeito das forcas repulsivas - um dos efeitos da repulsao entre nuvens

eletronicas é introduzir uma limitacao do tamanho do percurso feito pelas molé-
culas. Em nosso modelo, versao simples, teriamos o comprimento L percorrido
pelas moléculas diminuindo para (L — nLd?), onde n é a densidade volumétrica

N 6 d o didmetro da molécula. Isto é, L — (L — N(g—z)) Van der Walls inclui

L
este efeito, substituindo “com as maos” a pressao do gas ideal p;y = % por

__ _nRT
Pvw = y-Np
- efeito das forcas atrativas - Se as moléculas se atraem entre si, seu movi-

> p;q, onde b seria “algo” relacionado com o diametro das moléculas.

mento em direcao a parede nao é livre, elas “freiam”, com uma forca que depende
da densidade das moléculas (densidade alta «»> muitas moléculas “préximas” para
o efeito “freio”; densidade baixa <> poucas moléculas exercem o efeito “freio”).
Podemos imaginar que cada molécula que se dirige na direcao da parede é “pu-
xada para tras” por Nng moléculas, onde dy é a distancia média de atuacao da
forga de atracao. Como este efeito deve agir sobre N/3 moléculas da diregao per-

pendicular a parede, a pressao sofre um efeito (o — N72) Van der Walls propoe,



com argumentos desta natureza, substituir p;; por (piq — ), onde a estaria

a
V2I/N2
relacionado com a intensidade da forga atrativa, que é diferente para o oxigénio
e o hidrogénio, por exemplo.

A equagao de Van der Waals, reunindo-se os 2 efeitos, é dada por:

RT a
= - — 4.1
P=mp (4.1)

para v = V/N, volume por mol do gas.

Observagoes:

A pressao de Van der Waals pode ser maior ou menor do que a pressao
do gas ideal, sob as mesmas condicoes de temperatura e densidade. Para tem-
peraturas altas, o primeiro termo ganha importancia em relacao ao segundo, e
Pow > Piq- Para temperaturas baixas, o segundo termo fica mais importante que
0 Primeiro e Py < pia. B 0 que esperarfamos fisicamente, ja que em temperaturas
mais baixas a forca de atracao “exerce seu efeito”, enquanto que em temperaturas
mais altas, as velocidades mais altas das moléculas “fazem aparecer” a repulsao
entre moléculas. Pode-se ver isto matematicamente expandindo-se em série de
Taylor o primeiro termo da pressao.

Usando:

( ! )—>(1+x) (4.2)

podemos escrever:

RT a T b a RT 1
e 1 M GRT —a)— 4,
b v(l=2%) 2w ( * ) v w + (bR a)v2 (43)

v
O sinal positivo (bRT > a) ocorre para temperaturas altas e o negativo
(bRT < a)para temperaturas baixas.
A equacao de Van der Waals permite que o sistema apresente sob a
mesma pressao e temperatura, volumes diferentes. Esta é uma caracteristica

das transicoes gas-liquido. Esta caracteristica explica o sucesso da equacao de

Van der Waals.



Apéndice matematico (A1)

Neste apéndice vamos descrever como resolver integrais I; e I que sao bastante
utilizadas neste curso:

I, = /dx exp [—ax?] (4.4)

—00

400
I = /daz.x2 exp [—ax?] (4.5)

—00

(i) Calculo de I;

O “truque” para calcular I; é o seguinte:

e escrever I7

+o0 400
I? = / dx exp [—ax?] / dz exp [—ax?]
+oo +o0
= / dx exp [—ax?] / dy exp [—ay?] (4.6)

+o0
—00

e utilizar coordenadas polares

+o0o
dx / dy exp [—a(2® 4+ y?)]

Esta é uma integral dupla no plano x-y. Integrar significa “multiplicar” o
valor da fungao f(z,y) para cada ponto no plano (z,y) pela area do “quadradinho”
dxdy, e depois somar todos os produtos.
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Como a funcao que queremos calcular é a mesma para todos os pontos

de uma circunferéncia de raio R, com R? = 2 + y?, em vez de calcular o pro-

duto f(xo,yo)dxdy para cada quadradinho, calculamos de uma sé vez o produto

f(Ro) .27TROdR0.
Entao,

S° flaoyo)dady = > f(Ro).2mRodRy

0,40 raio=Ry

Onde a segunda soma ¢ sobre todos os circulos de raio Ry

Assim,
+00 +o0 [ee]
/dx/dy.eo‘(x2+y2) :/QWROeO‘R%dRO
—00 —00 0
[ —2aRpe—o
- / —2afoe™™
—«
0
- —QOzROe’O‘RngO =
—« «
0
Portanto,
s
==
LY
e
—+00
L = /eom2 = E
«

(i) Calculo de Iy:
O célculo de I, pode ser feito por partes:

/u.dv = U — /v.du

(4.7)

(4.9)

(4.10)

(4.11)



_ xe—aaﬂde 400 B /‘ e~ i
S~ 20 I —2a ~~ (4.12)

Portanto,

L=—1I=—]|- (4.13)



