Logaritmos
Definicéo

Podemos resolver algumas equacOGes exponenciais utilizando propriedades de
potenciacéo e fatoracdo, como no exemplo abaixo.

2 =16

Devemos determinar o valor de x que satisfaca a igualdade, e fatorando o nimero 16
obtemos que 2* =2*, portanto, x =4 .

Porém, ha casos em que o valor de x ndo € um ndmero inteiro, como no caso abaixo.
2 =10

Podemos afirmar que 3< x <4 e também que x é um namero irracional, portanto, para
determinarmos seu valor mais aproximado devemos utilizar o conceito de logaritmo, ou
seja, para encontrar o valor de x devemos calcular o logaritmo de 10 na base 2.

log,10 = x
No exemplo acima dizemos que 2 é a base, 10 é o logaritmando e x é o logaritmo.

Observacdo: Quando a base é 10, por convencdo, omitimos a mesma, ou seja,
log,,2=1log2 .

Agora, entdo, podemos representar o logaritmo em sua forma geral.
log,a=c<b°=a
Restricles e condicdes da definicéo
1. Temosque a>0,b>0eb=1.
2. Por definicéo, temos que 0° =1, mas 0% =0 para qualquer a.> 0.
3. Se b=1, a=1 para qualquer valor de ¢
4. Se a=1, ¢c=0 paraqualquer valor de b.
5. Se a=Db,entdo c=1.

Vocé pode comprovar essas condigdes e restricdes como um exercicio.



Exercicio

Calcule, aplicando a definicdo de logaritmo:

1
a) Ioggé b)  logs625 ©)  10gou10 ) log,

f) log, ¥16  q) log,39 h)  log,~2 i) log,,, /10
2 3

Propriedades
Sabemos calcular os seguintes logaritmos, e obtemos que:
logl0 =1, logl00 =2, logl000 =3 e logl00000 =5
Olhando para o resultado acima vemos que:
10g(100.1000) = log(100000) =5 = 2+ 3 =10g100 + log1000
ou seja, obtemos que:
1og(100000) = log100 + log1000
Mas podemos observar também que:

Iog(%) =1log(10) =1=3-2=10g1000 - log100

Porém, podemos observar também que:
log(10?) = log(100) = 2 = 2-1 = 2log(10)
Sera que podemos generalizar esses resultados?

Se sabemos que:

log,a=c (1)
)

b°=a )

log,d=e (3)
)

b =d (4)

e)

)

log ;27

log, 316



log,(ad)=f (5)
)
b" =ad (6)
Substituindo (2) e (4) em (6), obtemos que:
b =b®-b® = f =ce (7)

e agora substituindo (1), (3) e (5) em (7), obtemos que a primeira propriedade dos
logaritmos, que é chamada de Logaritmo do Produto, € dada por:

log,(a-d)=1log, a+log, d

Agora consideramos o seguinte logaritmo:

Iogb(ij - g ®)

d
)
a
b =— 9
g (9)
Substituindo (2) e (4) em (9), obtemos que:
b®=—=g9g=c-e (10)

be

E agora substituindo (1), (3) e (8) em (10), obtemos que a segunda propriedade dos
logaritmos, que é chamada de Logaritmo do Quociente, é dada por:

Iogb(gj =log,a—log, d

E por ultimo podemos calcular o seguinte logaritmo:

log, (a") = x (11)
0
b*=a" (12)



Substituindo (2) em (12), obtemos que:
b =) = x=c-h (13)

E agora substituindo (1) e (11) em (13), obtemos a terceira propriedade dos logaritmos,
que é chamada de Logaritmo da Poténcia, que é dada por:

log, (@")=h-log, a

Os trés resultados acima representam propriedades importantes dos logaritmos.
Exercicios
Usando as propriedades operatdrias dos logaritmos, calcule:

a) log5(125-625) b log, 16/8 813 1
° ) 9. c) log, i/é_ d) |092ﬁ§

Determine o valor de x para que existam os logaritmos.

)  logy(4x-1) 1) log,.y2 @) log, (x+1) h)  log, , (x-3)

Mudanca de base

As propriedades dos logaritmos apresentadas acima sdo validas somente para
logaritmos de mesma base, e por isso é importante que saibamos mudar a base de um
logaritmo.

Sabemos que:

log,a=c (14)

b=a (15)

log,a=e (16)

d*=a @an



Das equac0es (15) e (17):

b® =d°® (18)
Também sabemos que:
log,b="f (19)
g
d' =b (20)

Substituindo a equacédo (20) em (18), obtemos:
(d'f=d=d°=d* = fc=e (21)

Substituindo as equaces (14), (16) e (19) na equacdo (21), obtemos a mudanca de base
do logaritmo.

log,b-log,a=1log, a

g
.-
Exercicios
Sendo log2=x e log3 =y, calcule:
a) log, 432 b) log, 20 c) log, 500
d) log, 540 e) log, 72 f) log,, 45

Logaritmo natural

Vamos considerar a série infinita abaixo:

2 3 X4 XS X6

f(x)=1+x+x—+—+—+—+—-~
20 31 4 5 @

Se calcularmos o valor da funcéo para x =1, obtemos:

f(l):1+1+£+1+i+i+i“-22,718
2 6 24 120 720



Podemos reconhecer esse nUmero como uma constante muito famosa, o nimero de

Euler. Usualmente representamos essa funcdo como e*, ou seja, 0 nimero de Euler
elevado a x.

Essa funcdo tem outra propriedade bem interessante. Se derivarmos essa funcdo em
relacdo a x, obtemos:
df (x) x> x¥ x' x

=0+1+ X+ —+—+—+ = f(X)
dx 273 4 s

Ou seja, essa fungdo é igual a sua derivada, e podemos escrever entdo que:

der _
dx

X

e

Existe um logaritmo muito especial que é o chamado Logaritmo Natural (ou
Neperiano), onde ele tem como base o Numero de Euler. Sua representacdo é feita da
seguinte forma:

N2=x=e*=2

As propriedades dos logaritmos continuam sendo validas para esse caso e ele sera
utilizado com muita freqtiéncia em disciplinas posteriores.



