Curso de Licenciatura em Fisica

Grupo de Apoio Maio/2011

1. Matrizes

Defini¢oes

Matrizes sao agrupamentos retangulares de elementos que podem ser localizados a partir de
um namero [ correspondente a uma linha e de um numero j correspondente a uma coluna. Uma
matriz é parecida com uma malha quadriculada onde cada posigao, definida por esses nimeros da
linha e da coluna, guarda um elemento.

0 5

3|2

Figura 1. llustracdo de uma matriz, com identificacdo dos nimeros de linha e coluna.

Na ilustragdo acima, os numeros das linhas e das colunas estao nos quadrados em cinza,
enquanto os elementos da matriz estdo nos quadrados brancos. Por exemplo, o elemento que estd na
linhai = 1 e na coluna j = 2 é o elemento a1, = 5 — usa-se a letra 2 mintscula com os nimeros de
linha e coluna subscritos para identificar um elemento da matriz, de modo que um elemento
qualquer da matriz é @;jonde i = 1 e j = 1. Agora, responda vocé: Quanto vale o elemento a,4?

A representacao da figura 1 ¢ atil para compreender a estrutura de uma matriz, mas essa nao ¢é
a representacado matematica de uma matriz. A forma com que a apresentamos normalmente é

Azxz = [g g

Do lado esquerdo da igualdade acima, identificamos a matriz pelo simbolo A,x,, que se lé, matriz A
2 por 2. Normalmente, usam-se letras maiusculas para identificar as matrizes e os numeros
subscritos, que sio opcionais, indicam respectivamente o nimero de linhas e de colunas da matriz. A
matriz de nosso exemplo possui duas linhas e duas colunas; se fosse uma matriz com 5 linhas e 3

colunas, teriamos uma matriz Bgys.
A identificagao dos elementos da matriz A,y fica:
a;1 = 0, clemento da linha 1 e coluna 1.

aq, = 5, elemento da linha 1 e coluna 2.
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a,1 = 3,clemento da linha 2 e coluna 1.
a,, = 2, elemento da linha 2 e coluna 2.

Assim, os elementos de uma matriz qualquer de m linhas e n colunas sao representados por:

a1 QA2 0 Qup

A Az1 Q21 Qzp
mxn — . . . .

Am1 Amz2 *° Amn

Matrizes especiais
Considere uma mattiz Ay, xp-
Sem = 1en > 1,amatriz A;x, ¢ chamada matriz linha. Por exemplo,

A1x4=[1 5 9 13]

e em geral

Ain =[A11 Q12 - Qqp]

Sem > 1en = 1,amatriz A,51 é chamada matriz coluna. Por exemplo,
- 2 -

A1><4 = 382

e em geral

Aixn =

Se m = n, a matriz A, xm é chamada matriz quadrada de ordem m . Por exemplo,
1 2 3 4
R
6 8 5 7
e em geral
a1 Az 0 Qim
G Gz 7 Gam

Ame -

Am1 Am1 " Qmm
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Observe que, se uma matriz é quadrada, entao é possivel definir sua Diagonal principal e sua
diagonal secundaria como segue:
— Diagonal secunddria

Diagonal principal

Se a;; = 0 sempre que i # j, a mattiz Apxp ¢ chamada matriz diagonal. Por exemplo

1 0 0 O

A, =10 6 00
470 0 0 O
0 0 0 7

Perceba que uma matriz diagonal pode ter um elemento igual a 0 na diagonal principal, mas
deve ter todos os outros elementos, que nao fazem parte da diagonal principal, iguais a 0.

A matriz diagonal que tem todos os elementos da diagonal principal iguais a 1 é chamada

matriz identidade. Para denotar matrizes identidade usa-se o simbolo I, onde n é a ordem da
matriz. Por exemplo.

S OO K
S O O
S RO O
oo O

Operagdes com matrizes

Igualdade de matrizes
Duas matrizes Apxne Bmxn sdo iguais se e somente se a;; = b;j para todo 1<i<me
1 <j < n, ou seja, ndo basta que todos os elementos sejam iguais, eles também tem que estar nas

posicoes correspondentes.

Exercicio — exemplo. Determine as variaveis x e y para que as matrizes A e B sejam iguais.

A2><2=LZC geBszz[i ?3]

Resposta: {3: 1

Exercicio

Determine os valores de X e Y para que as matrizes A e B sejam iguais nos itens abaixo:

x+2 3 7 3
) A2 =] 3 3y—1]eBZXZ_[3 4y+3]
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X 2 -5 2
b) A3X2=[ 2 y+2 CB3X2=[2 3y_x_1
z—5 t -5 y

Adigdo de matrizes

Duas matrizes A e B s6 podem ser somadas se tiverem o mesmo nimero de linhas e o mesmo
numero de colunas. A soma se da elemento a elemento, isto é, soma-se o primeiro elemento da
primeira coluna da matriz A com o primeiro elemento da primeira coluna da matriz B, que da o
elemento da primeira linha e primeira coluna da matriz soma. Assim, a matriz soma, que vamos
chamar de C, tem o mesmo numero de linhas e 0 mesmo nimero de colunas das duas matrizes
somadas. Por exemplo, com as matrizes

1 2 3 4 6 8 3 2
_|3 6 6 7 _|7 1 6 7
Aa=15 1 o 5| © Bxa=[1 0 9 2
6 8 5 7 4 1 2 3
a matriz soma Cyyx4 que é soma delas, ou seja
C=A+8B
¢ calculada por meio das somas dos elementos,
a;1 + by =c1q
a1z + b1z = C1p
ai3 + b1z = c13
aij+bl-]-=Cl-]-
e vale
7 10 6 6
c =[10 7 12 14
6 1 9 7
10 9 7 10

Multiplicag¢do de escalar por matriz

A multiplica¢do de um numero escalar k por uma matriz A implica na multiplica¢io de k por
todos os elementos da matriz. Por exemplo, se k = 2 e A é a matriz do exemplo antetior, k - A da:

1 2 3 4 2 4 6 8
6 7|_|6 12 12 14
0 5 10 2 0 10
5 7 12 16 10 14

—9.]3
ZA—Z5
6

0 RO

Em geral,
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kall kalz b kalm
kA, = kC:l21 kaszz ka52m
kap: kap: 0 kanm

Multiplicagdo de matrizes

Duas matrizes Apxn € Bpxp podem ser multiplicadas e gerarem uma mattiz Cpyxp, O seja,:

Amxn anp = mep

Para executar esta operagio, existe um detalhe importante. Note que o numero de colunas da
primeira matriz (A) deve ser igual a0 numero de /Znbas da segunda matriz (B) e a matriz produto tera
tantas linhas quanto a primeira matriz e tantas colunas quanto a segunda matriz. Note, também, que
a ordem de multiplicagao é importante no caso de matrizes, alias, de acordo com a regra acima a
multiplicacdo By xp * Amxn, serd impossivel se p # m.

Agora que temos as condigdes necessarias para a operagao e uma idéia do que esperar como
resultado, vamos ao procedimento.

2 4
) 3 1 0 2
Se]am A3><2 = [1 0] € B2X4 = [4 2 5 1]
3 5
—
2 4
3 1 0 2
A-B=P 0-“ =
3 c© 4 2 5 1

Note que os elementos da matriz A estdo em negrito. O procedimento consiste em multiplicar
o primeiro elemento da primeira linha de A pelo primeiro elemento da primeira coluna de B e somar
com a multiplicagdo do segundo elemento da primeira linha de A com o segundo elemento da
primeira coluna de B e assim sucessivamente; a direcdo em que os elementos sao selecionados para
serem multiplicados esta indicada pelas setas. O resultado gera a mattiz C3y4:

(2-3+4-4) (2-1+4-2) (2-0+4-5) (2-2+4-1)
A-B=|1-340-4) (1-140-2) (1-040-5 (1-2+40-1)
(3-3+5-4) (3-1+5-2) (3-0+5-5) (3-2+5-1)

22 10 20 8
C =4-B=[3 1 0 2]
29 13 25 11

Matriz transposta
Transpor uma matriz significa transformar as colunas dessa matriz em linhas. Dada a matriz
Apmxn, sua mattiz transposta é representada por AY = By, Exemplo:
-1 0
_ . LAt -1 4 2
Asyxy = 4 —6],amatriz transpostade A é A" = B3 = 0 —6 5
2 5
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O determinante de uma matriz

O determinante de uma matriz é uma grandeza escalar obtida por um calculo especifico com
todos os elementos da matriz e que s6 ¢ definido para matrizes quadradas.

Matriz quadrada de sequnda ordem

O determinante de uma matriz de segunda ordem ¢é dado pela diferenca entre o produto dos
elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria. Exemplo:

Apa=[0 T3> deta=(6-(-1)-((-3)-5) =9

Assim, de forma geral, o determinante de uma matriz de segunda ordem ¢é dado por:
ai1 Q12
Azxz = [

=>detd = (a4 ay,,) — (a5, a
o ol (@11 - Gz) = (@12~ @21)

Matriz quadrada de terceira ordem

Trataremos aqui somente de uma técnica para calcular os determinantes de matrizes de
terceira ordem, que é uma maneira abrangente e que pode ser usada para o calculo de matrizes
quadradas de qualquer ordem, chamada fdrmula de Laplace.

A fim de iniciar por um exemplo, vamos calcular o determinante de matriz .4 dada por

1 2 3
A3><3 =|4 5 6
7 8 9

O primeiro passo ¢ eliminar uma linha i ¢ uma coluna j da matriz, o que resulta em outra
matriz quadrada de grau uma unidade menor que a matriz original. Eliminaremos primeiro a
primeira linha e primeira coluna da matriz 4 o que nos da,

1 2 3
A3X3 =4 5 6
778 9

A linha e a coluna eliminada estio em cinza e a matriz restante, de ordem 2, estd em branco; essa
matriz tem o nome de menor complementar do elemento a,;. O passo seguinte ¢ calcular o determinante
desse menor,

5 6]\ _ (. a) —
det([8 9]) =(5-9)—(6-8) = —3
e, depois, multiplicar o valor obtido por (—1)**/; o resultado é chamado eofator. Como neste caso
i =j =1, temos:
€1 =(=3)-(-1D?*=-3
Repetimos esse procedimento para determinar os cofatores dos dois outros elementos da

primeira linha. O menor do elemento da 1% linha e 2* coluna ¢ obtido pela eliminagao da 17 linha e 2°
coluna:
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4 6
7 9

O menor do elemento da 1? linha e 3 coluna ¢ obtido pela elimina¢ao da 1 linha e 3* coluna:

Cip = (D" 2det (|5 o|)=C= (D4 9-6-7) = (-1)(-6) =6

Azx3=|[4 5
7 8

P O)s cs=¢8)-(5-7) =3

7 8

Obtém-se o determinante somando 3 parcelas, cada uma igual a multiplicagio de um
elemento da primeira linha com seu cofator correspondente:

det(A) =1-(-3)+2:-6+3-(-3)=0

A expressao que generaliza o procedimento acima quando fixamos uma linha i é dada por:

Cis = (—1)1+3c1et([

n
detAan = Z aj - CU
j=1
para qualquer linha 7 ou seja, nio somos obrigados a expandir o determinante em cofatores pela
primeira linha, podemos escolher qualquer uma das linhas da matriz.

Exercicio. Prove que o determinante de uma matriz que tem todos os elementos de uma linha
iguais a zero ¢ nulo.

O determinante pode ser calculado também calculando os cofatores de todos os elementos de
uma mesma coluna, de acordo com a férmula

n
detAan = Z a;j - CU
i=1

para qualquer coluna ;.

Exercicio. Prove que o determinante de uma matriz que tem todos os elementos de uma coluna
iguais a zero ¢ nulo.
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Exercicios

1) Escreva a matriz Ayyx, = [a;] tal que a;; = Sparal = je a;; = —1parai #j.

. . a+3 5 1_1-4 5
2) Determmeaebtmsque[ _y b—4]_[—2 i

3) Determine o valor de x tal que [ x? ] = [9]
x% + 2x 3

-4 0 6 -1
4) Dadas as matrizes A =| 1 3|eB =|-2 =3|, calcule:
2 5 0 4

a) 34

b) 34f + Bt
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5) Determine os produtos das seguintes matrizes:

2) [_51 g][_oz é g

o2 ol Y

6) Encontre os determinantes das seguintes matrizes:

-7 2
a) A=[3 5
3 0 -2
by A=1]2 5 —3]
1 -4 4

Maio/2011
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-4 2 0
o A=|[-1 1 5
3 -2 -5

Maio/2011

10



