10. Fatorial e Analise combinatoria

1. Definicdo e propriedades bdsicas.

Seja n um ndmero natural, n> 2. Entdo, designamos o produto 1-2-3- ... -(n-1)-n
como n!, que se 1€ “n fatorial”. Dessa defini¢do, deduzimos a primeira propriedade
importante:

n=n-(n-1)-(n-2)....2-1=n-(n-1) (1.1)

Adotamos ainda 0! =1 e 1! =1, pois, aplicando a relagdo (1.1) para n=2,
teremos:

se21=2.1=2 e 2=2-2-)!=2.11=2
de onde podemos afirmar que 1! =1 (1.2)

Da mesma forma, entdo, agora usando n = 1 na relagdo (1.1),
1=1-1-1!=1.0=1
deduzimos que 0! =1 (1.3)

Alguns exemplos diretos:

10! =10.9-8-7-6-5-4-3-2-1 = 3.628.800
6! =6-54.3.2.1 =720
51=5.4.3.2.1 =120

e agora uns exemplos de fatoragdes com fatoriais

6! .51 = (654-3-2.1) - (5-4-3-2-1) = 6 - (51)> = 6 - (120)2 = 86.400
| .0.8l
1_0.:10 9-8 =10-9=90
8l 8l

Exercicios:
1) Calcule

52!
a)
50!

( !
(n=1)+n!

(n+2)+(n+1)-(n—1)

(n+1)-(n-1)

d) Encontre a formula mais simples da expressao



2. NUMERO BINOMIAL

Sejam n e p nUmeros naturais tais que n> p > 0. Chama-se coeficiente

. . . (N
binomial, cujo simbolo é (

pJ , a0 numero dado por

@ ) p'(nLl—p)' (2.1)

Esse € o numero de combinac6es de p objetos num conjunto de n objetos distintos, que
coincide com o fator que multiplica o termo de ordem p na expanséo do bindmio de
Newton a poténcia n, veja o capitulo 9 desta revisdo de matematica.

Exemplos (todos eles podem também ser obtidos do triangulo de pascal):

10y 100 100 10.9-8-7-6!_10-9-8:7 _, o
3) 4(10-4)! 4.6 4.3.2.1.61 4-3-2-1

9y o o _4!(9-8-7-6-5)_15120_126

5) 51(9-5) 54l 5. (41)2 120

Casos Particulares;

ny n  nl 1
0) O(n-0)! O.n!
ny_ nt _n(n-1! n_
1) Wn-1! (-1 1
ny, n 1
n) ni(n-n)! o

) n n
Concluimos que( J:( J

0 n

Exercicio:

4 4 4 4 4
2) Calcule + | ] L+
0) 1 2) (3 4
NUMEROS BINOMIAIS COMPLEMENTARES.

... (n ny .
Os nlmeros binomiais ( J e ( j sdo complementares quando p + g = n.
p q

Quando esta condicdo é satisfeita, temos:



[njz o n! _n _n z(nJ 22)
p) p'(n-p)! (h-q)(@)! plg (-a)g g

Exercicios:

N . (18 18 ,
3) A soma das solugOes da equagéo ( j = ( ) é
6 4x -1

a) 8 b) 7/4 c) 6 d)5

4)Se n= (\/3 + \/5)3 - (\/E —\/5)3, entdo o numero binomial (;j é igual a:
a) 20 b) 35 c) 48 d) 56

3. ANALISE COMBINATORIA

A andlise combinatoria estuda métodos para contagem do nimero de
possibilidades de um evento, sem necessariamente enumerar cada caso particular.

Regra do Produto

Imaginemos que um homem tenha em seu guarda-roupas 4 camisas, 3 calcas, 2
pares de meia e dois pares de sapato. Com quantas combinacdes distintas ele poderia se
vestir?

Veja, 0 esquema abaixo:



camisa. 1§ caloa. 2

camisa. 33 calga. 23

calca. 15

meia. 1

calga. 33

calea. 13

caloa. 3

{sapazo. 1
meia. 2

{sapazo. 1
meia. 2

meia. 1{

{ sapato. 1
meia.

sa:paﬁo. 1
meia. 1

sapato. 2

{sapato. 1
meia. 2

sapato.2

{sapato. 1
meia. 1

sapato. 2

sapato.2

{sapazo. 1

sapato.2

{Sapato. 1
meia. 2

sapato.2

{sapazo. 1
meia. 1

sapaio.2

{sapazo. 1
meia.2

sapaio.2

{sapa:o. 1
meia. 1

sapato. 2

sapato.2

sapato. 1

sapaio.2

sapato.2

camisa. 24calga .24

camisa 4§ calga. 25

calza. 15

calva. 3

calca. 15

sapato. |
meia. 1
sapato. 2

sapato. 1
meia. 2
sapato.2

sapato. 1
meia. 1
sapato.2

sapato. 1
meia.2
sapato.2

sapato. 1
meia. 1
sapato.2

sapato. 1
meia. 2
sapato.2

sapato. 1
meia. 1
sapato.2

calea. 3

sapaio. 1
meia. 2
sapaio.2

sapato. 1
meia. 1
sapato. 2

sapato. 1
meia. 2
sapato.2

sapato. 1
meia. 1
sapato. 2

sapato. 1
meia. 2
sapato.2

Agora imagine se, para toda combinacdo, fosse necessario montar um esquema
desses, ndo seria muito trabalhoso? Agora, imagine essa quantidade de combinacdes
somada a quantidade de variacGes que uma pessoa pode fazer durante um dia. O
individuo iria precisar de muito tempo para montar um esquema parecido com o

apresentado acima.

Assim, com o0 passar do tempo, 0 homem percebeu que a quantidade final de
possibilidades era igual a multiplicacdo de todas as possibilidades que a possibilidade
anterior tinha vezes esta quantidade anterior.

Utilizando o caso acima, 0 homem néo precisaria de todo este esquema
apresentado, bastaria fazer:

4.3.2.2=48

Ou seja, 0 homem tem 48 combinagdes diferentes de usar suas roupas.



Na analise combinatdria, encontramos com frequéncia situagdes parecidas com a
descrita acima. A obtencdo de certo resultado depende de duas ou mais etapas de
escolha. Nestes casos, 0 nimero total de possibilidades seré igual ao produto dos
numeros de possibilidades de cada etapa. Tal procedimento para a contagem desse total
de possibilidades é conhecido como Regra do Produto.

Regra do Produto: Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e,
se para cada uma dessas m maneiras possiveis de ocorrer A, outro evento B
pode ocorrer de n maneiras diferentes, independentemente do evento A, entéo
0 nimero de maneiras de ocorrer o evento A sequido do evento Bém - n.

Exercicios:

5) Se uma sala tem 8 portas, entdo 0 nimero de maneiras distintas de se entrar e
sair dela por uma porta diferente é:
a) 6 b)16 c) 40 d) 48 )56

6) Utilizando os digitos 4, 5, 6, 7 e 8:
a) quantos numeros de 3 algarismos posso formar?

b) quantos numeros de 3 algarismos distintos posso formar?

7) Se 5 moedas diferentes forem langadas simultaneamente, o numero de
maneiras possiveis que elas podem cair é dado por:

a) 52 b)2.5 c) 2° d) 5! e) (2.5)!

4. PERMUTACAO

Uma permutacao de n objetos distintos é qualquer agrupamento ordenado desses
n objetos. Indicando o nimero de permutacdes de n objetos distintos por Py, temos:

P =n! (4.1)

n

Exercicios:

8) De quantas maneiras diferentes uma familia de 5 pessoas pode sentar-se num
banco de 5 lugares para tirar uma foto?



9) Uma bibliotecaria recebeu uma doacéo de 3 livros diferentes de Matematica,
4 livros diferentes de Fisica e 3 livros diferentes de Quimica.
a) De quantas maneiras diferentes ela podera arruma-los em uma prateleira de livros?

b) Se a bibliotecéria tivesse que colocar os livros de uma mesma disciplina juntos,
guantas maneiras ela poderia arranja-los?

PERMUTACAO COM OBJETOS REPETIDOS

E comum desejarmos conhecer o nimero de permutacdes de n objetos, alguns
dos quais sdo iguais entre si.

Por exemplo, suponhamos que se queira formar todas as palavras de 5 letras,
usando as letras da palavra ABADA. Ora, existem 5! = 120 permutac6es dos objetos Ay,
B, A2, D e A3, quando os 3 “A”s sdo considerados distintos. Observemos, entretanto,
que as permutacdes seguintes,

A1AA3BD
A1AzA,BD
AA1A3:BD
AAz;ABD
AsA1A,BD
AsAA3BD
produzem a mesma palavra quando os indices sdo removidos: AAABD. O nimero 6,
das permutacdes acima, provem do fato de existirem 3! = 6 modos diferentes de
colocarmos os trés “A”’s nas primeiras posi¢des das permutacdes. Isto se repete para
cada uma das trés posigdes em que os “A”’s podem aparecer. Como consequéncia,
existem:
S _5-4-3 20
3 3
diferentes palavras de 5 letras que podem ser formadas usando as letras da palavra
ABADA.

Exemplo: As permutagdes com as 5 letras A, A, B, B, B séo:
AABBB ABABB ABBAB ABBBA BBABA

BAABB BABAB BABBA BBAAB BBBAA

np)

Teorema: Indicando com Pn("l‘"z """ 0 numero de permutacdes de um objeto, dos

quais ny sdo iguais entre si, n, sdo iguais entre si, ..., Np S&0 iguais entre si, mas cada
grupo pode ser diferenciado dos demais, temos:

Pn("vnz ---- Np) _ n!

= (4.2)
nIn,l..n.!



Exemplo: Qual é o nimero possivel de anagramas que se pode montar com as
letras da palavra ARARUNA?

n —»>A=3
. n, >R=21
Utilizando 4.2, teremos
n, >U=1
n,—>N=1
| .6:-5.4.3

Assim, P ) = "_76543 4o possiveis anagramas.

321 3-2-1

Exercicios:

11) Quantos sdo 0s anagramas possiveis para a palavra: ULYSSES?

12) Quantos sdo os anagramas possiveis para a palavra: ULYSSES comecando
por U?

13) Quantos sdo os anagramas possiveis para a palavra: ULYSSES terminando
por S?

14) Quantos sdo os anagramas possiveis para a palavra: ULYSSES comecando
por U e terminando com S?

15) DESAFIO: Seja um conjunto de 10 cientistas. De quantos modos distintos

estes cientistas podem sentar-se junto a uma mesa circular para realizar uma experiéncia
sem que haja repeticdo das posicdes?

5. COMBINACAO SIMPLES

Combinacdo simples de n elementos tomados p a p, onde 1< p <n, sdo todas as
escolhas ndo ordenadas de p desses n elementos.

Exemplo: As combinagdes das letras a, b, ¢, d tomadas 3 a 3 sdo:



Ou, simplesmente

abc
abd
acd
bcd

Note que as combinagdes

abc
ach
bac
bca
cab
cha

sdo iguais; cada uma delas indica 0 mesmo conjunto de trés letras, {a, b, c}.

Teorema: O nimero de combinacdes simples de n elementos tomadospap é
indicado com C;, p; temos

n! n
Cro ﬂ@ &4

Os exercicios em relagdo a este assunto possuem o0 mesmo contexto dos
exercicios postados no item NUMERO BINOMIAL.



