1-ESPACO, COORDENADAS E
REFERENCIAIS GENERALIZADOS

ESPACO

O conceito de espacgo ainda suscita discussdes. A dificuldade muitas vezes reside no pouco interesse por
conceitos bdsicos, ou nos fundamentos da ciéncia. Na apresentagdo do livro "Espago" Einstein afirma a
propdsito desse e de outros conceitos que o cientista "Raras vezes ou mesmo nunca tem consciéncia do
cardter eternamente problemdtico de seus conceitos . No entanto, a bem da ciéncia, é preciso nos
empenharmos repetidas vezes na critica desses conceitos fundamentais, para ndo sermos governados

inconscientemente por eles".

Nossa atitude corriqueira é de afirmar que tal conceito pode ser adquirido por meio da nossa experiéncia
sensorial, e que o essencial é entender que ele tem propriedades e que, a partir delas, temos como
caracteriza-lo. Dentre elas podemos destacar a tridimensionalidade do mesmo (traduzida por meio de
conceitos como altura, largura e profundidade), a homogeneidade (o espago exibe as mesmas caracteristica
em cada ponto dele) e a isotropia. (0 espago se apresenta como sendo o mesmo em qualquer dire¢do que

consideremos).

E importante ressaltar que o espaco é também caracterizado por um conjunto de relacdes entre os pontos
do mesmo . A essas relagGes (como a distancia entre dois pontos) damos o nome de estrutura do espago.=

Conqguanto ndo parega 6bvio, o fato é que a discussdo sobre o conceito de espaco surge na elaboragéo da
primeira lei de Newton, ou lei da inércia. Einstein chama a atengdo para duas concepgdes ter duas

concepgdes de espaco.

A- 0 espago como propriedade posicional, do mundo dos objetos materiais

B- 0 espago como continente de todos os objetos materiais.

As duas concepgdes de espaco sdo denominadas, respectivamente, geométrica e cinematica.



De acordo com a concepgédo B, o espago adquire um carater absoluto. Ele seria independente dos
corpos materiais que nele existe. Assim, nessa visao, a primeira lei seria uma propriedade do
espaco absoluto.

Na concepgéo A o espaco é relativo. Nesse caso néo faria sentido falarmos em espago sem a
presenca de objetos materiais. Nessa concepcdo 0 espaco seria aquilo em que todos os corpos
s&o colocados, ou, aquilo em que tém seu ubi; Espaco como a soma de todos os lugares. E a
concepcao adotada na fisica moderna.

No caso do espaco relativo, pode-se adotar o ponto de vista de Ernst Mach como explicacdo para
a inércia. Nessa concepc¢ao o movimento uniforme, ndo acelerado, previsto na primeira lei seria
uma propriedade ndo do espaco como tal, mas uma consequencia da prépria matéria nele
existente. A primeira lei refletiria o fato de estarmos no centro de todas as massas do Universo.

Em outras palavras, Mach defendia a idéia de que massad existentes em outras partes do
Universo afeta a Inércia no nosso mundo. O principio de Mach pode ser formulado como " as leis
fisicas locais séo determinadas pela estrutura em larga escala do Universo" . Para Einstein a
Inércia tem origem nas intera¢des entre os varios corpos do Universo.

O ESPACO ABSOLUTO

Uma vez que o espaco do tipo B, de acordo com a classificacdo de Einstein, pode existir independentemente
da matéria ele adquire, nessa concepgao de espago, uma realidade. De acordo com Einstein, nesse caso, o
espago passa a ser uma realidade, em certo sentido, superior ao mundo material. Os objetos materiais sdo
agora concebidos como sendo inseridos no Espago. E o conceito de espaco continente Faria sentido, nesse
caso, falar em espaco vazio, mas nao faria sentido falar em objetos materiais fora dele .

Os atomistas gregos foram os primeiros a pensar o espaco como sendo dissociado da matéria. Foram, assim,
os precursores da teoria do espaco absoluto.

A primeira lei requer que haja um sistema de referéncia, dito inercial, para que nele tenhamos tal situagdo
como sendo possivel. O espaco absoluto seria, na pratica, o sistema inercial por exceléncia. Assim, a
proposta de que o espago seria absoluto foi a forma encontrada por Newton para que a primeira lei fizesse
sentido. Seria assim, uma questdo de coeréncia da formulacdo das leis da mecanica. O espaco absoluto, sem
nenhuma relagdo com algo externo, como diria Newton, é concebido como sendo imutdvel e imdvel.

SISTEMAS DE REFERENCIA

Em 1885, Ludwig Lange propbs uma forma de eliminar o conceito de espa¢o absoluto dos
fundamentos da mecéanica assim como de toda a fisica. Lange propds a substituicdo desse
conceito pelo de "sistema inercial”.

Analisemos a seguir o conceito de sistema de referéncia. Sabe-se que no estudo dos fenomenos, é
essencial que se adote um sistema de objetos materiais como referéncia . Nesse sentido estamos
tratando o conceito de espaco como sendo intimamente ligado ao de matéria. Indissociavel,



mesmo. Objetos materiais, como um marco de quildmetro numa rodovia ou uma estrela no céu,
podem ser usados como referéncia. Esta € uma possibilidade concreta, real. No entanto, em geral
fazemos uso de conceitos abstratos que, no entanto, s6 fazem sentido se houver objetos como
agueles aos quais nos referimos antes. Assim, em geral ndo especificamos a matéria que, em
Gltima analise, é utilizada como referéncia. A matéria referéncia fica apenas implicita.

A necessidade de se adotar um sistema de referéncia resulta de dois aspectos, interligados, do
estudo da Mecanica. O primeiro é que o estudo sistematico e analitico do movimento requer 0 uso
de conceitos (como posicao), os quais s fazem sentido uma vez definido o sistema de referéncia.

O segundo aspecto é que muitos conceitos utilizados na mecénica sao relativos, isto é, dependem
do referencial. Esse é o caso da posicao de um objeto. Dizer-se que algo esta a direita, a
esquerda, em cima ou em baixo s6 faz sentido quando adotamos um sistema de referéncia.

O conceito de movimento por exemplo, é também relativo, ou seja, um objeto pode estar em
movimento em relag@o a um outro mas pode estar em repouso em relagdo a um terceiro.

Entende-se por escolher um sistema de referencia a escolha arbitraria de um ponto de
origem (o ponto O) e um conjunto de trés eixos passando por esse ponto. Assim, um referencial
exige pelo menos quatro objetos ndo alinhados no espaco. Estes objetos se constituem num
referencial. Por esses objetos podemos passar trés eixos tendo como ponto comum um dos
objetos, adotados agora como a origem do sistema de referencia. Nesse sentido, nédo se pode falar
em espago absoluto, uma vez que, pelo menos para efeito de referéncia, ele depende da
existéncia de matéria no espaco.

X

Fig. 24-1 - Trés eixos passando por um

ponto, se constituem num referencial.

REFERENCIAIS INERCIAIS

Como a escolha de sistema de referéncia é arbitraria, sempre nos perguntamos se faz alguma
diferenca escolher um sistema em repouso ou escolher outro que se movimente em relacdo ao



primeiro. Os fisicos estiveram ao longo de anos analisando a questao da equivaléncia de tais
escolhas.

Sistemas de referéncias nos quais os pontos de origem — O e O’ — se deslocam com velocidade
constante um em relag&o ao outro, sdo ditos sistemas inerciais. Os referenciais da figura 2.4 sdo
inerciais. Toda a mecanica pressupde o uso de sistemas inerciais. Quando esse néo for o caso, é
preciso modificar as equacfes da mecanica.

Desde os tempos de Galileu se sabe que os sistemas inerciais sdo equivalentes entre si. No
entanto, o conceito de equivaléncia de dois sistemas era objeto de discussdo. Por exemplo, que
grandezas fisicas sdo absolutas? Grandezas absolutas sdo aquelas que assumem o mesmo valor
nos dois sistemas. Por exemplo, tanto Galileu quanto Newton partiam do pressuposto de que
intervalos de tempo medidos num sistema e no outro, deveriam ser iguais nos dois sistemas.
Entendiam que o tempo seria absoluto.

Einstein baseou toda a sua teoria da relatividade na idéia de a velocidade da luz seria igual num
sistema e no outro. Na teoria de Einstein, a velocidade da luz é absoluta. E isso faz toda a
diferenca entre a relatividade de Galileu (no qual o tempo € absoluto) e a relatividade de Einstein.

‘REFERENCIAIS GENERALIZADOS

Tendo introduzido o conceito de vetores podemos agora redefinir o conceito de referencial. Para tal,
seguimos as idéias de Hermann Weyl ao abordar os conceitos de espago tempo e matéria. Os conceitos
apresentados a seguir sdo, nessa formulagao, essenciais no estudo da geometria do espaco.

De acordo com Weyl, um referencial é constituido por um ponto O e um conjunto de trés vetores
denominados vetores da base do referencial . E, como se vé& uma definicdo formal, baseada no conceito de
vetores.

Vamos introduzir primeiramente o referencial cartesiano. De acordo com Weyl, o referencial cartesiano é
consitituido por um ponto O e trés vetores mui especiais denominados



i,jek

Tais vetores tém a mesma orientag¢do dos eixos X, Y € Z . Eles tém mddulo 1 e, tendo em vista que os eixos

sdo ortogonais, eles sdo ortogonais entre si. Ou seja:
m=m=‘k‘=1 i0j=ik=]Kk=0
figura do referencial

Observe-se que nesse contexto simples estamos apenas trocando o conceito de trés eixos orientados por
trés vetores que tém a diregdo e o sentido dos eixos.

Nesse referencial, um vetor qualquer V pode ser escrito como uma combinacdo linear dos vetores
T, i ek:

V =V,i +V, j+V.k
Em particular, sendo a posicdo uma grandeza vetorial, o vetor posi¢do é dado por:

F=xi+yj]+2zk

Nota-se assim o sentido de denominarmos X, Y € Z como coordenadas do referencial cartesiano. Nesse

referencial definimos as componentes de um vetor como os produtos escalares dos mesmos pelos vetores
da base:

V=iV V, =1V V,=kIV

Das propriedades (000) segue que o mddulo de um vetor é definido como:

V|=WIV = N2+V2+V?
V] ,

Utilizando a base de vetores (000), podemos introduzir uma nova definicdo de produto vetorial de dois

vetores. Ou seja, o produto vetorial dos vetores A e B é um terceiro vetor, C, cuja notacdo é:
C=AxB

Definido a partir do determinante:



Assim, temos um método formal de introduzirmos grandezas vetoriais, alem da posi¢do, por meio do uso do
referencial cartesiano baseado no uso de vetores.

REFERENCIAIS GERAIS

Um referencial arbitrario, nessa nova definicdo de referencial, consiste de um ponto de origem —0O- e trés
vetores da base ndao necessariamente ortogonais entre si. Isso nos levara a entender a definicao de
componentes do vetor posi¢do, forga, velocidade e a aceleragdo e outros vetores, em novos referenciais.

. . o €, 6 eé -
Designando os vetores da base de um referencial arbitrario por & & 3 ,, podemos agora definir um
vetor arbitrdrio como sendo a combinagdo linear entre os vetores do base:

V =VE +V,E, +V,E,

V..V, eV,

Onde agora sao as componentes do vetor nesse referencial.

No sentido mais geral apresentado acima, utilizar coordenadas diferentes das coordenadas

cartesianas, coordenadas Ql,Q2 e Q3 leva a uma nova escolha de referencial. Ou seja, pressupde o uso
’

de uma nova base de vetores. Esses vetores da base dependem das coordenadas. Assim, escrevemos como
base em argumentos gerais:

6&=6 Q.,Q,Q,, 6=86 Q,Q,Q e §=6 Q,Q,Q,

Existem métodos matematicos que nos permitem, dadas as coordenadas, determinar os vetores da base
para os referenciais correspondentes.

Figura no 3D

O vetor posicdo se escreve, num referencial arbitrario, como:
I=XE€ +X,E, + %€

Onde X, X; € X, sdo as coordenadas do vetor posicdo nesse referencial.

A seguir isso sera ilustrado no caso do referencial polar.



COORDENADAS GENERALIZADAS

Determinar a posicao de uma particula, do ponto de vista formal, é equivalente a
especificar suas coordenadas. A especificacdo das coordenadas se da através de algum tipo de
algoritmo ou regra que permita associar a um conjunto de varidveis um ponto do espaco. Essa
especificacdo implica associar a cada ponto um, e apenas, um conjunto de tais variaveis. Sejam

Q,.Q,,Q, um tal conjunto de variaveis. Tais varidveis sdo as mais gerais possiveis. Por isso

serdo designadas por coordenadas generalizadas.

Partiremos do pressuposto de que o espaco fisico € um espaco métrico, ou seja, uma
definicdo de distancia (ou métrica) para o espago esté estabelecida e que o espaco seja euclidiano
(ou espaco plano). Nessas circunstancias, existe um conjunto de coordenadas para as quais o0 a

distancia dS entre a origem do sistema de coordenadas e um ponto infinitesimalmente proximo,
de coordenadas dx,dy,dz é dada por:

ds? = dx? + dy2 +dz2

As variaveis com a propriedade acima damos o nome de coordenadas cartesianas (x,y,z).

As coordenadas generalizadas (,,q,,0;, em trés dimensdes, serdo definidas como

fungbes das coordenadas cartesianas. Mais geralmente, escrevemos:

Q1:Q1 X, Y,2 X=X Ql’QZ’QS
Q2:Q2 Y, Z (= Y=Y leQz!Qs 1
Q=Q; XY,z z=7 Q,Q,,Q,

De (000) segue que nessas novas coordenadas, a distancia entre dois pontos
infinitesimalmente préximos (de coordenadas dQ,, dQ,, dQ,) ¢ dada por:

ds? = gideidQJ—



Onde a matriz g", matriz 3x3, € o tensor métrico nessas novas coordenadas. Posteriormente,
escreveremos expressdes explicitas para o tensor métrico.

Em coordenadas cartesianas o tensor métrico € diagonal e suas componentes sao dadas
por:

gl =& lsei=]j
0sei=j

SUPERFICIES E CURVAS GENERALIZADAS

A condicdo de que uma particular coordenada do espaco tenha um valor fixo, se escreve:
Q x,y,z =Q, =constante )

e, consequentemente, essa condi¢do descreve o lugar geométrico dos pontos do espaco
pertencentes a uma superficie.

A condicdo de que as trés coordenadas tenham um valor bem definido:



Ql XY, Z = QlO
Qz X,Y,Z = on 4)
Q3 X\¥,Z = Qso

€ equivalente a buscar a interseccao de tres superficies. Essa intersec¢do determina um ponto no
espago.

A LOCALIZACAO DE UM PONTO NO ESPACO, EM COORDENADAS GENERALIZADAS, SE
DA MEDIANTE A PROCURA DE UM PONTO NO ESPACO QUE SEJA O PONTO DE
ENCONTRO DE TRES SUPERFICIES.

O conjunto de duas condi¢des para valores constantes das coordenadas generalizadas do
espaco, quando impostas simultineamente:

Ql X, Y2 :Qlo

(3)
Qz X, Y,z :on

descrevem a intersecgdo de duas superficies. Assim, o lugar geométrico dos pontos do espaco tais
que duas coordenadas generalizadas tenham um valor fixo descreve uma curva no espaco.




DIRECOES NORMAIS E TANGENCIAIS

Para cada superficie associada a um valor constante das coordenadas generalizadas podemos
introduzir um vetor indicando a direcdo normal a essas superficies. Temos, portanto, trés dire¢cdes
normais a cada superficie passando por um determinado ponto do espago:

b XY,z =[T§+T3+?§]Ql X, Y,
b, x,y,z =VQ, x,y,z % z
e = g r'a 76 "a
tiz X,Y,2 :YQ2 X, Y,Z p<=49b, XY,z =(I&+Ja+k§jQ2 X,Y,2Z
B e SV b oxyz =T2+72 k2 Q, XY,z
3’y’_axjay o)=Y

Cada direcao indica, por outro lado, a direcdo de maxima variacdo de cada coordenada.



nao é essa

A curva representada pelo encontro de duas superficies tem vetores tangentes e ela em cada
ponto do espaco, vetores esses dados por

b, Xx,y,z = |+6y]+ g
Q Q° QK
b; x,y,z = I+ayj7+ o oo
Q Q,° Q, 0,
b, x,y,z = Xf+ayi o

Onde fica subentendida pela notagéo, que, por exemplo, 51* X,¥,Z éum vetor tangente as

curvas definidas pelas condicdes:

Qz X, Y,Z :on
Q3 XY,z =Q30

e que, ademais, esse vetor indica a direcdo de valores crescentes, ao longo da curva, da
coordenada Q, .



De acordo com as definices acima verificamos que os vetores normais e tangentes devem
satisfazer a condicdo de ortogonalidade entre eles. De fato, das definicbes segue que:

5= 9 S

1] aQJ = U]

|

Pode-se verificar que a métrica (000) definida em (000), é dada pelo produto escalar:

i, OXEoxK
gjzbi[bj =6—Qla—QJ

COORDENADAS ESFERICAS

Definimos as coordenadas esféricas a partir das expressoes:

X = Irsené cos ¢
y = rsenéseng
Z=rcosé

INVERTENDO AS RELAGCOES ACIMA, OBTEMOS
r= 2 +y? +72

(= arctan| =

Z
9

B = arctan

A superficie

r =R (constante)



Ou, equivalentemente,

Jx2+y? 2% =R

corresponde a uma esfera de raio R.

A SUPERFICIE DESCRITA POR

ki
3

Ou, equivalentemente,

y = tan ¢y

descreve um semi-plano.

Enquanto que a equagao



que implica a relacao:

Jx? +y? =ztang,

descreve um cone de dngulo 0.

O encontro das tres superficies determina um ponto no espaco especificado pelas coordenadas

(5,65, )




Os vetores bI X,Y,Z , em coordenadas esféricas, sao dados por:

b, X,y,z =Vr x,y,z =sendcosgi +sendseng] +cos ok

b, x,y,z =V@ x,y,2 =% oS 6cos pi +cos Bseng | —sendk

b, X,y,z =Vo¢ X,y,z = 129 —sendsengi +sendcosg |

rsen
Os vetores tangentes a curva determinada pela interseccdo de duas superficies sdo

b’ x,y,z = Z—r = sendcos pi +sendseng ] +cos ok
r

b, x,v,z =2—;=rcos&cowhrcosesenqp]—rsenQIZ

—

b, X,y,z = S—r = —rsendsengi +rsendcos g
2




Nesse caso 0s vetores normais e tangentes séo vetores paralelos. Diferem apenas no
valor do modulo. Por essa razdo € muito mais pratico, fazer uso de apenas um conjunto de vetores

ortonormalizados. Denominamos esse conjunto de vetores de €, €,, €,

€ = E,—r = sendcos i +sendsengj +cos Ok
€, = Eﬁ = €0sOCos @i +Ccoshseng] —sendk
(7
g, = T“‘ = —sendsengi +sendcosg |
[4

Esses vetores se constituem numa base ortonormal em coordenadas esféricas.

De (000), obtemos para o tensor métrico, a seguinte expressdo:

1 0 0
g;=|0 r? 0
0 0 r?sen’

E importante ressaltar que a escolha de um conjunto de coordenadas pressupde 0 uso, em se
tratando de grandezas vetoriais, de um conjunto de vetores especificando as dire¢cdes normais e
tangenciais.



