CINEMATICA E DINAMICA NOS
REFERENCIAIS GENERALIZADOS

Introducgao

Nesse capitulo analisaremos a cinematica e a dinamica em referenciais
generalizados. Referenciais generalizadas introduzem expressdes bastante gerais
para as componentes da forca, da velocidade e da aceleracao.

O que emerge dessa andlise é uma formulagéo das leis de Newton que assume a
mesma forma independentemente do conjunto de coordenadas utilizadas. Sob
esse aspecto, podemos dizer que nessa formulacao temos como introduzir as leis
de Newton sob uma forma covariante, em relacéo a escolha de referenciais.

O que emerge dessa andlise é que a segunda lei de Newton tem a mesma forma
em relacdo a escolha de coordenadas.

Um vetor qualquer pode tanto ser expresso em termos dos vetores de uma base

}

V= Zs:vi i (7)

Quanto em termos dos vetores da base dual

V= iviﬁf (8)

As componentes, covariante(vi) e contravariante(V, ), séo obtidas a partir das
projecoes:

V' =Vip' 9

V, =Vih (10)

Note-se que o vetores b e b’ n&o s&o, necessariamente, versores. Podemos
construir dois tipos de versores dividindo cada vetor pelo seu respectivo moédulo.



Os vetores 5, sdo ortogonais as superficies definidas em (4), enquanto os vetores

Bi* sdo tangentes as linhas resultantes da interseccao de dois dos planos definidos
em (4).

Podemos introduzir dois tipos de métrica para um espaco Euclidiano. De fato, de
(9) e (10) segue que o mbédulo de um vetor pode ser escrito de duas forma:

VIV =>VV,g"
Ou,

w

VIV =3 VV'g,

1

-
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As métricas g sao dadas pelos produtos escalares:
9" =blh;
0; = bi%;

Note-se que o vetores b e b n&o sdo, necessariamente versores. Podemos
construir dois tipos de versores dividindo cada vetor pelo seu médulo.

Os vetores 5, sdo ortogonais as superficies definidas em (4), enquanto os vetores

Bi* sdo tangentes as linhas resutantes da interseccéo de dois dos planos definidos
em (4).

O vetor posicao é definido num sistema cartesiano, e utilizando coordenadas
cartesianas, como:

Ft=xi+yj+zk

Dessa forma, utilizando um sistema de coordenadas cartesiano podemos escrever
o vetor posicao utilizando as coordenadas generalizadas como sendo dado por:

Ft=xQ)Q,t,Qt i+yQ®),Q,t,Q,t j+z Q().Q, t.Q, t k



A expressao acima pode ser considerada como o ponto de partida no estudo da
cinematica

As coordenadas covariantes e contravariantes do vetor posi¢cao sao,
respectivamente;

1o
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=T

r'= Ij rvaQ

A velocidade, em coordenadas generalizadas, sera dada pela derivada do
vetor de posicdo com respeito ao tempo. Efetuando tal derivacéo, obtemos de
(000), a seguinte expressao:

3
V2| 5% dQ Z oy dQ oz dQ ¢
= aQ, dt 7 0Q. dt ' 0Q. dt
Utilizando a expresséao (5) podemos escrever

V-39

Portanto a componente contravariante do vetor velocidade é:

V[B_dg
dt

Ao passo que a componentes covariantes do vetor velocidade seréo dadas por

Vin™ 3dQJ : i
V,=Vib =Y —dg, =3 Vg
j=1 j=1

Onde g; € o tensor métrico definido em (000).

O VETOR VELOCIDADE

Quando levamos em conta a dependéncia implicita do vetor posi¢do com
respeito &s coordenadas generalizadas, ele é escrito como:



Ft=xQ®Qt,Qt i+y Q®),Q*t.Q°t j+z Q®).Q t.,Q°t k

a velocidade em coordenadas generalizadas, sera dada pela derivada do vetor
posicdo, com respeito ao tempo. De (000), obtemos para o vetor velocidade:

- _dr ox dQ- ade7 o dQ
V_d _ZGQ dt ZaQ dt ZlaQi dtk

Utilizando a expressao (000) para uma das bases de vetores e agrupando termos,
podemos escrever o vetor velocidade num referencial generalizado, ¢ omo:

- &dQ'-
=2

Concluimos, de (000), que a componente covariante do vetor velocidade é:

V! E\7[6, :dg
dt

Ao passo que as componentes contravariantes da velocidade serdo dadas por

Vi ) |
Vi EV[bi Z dt gjl _ZV gji
j=1 j=1

Resumidamente, escrevemos

dQ!
=% dt

Onde g; € o tensor métrico.

ACELERACAO EM COORDENADAS GENERALIZADAS



Tendo em vista que a aceleragéo é definida como a derivada, com respeito ao
tempo da velocidade, de ( ), segue que a aceleracdo € composta por dois termos:

dvV &d2Q'-, &dQ db Sdvi., &, db’
d=—>=) —b"+)Y =1L =N _"_"_ph'+HYV' —L
t ;dtz ' iledt dt ;dt ' le dt

As componentes contravariantes da aceleragao serdo dadas por:

3.d%Q'~, -, &dQ db* -
a=>S-—=<h'h+y <"
‘gdtz"+;dt dat '

Substituindo-se agora a relacéo

b -, db” -
G N
dt dt

d bi*[bj* :d gij
dt dt

Obtemos que a componente contravariante da aceleracdo pode ser escrita
como a soma sobre 3 termos:

5. d}Q &dQidh’ ~. & dQ &(dQ . )db & dQ'd bh
a;=>.9; (2? +2 : D, =Z%—?—Z ibi D_J+Z£—
o dt®  F dt dt o dtt T -

A qual pode ser escrita sob a forma

s gQ &.dqQ d BB db;
a; = . + -V
! ;g“ dt? Zl: dt dt dt

Utilizando agora a expressao (000), concluimos que

do,_dfor) ov
dt dt{oQ; ) aQ,
Donde inferimos que a aceleragéao pode ser escrita como:



i=1

3. dQ' &.dQ'd g; d (Vv?
a. = o + — R
! ;g" dt? 2 dt dt  dQ;{ 2

Podemos agrupar a componente da aceleracao da seguinte forma:

L 30V d (\/_Zj
: dt dQ, { 2

E portanto, nos referenciais generalizados a aceleragéo pode ser escrita de
uma forma muito parecida com aquela valida para os referencias cartesianos. A

saber:
L9V od(v?
Poodt dQ;( 2

A interpretacéo para o segundo termo, como fazendo parte da forca
generalizada seréa discutida a seguir.

A conclusao é que a aceleracao em referenciais generalizados adquire uma
forma geral que depende tdo somente das coordenadas e das taxas de variacdes
das componentes da velocidade definidas como proje¢cdes nos eixos
generalizados.

ENERGIA CINETICA

Pode-se escrever a aceleracdo generalizada em termos de derivadas da energia
cinética. Para tal, lembremos primeiramente que escrita em termos das
coordenadas generalizadas ela pode ser escrita de duas formas equivalentes:

m m " mdQ, dQ; .
T=—V2= vV gl = _—X_"l g4l
2 Z:2 i 2 dt dt

Ou, analogamente,

3
m .,
_ijgij

7Dy
2" &0

Da definicdo acima podemos verificar facilmente que



1T -
—_—— = ! . :VI .. EV
m aQJ Q glj glj ]

Segue de (00) e (000) que a aceleracdo generalizada pode ser escrita sob a
forma

gqotdfor) 1dm
" mdtl Q) mdQ,

AS EQUACOES DE EULER-LAGRANGE

Podemos agora formular a lei de Newton em coordenadas generalizadas. Para tal
basta escrevé-la em termos de componentes contravariantes ou covariantes, Em
termos das componentes contravariantes a lei de Newton se escreve:

ma, = F
onde a componente generalizada da aceleracao € dada em (000), e Q é a
componente generalizada da forca:

F, = Fif
Para forgas conservativas, escrevemos

F=-VV

Onde V é a energia potencial associado a forca. Ou seja, for¢cas conservativas
sdo aguelas que derivam de um potencial.

Lembramos primeiramente que a expressao do gradiente em coordenadas
generalizadas é:

VW =—Db
Q'

Entdo podemos verificar que a componente da forca se escreve como:

N g

ov

i aQ,



De (000) e (000) segue que a lei de Newton, em coordenadas generalizadas, €
dada por:

A lei de Newton em coordenadas generalizadas se escreve

d mV. ar

-—-=F
dt  dQ

A qual pode ser escrita como

dt| oQ; )

dfaor ) or oV
Q, &

Admitindo agora que o potencial seja funcédo apenas das coordenadas:
V=V erQlaQa

e definindo a funcdo Lagrangeana como a diferenca entre a energia potencial e a
energia cinética, escrevemos:

L=T-V

Tendo em vista que, por definicéo,

oL | ([ oT

oQ, oQ;

(v

oQ, aQ,
As equacdes de Newton, em coordenadas generalizadas, podem ser escritas
como

dfa) o _g
dt{eQ; ) oQ

E estas sé@o as equacdes de Euler-Lagrange.




Momento Canonicamente Conjugado a uma Variavel.

Ao fazermos a transicdo da mecénica clssica para a mecéanica quantica fazemos uso de mm
dos conceitos mais importantes da mecanica, O conceito de momento canonicamente
conjugado a uma variavel. Por definicdo, 0 momento canonicamente conjugado a variavel
Q', é definido formalmente como:

p="t

Q
No caso de uma particula puntiforme, e de acordo com (000), tal grandeza € dada
por:

Assim, uma das formas de escrever as equacdes de Euler-Lagrange é:
-~ P| — FiGen

Onde a forca generalizada é dada pela expresséo:

a
Q.

FiGen —



Coordenadas Esféricas

A titulo de exemplo, consideramos as coordenadas esféricas
Os vetores b” x,y,z séo dados por:

b, X,y,z =Vr x,y,z =senfcospi +sendseng] +cos ok

b, x,y.z =V x,y,2 1 0 6 cos pi +cosBseng | —sendk
r

b xy,z =Ve xy,z = 129 —sendsengi +sendcosgj

rsen

b’ x,y,z :g—r:sen@cosqﬁ+sen6’sen¢]+cos@|¥
r

b, X,v,z :2—;:rcos@cosqpf+rcosHsengpf—rsenHE

b, €Y.z ) g_r = —rsendsengi +rsendcospj
@

1 0 0

©
Il
o o
o
=
N
d
T o
N
Cb

o
o
=
N
9]
@D
=)
b
s



A Velocidade em coordenadas esféricas é dada por:

As componentes contravariantes da velocidade, sao portanto,
_dr L de NE dée

Vi=— =—
dt dt dt

V, _ar v, _ 9% ogenzg V, _99
dt dt dt

Enquanto que para a aceleracédo se obtem a partir de:

av,
a=—"
dt

As componentes da aceleracdo séo, portanto:

©dt?

2 2
a :i(d_(przsenzej:d_29+d_0dL
7odt\ dt dt® dt dt

d(de ,) d%¢ dedr’
agz— —r =_2+_
dt | dt dt2  dt dt

DERIVADA COVARIANTE
Consideremos uma variagao arbitraria de um vetor
OV (¥, %,.-.)

Tal variacdo, é também um vetor. Em coordenadas generalizadas, uma variacéo
das coordenadas € associada, por exemplo, & variacdo das coordenadas:



X, = X +O0X

Levando em conta os vetores da base, uma variacdo arbitraria é constituida de
dois termos.

oV =(8V')b, +V'sh

O primeiro termo da a variacdo da componente contravariante enquanto que o
segundo corresponde & variagcao dos proprios vetores da base. Consideremos em
seguida a projecédo da variacao na base dual :

Definimos as coordenadas do vetor variagdo, como a grandeza fisica DA g
, onde

DV/=b/ -6V =06V +V'h &b
Lembrando que

Concluimos que
DV!=6VI+Vigkp, (sh)
Para varia¢des infinitesimais das coordenadas, temos para as duas contribuicdes:

dv'=—
OX

dx,
g jkBkE(é‘Bi) =g jkBKDZ_idX|
X

Notemos agora que

BkDa_i =D, %Bm* * Qi Dy :ag_ik"' gimBkD%
OX, X, X, OX, X,

Repetindo o procedimento acima até encontrarmos, do lado direito o primeiro
termo com um sinal menos, veremos que o resultado é analogo & expanséao
Da derivada de um vetor da base em termos de vetores da base. Ou seja:

0 - =N
a bi =Zn:bnril



Onde T é o simbolo de christoffell, ou ainda conexao afim

Utilisando a expansao acima, concluimos que
DV'= (aav +T,V ]dx,
X

O proximo passo sera o de determinarmos a conexao afim. Lembramos
primeiramente, que

-~ o=\ 00y 1{0g;
1

E, consequentemente, concluimos que podemos expressar variacdes de vetores
da base em termos de variacfes dos componentes e derivadas envolvendo o
tensor métrico.

O resultado geral é que

FLI Eigim 5gmk + 5gm| _ 5gk|
2 OX 0%,  OX
Definimos também, o simbolo:

ri’kl = gijrjkl zl 5gik +5gi| _5gk|
2\ 0Xx, OX, OX

A extensao desse conceito, sem levarmos em conta os vetores da base parte do
pressuposto de que da definicdo de vetores, sob transformacdes gerais de
coordenadas, é uma transformacéo tal que

A A—5XI A

Assim, a variacéo dos componentes de um vetor

dA - (8X’kJ

:ax' 0A + Ak[a'J N

ox'o'
De uma forma anéloga ao caso anterior, escrevemos para a variagao de um vetor,

DA' =dA’ +T", A“dx'

DA =dA —TA dx'



Lembrando que
dA' = %dx,
X
Temos

DA' = [ZA +F'k,Ak]dx
X

DA = [ A 1“II A, ]dx
XI
Definimos as derivadas covariantes de um vetor, como

A= alal + I A
T syl
L

A i §XJ 'jA<
Tendo em vista que

DA = g, DA*
E que

Ai = gikAk

Segue de ( ), que
DA =Dg, A‘ = Dg, A“+g, DA
E portanto, a variagdo da métrica € nula

Dg; =0
e, por conseguinte, a derivada covariante da métrica, ou do campo gravitacional, &
nula.

Qi) = 0

DINAMICA DO MOVIMENTO NUM CAMPO GRAVITACIONAL

A equacao fundamental da teoria da relatividade € a equacéo para o tensor de
curvatura.

O R 8rk
=

Onde o tensor T, € o tensor de energia e momento associado a certa distribui¢éo

de matéria.

O tensor de curvatura é definido em termos da métrica ( o campo gravitacional

g,,) através da expressao.

Rik -

ik
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No limite de campos gravitacionais muito fracos a relagdo entre métrica e campo
gravitacional € muito explicita, uma vez que, nesse limite

2V (r
goo:_l_ Cg )

Onde V r é a energia potencial gravitacional devido a existéncia da distribui¢céo

de massa.
Sendo a quadri-velocidade dada pela taxa com que o quadrivetor de posicdo no
espaco tempo se altera com o intervalo de tempo proprio.

dx’

U =—

ds
Entdo, na auséncia de outras intera¢des, que nao a gravitacional, podemos
escrever

Du' =0
Ou, equivalente,

du' +T,u“dx' =0

Donde deduzimos que a equacao de movimento de uma particula sob a acédo de
um campo gravitacional se escreve como:

d’x' odx*dx'

o X g
ds?> ¥ ds ds

A qual pode ser interpretada como uma equacdo analoga a de Newton.

a=F
Onde a “quadriforga”, F, envolve o campo gravitacional a qual ela esta sujeita,
atraves da conexao afim.

dx® dx'

F=r, 22
“ds ds






