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3.5.3 Tenacidade à fratura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 101

3.6 Integridade estrutural e efeitos de escala . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . p. 102

3.6.1 Distribuição de Weibull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . p. 107

4 Plasticidade p. 111
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7 Mecanismos de deformação plástica e de fratura dos materiais p. 179
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INTRODUÇÃO

A presente apostila foi redigida para apoiar os alunos das disciplinas “PMT2405- Mecânica

dos Materiais” (sétimo semestre de graduação dos cursosde Engenharia Metalúrgica e de

Engenharia de Materiais da Escola Politécnica da USP), “PMT2406-Mecânica dos Materiais

Metálicos” (oitavo semestre do curso de Engenharia Metal´urgica) e “PMT5860- Teoria da Plas-

ticidade e da Fratura dos Materiais” e “PMT5857-Tópicos Avançados em Fadiga dos Materiais”

(programa de pós-graduação em Engenharia Metalúrgicae de Materiais da Escola Politécnica

da USP). O seu conteúdo, portanto, abrange desde os fundamentos da disciplina até tópicos

avançados, mais adequados ao estudo em um curso de pós-graduação. Alguns pontos tratam

de assuntos muito avançados, que poderiam até mesmo ser omitidos num estudo superficial da

matéria. Introduzı́ estes pontos no texto principal (e não em um apêndice) pois a meu ver seu

estudo permite uma compreensão mais profunda dos fenômenos associados à Mecânica dos

Materiais.

A bibliografia oficial dos três primeiros cursos é:

[LL ] L. Landau e E. M. Lifshitz “Theory of elasticity”, PergamonPress, 1970

[M ] N. I. Muskhelishvili “Some basic problems of the mathematical theory of elasticity” Gro-

ningen: P. Noordhoff Ltd., 1963.

[MC ] M. A. Meyers e K. K. Chawla “Mechanical Behavior of Materials” Prentice-Hall, 1999.

[H ] R. W. Hertzberg “Deformation and Fracture Mechanics of Engineering Materials”, 4a ed.,
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Outras leituras serão recomendadas no decorrer do curso. Esta apostila e as notas de aula

são disponibilizadas aos alunos pelo sistema CoL.

O texto foi significativamente ampliado na segunda edição, particularmente nos aspectos

relativos às teorias matemáticas da elasticidade e da plasticidade, que foram melhorados, e

nos capı́tulos de Mecânica da Fratura, que foram completamente reformulados. Para a ter-

ceira edição o capı́tulo sobre mecanismos de deformação plástica e de fratura foi reformulado

e um novo capı́tulo sobre microestruturas de deformação em fadiga de baixo ciclo foi redigido.

Além destas modificações, que podem ser encaradas como alterações significativas da estru-

tura do texto, pequenas adições foram feitas na estrutura, como por exemplo a incorporação

de exercı́cios usados nas provas do ano de 2007 ou no aprimoramento da redação do texto. O

texto de 2008 servirá como base para o futuro livro, de tal forma que a presente edição deverá

originar a versão congelada (“frozen”) do texto a ser preparada em 2009.

Como é comum em obras deste tipo, agradeço aos alunos das disciplinas acima menciona-

das por inúmeras correções e sugestões para melhoria dotexto. Agradeço também aos meus

sogros (Manuel e Adelaides), ao Sr. João Diamante (“Tio Jo˜ao”) e a todo o povo de Ibotirama-

BA por propiciarem o ambiente calmo e os recursos lı́quidos necessário à redação deste texto.

Ao meu colega e amigo, Prof. Dr. Fernando J. G. Landgraf, agradeço a disposição em ler

criticamente o texto da segunda edição e pelas sugestõesde melhoria do texto.
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1 ELEMENTOS DE MECÂNICA DOS
SÓLIDOS PARA A CIÊNCIA DOS
MATERIAIS

1.1 Fundamentos

A Mecânica dos Materiais pode ser definida como a sub-disciplina daCiência dos

Materiais que lida com a resposta dos materiais a forças externas aplicadas sobre os mes-

mos. Assim como no caso da Ciência dos Materiais, a Mecânica dos Materiais tem um forte

caráter interdisciplinar, sendo fundamentada em sub-disciplinas da Fı́sica, como por exemplo

a Mecânica Clássica e a Teoria da Elasticidade, e sendo aplicada em diversos campos da En-

genharia, como por exemplo a Engenharia Mecânica, a Engenharia Aeronáutica, a Engenharia

Automobilı́stica, entre outras (entre as quais se contam obviamente a Engenharia Metalúrgica e

de Materiais).

Na opinião do presente autor estes fundamentos são pouco discutidos nos livros-textos usa-

dos nas disciplinas de graduação e pós-graduação onde, não raro, apenas alguns resultados

importantes das disciplinas-base são mencionados de forma ad hoc. Como um exemplo, qual-

quer estudantes de segundo ano em curso de engenharia sabe como calcular uma tensão ou

deformação de engenharia, porém todos se calam quando perguntados do por que se usam estas

transformações de unidades quando descrevemos quantitativamente a resposta de um material

às forças externas. Da mesma forma a mecânica dos sólidos deformáveis (que corresponde ao

campo de estudo da Mecânica dos Materiais na Mecânica Clássica) é tratada como um caso

muito especial e apenas mencionado, se tanto, em notas de rodapé nos respectivos livros-texto

em Mecânica Clássica.

Esta situação de “Terra de Ninguém” em que se encontram osfundamentos da Mecânica

dos Materiais motivou o presente autor a dar uma atenção especial a estes tópicos. O presente

capı́tulo trata deste assunto e é baseado nos livros-textoclássicos de L. Landau e E. M. Lifshitz,
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[LL] , e de N. Muskhelishvili,[M] . A opção por autores soviéticos não implica de nenhuma

forma uma opção ideológica, trata-se unicamente de um tributo ao gênio e ao rigor matemático

com que estes autores escreveram seus livros. Como mencionado acima, esta é uma das partes

que normalmente é desprezada em cursos tanto de graduação quanto de pós-graduação. Este

autor recomenda que isto não seja feito no presente caso. O autor crê que os futuros Enge-

nheiros (assim como os Fı́sicos e Quı́micos) não devem ser tratados como meros autômatos,

capazes de reproduzir fórmulas ou aplicar cegamente tabelas, mas sim que eles devem ter uma

compreensão profunda de como estas foórmulas e tabelas s˜ao geradas. Na experiência do autor,

a resposta dos alunos é positiva a esta iniciativa.

1.1.1 Deformaç̃ao

De acordo com Muskhelishvili [M], o termodeformaç̃ao, quando aplicado ao um meio

contı́nuo, é definido a partir das alterações de posição dos pontos neste meio tal que as distâncias

relativas entre eles se altere. Isto, por conseqüência, exclui todas as alterações de posição que

mantém as distâncias invariantes e que são atribuı́das atranslações e rotações do corpo na forma

de um corpo rı́gido.

Matematicamente, as alterações de posição podem ser descritas por uma transformação que

leva as coordenadas1 dos pontos materiais do corpo,r = (r1, r2, r3) parar ′ =
(
r ′1, r

′
2, r
′
3

)
ou seja:

r ′1 = f1(r1, r2, r3) (1.1a)

r ′2 = f2(r1, r2, r3) (1.1b)

r ′3 = f3(r1, r2, r3) (1.1c)

As funçõesf1, f2 e f3 são definidas em um domı́nio de uma certa região do espaço eucli-

deano,V, e tem imagem em outra região do espaço euclideano,V ′. Para iniciar nossa discussão

vamos considerar que as funçõesf1, f2 e f3 são contı́nuas e tem inversa em todos os pontos

do domı́nio. Elas definem, portanto uma certa transformaç˜ao biunı́vocaV ↔V ′. É importante

voltar a ressaltar que esta transformação não se refere exclusivamente à deformação do corpo,

como definido acima, mas que também contém todas as translações e rotações de corpo rı́gido

aplicadas ao mesmo. Separar estas contribuições da deformação atual do corpo é essencial na

discussão que se segue.

1Assumiremos, sem perda de generalidade, que as coordenadasem questão são definidas a partir de um refe-
rencial fixo no espaço, chamado de referencial de laboratório, por meio de uma base ortonormal(x1,x2,x3).
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Transformaçõesafins

Uma transformação é ditaafim se as coordenadas
(
r ′1, r

′
2, r
′
3

)
forem funções lineares de

(r1, r2, r3), ou seja:

r ′1 = (1+a11) r1+a12r2+a13r3+a, (1.2a)

r ′2 = a21r1+(1+a22) r2+a23r3+b, (1.2b)

r ′3 = a31r1+a32r2+(1+a33) r3+c, (1.2c)

onde os coeficientesa11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33, a, b ec são constantes2. Toda a

transformação linear é contı́nua. Para garantir a existência de inversa, portanto, basta impormos

que o determinante da transformação,D, seja não nulo:

D = det




(1+a11) a12 a13

a21 (1+a22) a23

a31 a32 (1+a33)


 6= 0 (1.3)

As tranformações afins tem uma série de propriedades topológicas que podem ser facil-

mente verificadas. Em primeiro lugar, é fácil demonstrar que qualquer planoΠ definido no

domı́nioV será transformado em um outro planoΠ′ na imagemV ′ 3. Da mesma forma é

possı́vel demonstrar que pontos infinitesimalmente próximos na regiãoV também o serão na

regiãoV ′ e que linhas retas na regiãoV são transformadas em linhas retas deV ′ 4. Em parti-

cular, vetores definidos emV, por exemploP = (ξ ,η,ζ ), são transformados em vetores deV ′,

P′ = (ξ ′,η ′,ζ ′), ou seja:

ξ ′ = (1+a11)ξ +a12η +a13ζ , (1.4a)

η ′ = a21ξ +(1+a22)η +a23ζ , (1.4b)

ζ ′ = a31ξ +a32η +(1+a33)ζ , (1.4c)

Segue que qualquer sub-região do domı́nioV é transformado de forma idêntica emV ′ e,

2A soma de uma unidade aos termosa11, a22 e a33 foi introduzida aqui por um motivo que ficará claro logo
adiante.

3Considere que o plano é definido pela relaçãoAr1 +Br2 +Cr3 +D = 0 e aplique a transformação definida no
sistema de equações 1.2.

4Para provar isto lembre-se que linhas retas são intersecções, portanto sub-conjuntos, de dois planos.
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portanto, a deformação produzida por uma transformação afim é, necessariamente, homogênea.

As relações definidas pelo sistema de equações 1.4 simplesmente expressam o fato de que os

dois vetores estão linearmente relacionados. Disto segueque os coeficientes da transformação

formam um tensor de posto 2 (vide Apêndice A) e estes coeficientes podem ser escritos de

forma compactaai j +δi j usando o delta de Kronecker,δi j :

δi j =

{
1 se i = j

0 se i 6= j
(1.5)

Ocorre que o delta de Kronecker por definição é o tensor identidade (de posto 2) e como a

soma de dois tensores de mesmo posto também é um tensor (Apˆendice A), concluı́mos que os

coeficientesai j formam também um tensor de posto 2.

Uma transformação afim será ditainfinitesimal se os coeficientes da transformação forem

quantidades infinitesimais. Neste caso os termos de ordem quadrática ou superior nos coeficien-

tes podem ser desprezados. Vamos considerar o resultado de duas transformações infinitesimais

consecutivas aplicadas ao vetorr , a primeira resulta no vetorr ′ de acordo com o resultado das

equações 1.2, a segunda atua sobre o vetorr ′, produzindo o vetorr ′′ segundo:

r ′′1 = (1+b11) r ′1+b12r
′
2+b13r

′
3+a′, (1.6a)

r ′′2 = b21r
′
1+(1+b22) r ′2+b23r

′
3+b′, (1.6b)

r ′′3 = b31r
′
1+b32r

′
2+(1+b33) r ′3+c′, (1.6c)

Estas duas transformações, quando combinadas, transformam o vetorr emr ′′, substituindo

as equações 1.6 em 1.2 e ignorando os termos quadráticos nos coeficientes teremos:

r ′′1 = (1+c11) r1 +c12r2+c13r3+a′′, (1.7a)

r ′′2 = c21r1+(1+c22) r2+c23r3+b′′, (1.7b)

r ′′3 = c31r1+c32r2+(1+c33) r3+c′′, (1.7c)

comci j = ai j +bi j , a′′ = a+a′ etc.

Obtemos, portanto, o importante resultado de que duas transformações afins infinitesimais

são comutativas, ou seja, não dependem da ordem em que elassão executadas. Este resultado,
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obviamente, pode ser generalizado para qualquer número detransformações afins infinitesimais.

Diz-se portanto, que estas transformações são obtidas por composiç̃aoou ainda, que elas podem

ser podem sercompostas.

O vetor deslocamento

Definimos o vetor deslocamentou (Fig. 1.1) pelas relações:

x1

x2

r

dV

a x1

x2

r´
dV

b

x1

x2

r
r´

u

c

Figura 1.1: Vetor posição antes,r (a) e depois (b) da deformação,r ′ e definição do vetor deslo-
camentou (c).

r ′ = r +u⇒ r ′i = r i +ui (i = 1,2,3) (1.8)

Substituindo as expressões 1.2 em 1.8 teremos que:

u1 = a11r1+a12r2+a13r3+a, (1.9a)

u2 = a21r1+a22r2+a23r3+b, (1.9b)

u3 = a31r1+a32r2+a33r3+c, (1.9c)



1.1 Fundamentos 17

A transformação definida pelos coeficientesai, j (i, j = 1,2,3), a, b e c contém, como

dito anteriormente, um parcela devida ao movimento do elemento de volume como um corpo

rı́gido e uma parcela devida à deformação propriamente dita. A parcela devida ao movimento

como corpo rı́gido pode ainda ser dividida em uma translaç˜ao pura e uma rotação pura.́E

fácil demonstrar que a translação é dada pelo vetor(a,b,c), falta portanto determinar a parcela

devida à rotação pura, que dependerá dos coeficienteai j .

Iniciamos esta discussão considerando dois pontos, A e B, inicialmente separados por uma

distância infinitesimal no domı́nioV. Definimos o vetor∆r como:

∆r = rB− rA (1.10)

Por meio de uma transformação afim infinitesimal obtemos o vetor,∆r ′:

∆r = r ′B− r ′A (1.11)

Da definição deu (equação 1.8) podemos escrever de forma análoga:

∆u≡ uB−uA (1.12)

Substituindo a equação 1.12 em 1.9 teremos:

∆u1 =
(
aB

11−aA
11

)
∆r1+

(
aB

12−aA
12

)
∆r2+

(
aB

13−aA
13

)
∆r3, (1.13a)

∆u2 =
(
aB

21−aA
21

)
∆r1+

(
aB

22−aA
22

)
∆r2+

(
aB

23−aA
23

)
∆r3, (1.13b)

∆u3 =
(
aB

31−aA
31

)
∆r1+

(
aB

32−aA
32

)
∆r2+

(
aB

33−aA
33

)
∆r3, (1.13c)

Ou ainda:




∆u1

∆u2

∆u3


=




e11 e12 e13

e21 e22 e23

e31 e32 e33



(

∆r1 ∆r2 ∆r3

)
(1.14)

comei j ≡ aB
i j −aA

i j .

Dado que os pontos A e B estão infinitesimalmente espaçadose que a transformação é

contı́nua, podemos interpretar∆u e ∆r como:
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∆u = du e ∆r = dx (1.15)

Na segunda identidade usamos os fato de que o vetor∆r descreve um deslocamento dife-

rencial no espaço a partir do vetorrA.

Da definição da diferencial de uma função vetorial, temos a identidade:

ei j =
∂ui

∂x j

∣∣∣∣
rA

(1.16)

O tensor de deslocamento diferencial definido pelas equaç˜oes 1.16 pode ser decomposto de

forma usual em dois outros tensores, um simétrico e outro anti-simétrico:




e11 e12 e13

e21 e22 e23

e31 e32 e33


=




ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33


+




ω11 ω12 ω13

ω21 ω22 ω23

ω31 ω32 ω33


 (1.17)

com:

εi j =
1
2

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
e ωi j =

1
2

(
∂ui

∂x j
− ∂u j

∂xi

)
(1.18)

Para obter uma interpretação fı́sica destes dois tensores vamos considerar como varia a

distânciaℓ entre os dois pontos A e B durante a transformação.

ℓ = ‖∆r‖=

(
3

∑
i=1

∆r2
i

) 1
2

(1.19)

Da mesma forma:

ℓ′ = ‖∆r ′‖=

[
3

∑
i=1

(∆r i +∆ui)
2

] 1
2

(1.20)

Usando o sistema de equações 1.14 e a definição deei j (equação 1.16), substituindo acima

e desenvolvendo o quadrado teremos:
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(ℓ′)2 = (ℓ)2+
3

∑
a=1

3

∑
b=1

(
2

∂ua

∂xb
dxadxb+

3

∑
c=1

∂ua

∂xb

∂ua

∂xc
dxbdxc

)
(1.21)

Rearranjando os termos e alterando a ordem das somas:

(ℓ′)2 = (ℓ)2+
3

∑
i=1

3

∑
j=1

εi j dxidx j (1.22)

ondeεi j é definido por:

εi j ≡
1
2

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi
+

3

∑
k=1

∂uk

∂xi

∂uk

∂x j

)
(1.23)

Notamos que as duas definições deεi, j são idênticas a menos de um termo quadrático

nas derivadas. Usamos agora a condição imposta de que a transformação é infinitesimal para

concluir que a parte simétrica do tensor de deslocamento diferencial (equação 1.16) caracteriza

a deformação, como definida no inicio desta seção (isto ´e, a parcela da transformação que leva

a uma alteração das distâncias mútuas dos pontos materiais no corpo). Chamaremos este tensor

detensor de deformaç̃ao (em inglês,strain tensor).

Alguns fatos importantes sobre o tensor de deformação:

• O tensor de deformação corresponde a uma matriz 3×3.

• Atribuir valores aos elementos desta matriz corresponde a definir umestado de deformaç̃ao.

• Freqüentemente podemos reduzir o problema da análise de um estado de deformação a

um dado plano no interior do sólido, neste caso a matriz do tensor de deformação passa a

ter dimensão 2 (e o problema passa a ser bidimensional).

Falta interpretar o sentido fı́sico do tensorωi j . Notamos inicialmente que a sua definição

(equação 1.18) implica na seguinte forma de matriz:




0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


 (1.24)

ondeω1≡ ω32, ω2≡ ω13 e ω3≡ ω21.
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Como demonstrado anteriormente, ele não contribui para uma alteração das distâncias re-

lativas dos pontos do corpo sólido. Como a translação rı́gida já foi excluı́da da análise, ele

só pode corresponder a uma rotação rı́gida do elemento devolume. De fato, ele correponde a

uma rotação rı́gida infinitesimal definida pelo vetor (polar)θ = (ω1,ω2,ω3). A demonstração é

rasoavelmente simples e pode ser encontrada no livro de Muskhelishvili, anteriormente citado,

nas páginas 32 a 34.

A discussão acima foi feita para uma transformação afim infinitesimal, entretanto ela vale

para qualquer transformação infinitesimal, desde que não haja nenhum ponto singular no in-

terior do corpo (isto equivale a dizer que a transformaçãopode ser linearizada localmente).

Nem mesmo a condição de homogeneidade é necessaria, já que se pode definir um tensor

de deformação local (ou seja, que é função das coordenadas, gerando um campo tensorial de

deformações)5. é importante ressaltar, entretanto, que a deformação plástica é essencialmente

não-afim e que diversos ı́tens importantes da mecanica dos materiais, como discordâncias, su-

perfı́cies e trincas, são pontos singulares do campo tensorial de deformação. Outra restrição

importante sobre este tratamento é que ele trata os sólidos como meios contı́nuos, quando sa-

bemos que a natureza atômica da matéria exige que o caráter descontı́nuo passe a se manifestar

se a escala de dimensões do problema se tornar nanométrica. Muitos dos resultados paradoxais

da teoria podem ser eliminados se considerarmos estas descontinuidades.

Exerćıcio 1.1

Considere a figura 1.2. Ela representa duas transformações afins infinitesimais aplicadas

a um quadrado (o problema, portanto, é bidimensional). Tendo em vista o sistema de eixos

representado na figura, determine:

1. Quais termos dos tensores de deformação e de rotação infinitesimal são diferentes de zero

e

2. Uma expressão aproximada para os valores dos elementos que são diferentes de zero em

função das coordenadas dos pontos situados ao longo das linhas A-B e A’-B’.

Dica: aproxime as derivadas por frações discretas e despreze o termo quadrático da definição

do tensor de deformação.

Soluç̃ao

5Observe entretanto que no caso de deformação não homogênea outras contribuições surgirão no movimento,
a saber, uma translação e uma rotação do elemento de volume em relação ao centro de massa do corpo.
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A

B

A´

B´

(1)

(2)

A

B

A´

B´

x2

x1

Figura 1.2: Estados de deformação ideais aplicados a um quadrado unitário.

Para resolver estes problemas nós representamos graficamente a variação das coordenadas

que unem A′ a B′ na configuraç̃ao final em funç̃ao das coordenadas da linha que une A a B na

configuraç̃ao original.

Para o caso (1) temos o resultado representado na Figura 1.3.

Pela ańalise desta figura notamos que oúnico termo das derivadas deu diferente de zeróe
∂u2
∂x2

. Seu valor seŕa dado por:

∂u2

∂x2
=

B′−B−A′+A
B−A

(1.25a)

Assumindo que a origem se situa em A= A′ podemos reescrever 1.25a como:

u2

x2
=

B′−B
B

(1.25b)

Substituindo agora nas equações 1.18 notamos que oúnico termo do tensor de deformação

diferente de zero será ε22 e seu valor seŕa dado por 1.25b.

Da mesma forma, aplicando-se as equações para o tensor de rotações infinitesimais, con-

clúımos que, neste caso, nenhum dos seus termos será diferente de zero.
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x1

u1

A B

u2

x1A B

const

A B A Bx2 x2

u1 u2

0

0 A´-A

B´-B

Figura 1.3:Variação das coordenadas do vetor deslocamento com a distância para o caso (1)
da Figura 1.2.

No caso (2) os vetores deslocamento estão representados na Figura 1.4.

Vemos portanto que óunico termo das derivadas de(u) diferente de zeróe ∂u1
∂x2

. Seu valor

seŕa:

∂u1

∂x2
=

B′−B−A′+A
B−A

(1.25c)

Assumindo que a origem se situa em A= A′ podemos reescrever 1.25c como:

∂u2

∂x2
=

B′−B
B

(1.25d)

Substituindo nas equações 1.18 temos que dois termos do tensor de deformação ser̃ao ñao

nulos, a saberε12 e ε21, cujo valor seŕa dado por:



1.1 Fundamentos 23

x1

u1

A B

u2

x1A B

A B A Bx2 x2

u1 u2

0

B´-B

A´-A 0

const

Figura 1.4:Variação das coordenadas do vetor deslocamento com a distância para o caso (2)
da Figura 1.2.

ε12 = ε21 =
B′−B

2B
(1.25e)

Já o tensor de rotaç̃oes infinitesimais correspondente será dado por:

ωi j =
0 B′−B

2B

−B′−B
2B 0

(1.25f)

Exerćıcio 1.2

A teoria de Euler-Bernouilli para a flexão de vigas estabelece que estas, sob a ação de um

momento fletor, se deformam como representado na Figura 1.5.Determine os elementos do

campo tensorial de deformação (ou seja, os elementos do tensor de deformação como função

da posição) correspondentes a esta configuração. Assuma que a aproximação de deformação
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infinitesimal é válida e faça as simplificações que julgar necessário.

ρ1
ρ2

x1

x3

x2

x3

Figura 1.5: Deformação de uma viga sujeita a um momento fletor de acordo com a teoria de
Euler-Bernouilli

Soluç̃ao

Baseado em S. P. Timoshenko e J. E. Gere “Mecânica dos Śolidos”: Vol. 1, Cap. 5, Rio de

Janeiro: LTC, 1993.

Definimos a curvatura da viga pela letraκ1 e a associamos ao seu raio de curvatura,ρ1,

esquematizado na figura, como:

κ1 =
1
ρ1

=
dθ1

dx1
(1.26a)

Da mesma forma definimosκ2 como:

κ2 =
1
ρ2

dθ2

dx2
(1.26b)

Ondeθ1 é um elemento de arco ao longo da viga.

Pela ańalise da simetria do problema, vemos que as distâncias entre os pontos situados

no plano central desta viga (marcado por uma linha do tipo traço - ponto) permanecerão

inalteradas. Logo o vetor deslocamento se anula neste plano. Para planos inferiores a este

as dist̂ancias ser̃ao encurtadas, enquanto que para planos superiores elas serão alongadas.

Definimos a varíavel y como a distância de um ponto genérico da viga a este plano central

(chamado de fibra neutra). Por considerações de simetria vemos que:

u1 = (ρ1+y)dθ1 (1.26c)

Substituimos na equação 1.18 e concluimos que:
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ε11 =
y

ρ1
= κ1y (1.26d)

Podemos repetir o raciocı́nio para o plano tranversal da viga e concluı́mos que o campo

tensorial seŕa dado por:

εi, j =

κ1y 0 0

0 κ2y 0

0 0 0

(1.26e)

Ondeκ1 e κ2 devem ser encaradas no momento como constantes a serem determinadas na

soluç̃ao do problema.

Propriedades do tensor de deformaç̃ao

O tensor de deformação possui algumas propriedades especiais. A primeira, como vimos

anterriormente, é a simetria (ou seja,εi j = ε ji ∀i, j). Os termos diagonais do tensor correspon-

dem a extensões (ou compressões) simples na direção do respectivo eixo, como no caso (1) do

exercı́cio 1.1, e são denominadasdeformações normais. Os termos não diagonais são, por sua

vez, denominadosdeformações angulares, como no caso (2) do exercı́cio 1.1. Por definição,

deformações normais que correspondem a extensões são positivas, enquanto que as que corres-

pondem a compressões são negativas. Uma convenção semelhante pode ser adotada para o sinal

das deformações angulares em função do sentido de rotac¸ão, porém isto não será relevante na

presente disciplina.

Deformações angulares podem ser identificadas alternativamente com o ânguloγ da figura

1.6, sendo então denominadas por esta letra grega.

γ12/2 = ε12γ12

γ21/2 = ε21

Figura 1.6: Definição das deformações angulares em duasdimensões.
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A equivalência entre as duas definições de deformação angular será dada por:

γ12 = 2ε12 (1.27)

Como todo o tensor simétrico,εi j pode ser diagonalizado (rememberAlgeLin!). O refe-

rencial no qualεi j é diagonal é chamado de referencial das deformações principais. Neste re-

ferencial todas as deformações são normais (ou seja, as deformações angulares se anulam). As

três direções correspondentes ao referencial das deformações principais são chamadasdireções

ou eixos principais. Elas são mutuamente perpendiculares.

As três deformações principais são denominadasε1, ε2 eε3 respectivamente, adotando-se a

convenção:

ε1≥ ε2≥ ε3 (1.28)

Esta convenção será obedecida neste curso, exceto em circunstâncias isoladas.

O problema inverso

As equações deduzidas até o momento permitem determinaros componentes do tensor de

deformação caso o campo vetorial de deslocamentos seja dado. Podemos, alternativamente,

desejar resolver o problema inverso, ou seja, determinar o campo vetorial de deslocamentos a

partir de um campo tensorial de deformação dado. Como Muskhelishvili ressalta, o problema

não é unicamente determinado, já que as deformações s˜ao definidas a menos das componentes

rı́gidas (translação e rotação) do movimento do corpo sólido. Entretanto é possivel resolver este

problema se estas componentes forem conhecidas em um ponto (poderiamos dizer também que

elas podem ser determinadas para um referencial solidárioa este ponto).

SejaM0 um ponto qualquer no interior do volumeV ′. Definimos os vetoresu0 =
(
u0

1,u
0
2,u

0
3

)

e ω0 =
(
ω0

1 ,ω0
2,ω0

3

)
como sendo respectivamente as componentes de translaçãoe de rotação

rı́gidas associadas ao pontoM0. O problema em questão, portanto, corresponderá a determinar

o campo(u1(x1,x2,x3),u2(x1,x2,x3),u3(x1,x2,x3)) dado o campo
(
εi, j(x1,x2,x3)

)
.

A solução do problema será dada pela solução do seguinte sistema de equações diferenciais

a derivadas parciais:
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∂u1
∂x1

= ε11
∂u2
∂x2

= ε22
∂u3
∂x3

= ε33
∂u3
∂x2

+ ∂u2
∂x3

= 2ε23

∂u1
∂x3

+ ∂u3
∂x1

= 2ε13
∂u2
∂x1

+ ∂u1
∂x2

= 2ε12

(1.29)

Temos, portanto, seis equações para três funções-incógnitas. O problema é, assim, super-

determinado e pode não ter uma solução, a não ser que outras condições sejam impostas. A

natureza destas condições ficará clara na continuação.

Seja um pontoM1 deV ′, conectado aM0 por um caminhoΓ. A componenteu1 do vetor de

deslocamento será dada por:

u1 = u0
1+

r
Γ

(
∂u1
∂x1

dx1 + ∂u1
∂x2

dx2+ ∂u1
∂x3

dx3

)

= u0
1+

r
Γ [ε11dx1 +(ε12−ω3)dx2+(ε13+ω2)dx3]

(1.30a)

Da mesma forma,u2 será dada por:

u2 = u0
2+

r
Γ [(ε21+ω3)dx1+ ε22dx2+(ε23−ω1)dx3] (1.30b)

eu3:

u3 = u0
3+

r
Γ [(ε31−ω2)dx1+(ε32+ω1)dx2 + ε33dx3] (1.30c)

As integrais 1.30 podem ser reescritas como:

u1 = u0
1+

w

Γ

(ε11dx1+ ε12dx2 + ε13dx3)+
w

Γ

(ω2dx3−ω3dx2) , (1.31a)

u2 = u0
2+

w

Γ

(ε21dx1+ ε22dx2 + ε23dx3)+
w

Γ

(ω3dx1−ω1dx3) , (1.31b)

u3 = u0
3+

w

Γ

(ε31dx1+ ε32dx2 + ε33dx3)+
w

Γ

(ω1dx2−ω2dx1) , (1.31c)

Como Muskhelishvili ressalta, os primeiros termos das equações 1.31 são integrais de
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funções dadas (ou seja, a princı́pio conhecidas) e podem ser resolvidas por métodos analı́ticos

ou numéricos. Os outros termos correspondem à contribuic¸ão da rotação ao deslocamento e de-

vem ser determinadas a partir dos termos do tensor de deformação. Para ilustrar este processo

vamos considerar a integral constante na equação 1.31a6 e vamos reescrevê-la como:

w

Γ

(ω2dx3−ω3dx2) =
w

Γ

[
ω3d

(
x1

2−x2
)
−ω2d

(
x1

3−x3
)]

(1.32)

ondex1
i se refere às coordenadas do pontoM1. Integrando por partes:

= ω0
2

(
x1

3−x0
3

)
−ω0

3

(
x1

2−x0
2

)
−

w

Γ

[(
x1

2−x2
)

dω3−
(
x1

3−x3
)

dω2
]

(1.33)

Continuando, precisamos determinar dωi em termos de dεi j . Podemos verificar facilmente,

usando as definições deωi j e εi j que:






∂ω1
∂x1

= ∂ε31
∂x2
− ∂ε12

∂x3
∂ω1
∂x2

= ∂ε32
∂x2
− ∂ε22

∂x3
∂ω1
∂x3

= ∂ε33
∂x2
− ∂ε32

∂x3

, (1.34a)






∂ω2
∂x1

= ∂ε11
∂x3
− ∂ε31

∂x1
∂ω2
∂x2

= ∂ε21
∂x3
− ∂ε23

∂x1
∂ω2
∂x3

= ∂ε31
∂x3
− ∂ε33

∂x1

, (1.34b)






∂ω3
∂x1

= ∂ε12
∂x1
− ∂ε11

∂x2
∂ω3
∂x2

= ∂ε22
∂x1
− ∂ε12

∂x2
∂ω3
∂x3

= ∂ε23
∂x1
− ∂ε31

∂x2

, (1.34c)

Lembrando que:

dωi =
∂ωi

∂x1
dx1+

∂ωi

∂x2
dx2 +

∂ωi

∂x3
dx3 (1.35)

Obtemos:

ui = u0
i +ω j

(
x1

k−x0
k

)
−ωk

(
x1

j −x0
j

)
+

w

Γ

3

∑
n=1

ξindxn (1.36)

6As demais podem ser resolvidas por analogia.
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As demais componentes são obtidas da expressão acima por uma permutação cı́clica dos

ı́ndices, simbolicamente:(i, j,k �) = (1,2,3). O tensorξ i j foi aqui introduzido por con-

veniência, correspondendo a:

ξ i j = ε i j +
(
x1

j −x j
)(∂εii

∂x j
− ∂εi j

∂xi

)
+
(
x1

k−xk
)(∂εii

∂xk
− ∂εki

∂xi

)
(1.37)

comk 6= i, j.

A equação 1.36 é conhecida como equação deVolterra, em homenagem ao matemático

italiano Vito Volterra, que as derivou pela primeira vez7. Ela fornece o valor do vetor deslo-

camento no interior de um sólido em um referencial vinculado a um dado ponto deste sólido,

para os quais são conhecidos a coordenada e o valor do momento de rotação. As fórmulas são

deduzidas em termos de uma integral de linha, porém é evidente que o deslocamento em um

ponto deverá ser uma função da posição. Logo a integralem 1.36 deve ser independente do ca-

minho de integração. A condição necessária e suficiente para que a integral seja independente

do caminho é:






∂ξik
∂x j

=
∂ξi j

∂xk
∂ξii
∂xk

= ∂ξik
∂xi

∂ξi j

∂xi
= ∂ξii

∂x j

(i, j,k �) = (1,2,3) (1.38)

Substituindo 1.37 em 1.38 obtemos as seis relações seguintes:






∂ 2ε j j

∂x2
k

+ ∂ 2εkk
∂x2

j
=

∂ 2ε jk

∂xk∂x j
,

∂ 2εkk
∂x2

i
+ ∂ 2εii

∂x2
k

= ∂ 2εki
∂xi∂xk

,

∂ 2ε j j

∂x2
k

+ ∂ 2εkk
∂x2

j
=

∂ 2ε jk

∂xk∂x j
,

∂ 2εii
∂x j ∂xk

= ∂
∂xi

(
−∂ε jk

∂xi
+ ∂εki

∂x j
+

∂εi j

∂xk

)
,

∂ 2ε j j

∂xk∂xi
= ∂

∂x j

(
−∂εki

∂x j
+

∂εi j

∂xk
+

∂ε jk

∂xi

)
,

∂ 2εkk
∂xk∂x j

= ∂
∂xk

(
−∂εi j

∂xk
+

∂ε jk

∂xi
+ ∂εki

∂x j

)
,

(1.39)

As relações 1.39 são conhecidas como relações de compatibilidade deSaint-Venant, em

homenagem a Barré de Saint-Venant, que as publicou em 1861.Elas fornecem a condição

necessária para que o campo tensorial de deformações seja contı́nuo, desta forma também são

conhecidas comocondições de continuidade.

7Segundo Muskhelishvili, a dedução aqui apresentada se deve a um certo E. Cesaro em 1906.
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Γ
(x1,x2,x3)

(0,0,0)

x1

x2

x3

V´

Figura 1.7:O caminho de integraç̃ao para a soluç̃ao do exerćıcio 1.3.

Exerćıcio 1.3

Determine o campo de deslocamentos resultante de um estado de deformação caracterı́stico

de um carregamento uniaxial em tração ou compressão (i.e. ε11 = −νε, ε22 = −νε, ε33 = ε,

ε12 = ε13 = ε23 = 0, ondeε é uma constante diferente de zero eν ≤ 1
2 é uma constante positiva).

Soluç̃ao

Primeiramente consideramos o referencial fixo ao centro de massa do corpo, para eliminar

posśıveis movimentos de translação e de rotaç̃ao ŕıgida. O problema seguintée considera-

velmente simplificado dado que os termos do tensor de deformação s̃ao constantes em todo o

doḿınio de integraç̃ao. O argumento da integral de linha na equação 1.37, se reduz portanto

a εi j . Para determinar o valor do vetor−→u = [u1(x1,x2,x3) ,u2(x1,x2,x3) ,u3(x1,x2,x3)] cons-

truı́mos um caminho de integração que leva a−→x = (x1,x2,x3) como o representado na Figura

1.7. O resultado, portanto,́e−→u = (−νεx1,−νεx2,εx3).

Exerćıcio 1.4

No exercı́cio 1.2 deduzimos o tensor de deformação correpondente à solução de Euler-

Bernouilli para a viga flexionada, dado na equação 1.26e. Demonstre que esta solução obedece

às relações de Saint-Venant.

Soluç̃ao

Notamos que y= x3 + α, ondeα é a coordenada (constante) do centro da fibra neutra,
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desta forma todas as derivadas segundas se anulam, o que satisfaz as condiç̃oes 1.39 de forma

trivial.

1.1.2 Tens̃ao

Quando um corpo em repouso está sujeito a forças (externas), este se deforma. Como

conseqüência da terceira lei de Newton desenvolvem-se forças (internas) de reação,F, tais que

a resultante de forças (internas e externas) se anula. Muskhelishvili separa as forças atuantes

sobre o corpo em duas classes: Forças volumétricas8, que agem sobre todos os elementos de

volume do sólido, e forças de contato9.

No primeiro caso elas atuam sobre qualquer elemento de volume infinitesimal do corpo

sólido. Exemplos de forças volumétricas são a força peso ou forças de origem inercial (forças

centrı́fugas). Podemos representá-las por um vetorf = ( f1, f2, f3) em unidades de volume ou

ainda f
ρ se forem expressas em unidades de massa (ρ representa a densidade de massa do corpo).

A resultante das forças volumétricas atuando sobre qualquer volume finito,V ′, do corpo sólido,

F, será dada por:

F =
y

V ′
fdV (1.40)

No caso das forças de contato, estas atuam fundamentalmente sobre a superfı́cie do ele-

mento de volume10. Postula-se aqui que estas forças podem ser escritas como odivergente de

um tensor de posto 2:

f c
i = ∑

j

∂σi j

∂x j
(1.41)

ondeσi j recebe o nome detensor de tens̃ao (ou, em inglêsstress tensor).

Com base na definição do tensor de tensão, podemos escrever a força atuando sobre um

8O termo em inglês ébody forces, procurei uma forma conveniente de se traduzir este termo, mas não conseguı́
chegar a um consenso sobre o termo correto a ser usado em português. A literatura em francês e espanhol usa o
termo equivalente a “forças externas”, este termo, entretanto, é impreciso pois, como será visto posteriormente,
forças de contato podem (e são) transmitidas ao material através de sua superfı́cie, sendo tecnicamente externas
por definição.

9Muskhelishvili usa o termo tensões (stresses), mas reservaremos este termo para outra finalidade para evitar
confusão.

10Conforme discutido por Landau e Lifschitz, a distinção sedeve fundamentalmente ao alcance destas forças.
Forças de contato tem origem nas forças moleculares de coesão, que tem alcance muito limitado, geralmente
da ordem de algumas distâncias interatômicas. Tudo se passa, portanto, como se elas atuassem apenas sobre a
superfı́cie do elemento de volume. Forças volumétricas,por outro lado, tem alcance maior.
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elemento de volume dV do corpo como:

∫
f c
i dV =

∫ 3

∑
j=1

∂σi j

∂x j
dV =

∮ 3

∑
j=1

σi j dsj (1.42)

onde os dsj são os componentes do elemento de superfı́cie ds orientado de acordo com a

normal exterior. Escolhendo um elemento de volume de formato cúbico, com as normais das

faces apontando ao longo dos eixosxi vemos queσi j corresponde aoi-ésimo componente da

força atuando sobre o elemento de área orientado com a normal ao longo do eixox j
11.

Alguns fatos sobre o tensor de tensão:

• Assim como no caso do tensor de deformação, o tensor de tensão é formalmente equiva-

lente a uma matriz quadrada de dimensão 3.

• Atribuir valores aos elementos desta matriz corresponde a definir umestado de tens̃ao.

• Como no caso do tensor de deformação, em certas ocasiões podemos reduzir o problema

à análise das tensões em um determinado plano no interiordo sólido, nestes casos a matriz

fica reduzida à dimensão 2.

O tensor de tensão é simétrico, ou seja,σi j = σ ji . A demonstração depende do equilı́brio

de momentos de rotação no elemento de volume. Consideramos por exemplo o momento de

rotação em torno do eixox1 imposto pelas forças volumétricas ao elemento de volumeV e pelas

forças de contato à superfı́cieSque contém o volumeV:

M1 =
y

V

(x2 f3−x3 f2)dV ′+
x

S

(x2 f c
3−x3 f c

2)dS′ (1.43)

Usando o teorema de Green, entretanto, transformamos a integral de superfı́cie em uma

integral de volume e a equação 1.43 pode ser reescrita como:

M1 =
t

V

{[
x2

(
f3 + ∂σ31

∂x1
+ ∂σ32

∂x2
+ ∂σ33

∂x3

)
−

+x3

(
f2+ ∂σ21

∂x1
+ ∂σ22

∂x2
+ ∂σ23

∂x3

)]
+σ32−σ23

}
dV ′

(1.44)

11O argumento é, de certa forma, circular. Muskhelishvili, por exemplo usa o fato de que as tensões são forças
de contato para deduzir que elas se originam do divergente deum tensor (portanto ele lê a equação 1.42 da direita
para a esquerda). Estas identidades, entretanto, ilustrampropriedades especiais das forças de contato. De fato,
veremos mais adiante (Capı́tulo 2), que em problemas bidimensionais as tensões podem ser derivadas a partir
de uma função escalar (de argumento complexo) chamada função tensão (stress function), que atua como uma
espécie de potencial.
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Os termos entre parênteses, entretanto, correspondem respectivamente af3− f c
3 e f2− f c

2.

Como o sólido está em equilı́brio estes termos devem se anular12. O momentoM1 será dado

portanto por:

M1 =
y

V

(σ32−σ23)dV ′ (1.45)

Novamente, o equı́brio do corpo sólido é invocado para demonstrar queM1 = 0. Esta

condição somente será satisfeita para qualquer elemento de volume do sólido se o arqumento

da integral se anular identicamente em qualquer ponto do corpo sólido. Isto demonstra que o

tensor de tensão deve ser simétrico, como inicialmente proposto.

As componentes diagonais do tensor correspondem a forças atuando perpendicularmente

às superfı́cies do elemento de volume, sendo denominadastens̃oes normais. Os termos não

diagonais, por sua vez, correspondem a forças atuando paralelamente à superfı́cie do elemento

de volume, sendo denominadas, portanto,tens̃oes de cisalhamento.

Como no caso das deformações angulares, às vezes as tens˜oes de cisalhamento são repre-

sentadas por uma outra letra grega, para distingüı́-las das tensões normais, neste caso usa-se

τi j ≡ σi j .

Por convenção, tensões normais de tração são positivas e tensões normais de compressão

são negativas. Uma convenção semelhante pode ser adotada para o sinal das tensões de ci-

salhamento, sendo porém irrelevante para os objetivos da presente disciplina (esta convenção,

entretanto, deve ser compatı́vel com a adotada para as deformações angulares).

O tensor de tensão pode ser diagonalizado e as tensões neste referencial são chamadas

tens̃oes principaise são todas normais, obviamente.

No caso de sólidos isotrópicos as direções principais dos tensores de tensão e de deformação

coincidem, para sólidos anisotrópicos de baixa simetria(por exemplo, em monocristais com

simetria triclinica) isto geralmente não ocorrerá.

1.1.3 Trabalho de deformaç̃ao

Até o momento consideramos o caso geral em que as forças volumétricas são mantidas na

formulação. Para determinar o trabalho de deformação será conveniente entretanto nos restrin-

girmos ao caso em que as forças volumétricas se anulam. Isto é feito porque o trabalho das

12Na verdade os termos entre parenteses são dois casos das chamadas “condições de equilı́brio elástico”. A
terceira condição, referente à direçãox1, pode ser facilmente determinada por analogia.
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forças volumétricas pode ser facilmente calculado pelosmétodos usuais da mecânica clássica

e adicionado ao trabalho das forças de contato. Consideremos um elemento de volume de um

corpo sólido deformado. Suponhamos que o vetoru se altere por uma quantidade infinitesimal

δu. O trabalho realizado pelas tensões no interior deste elemento de volumeδW é calculado

como o produto escalar da forçaF = ∑ j ∇σi j pelo deslocamentoδu. Integrando-se por partes

teremos:

∫
δWdV =

∮
∑
i

σi j δuidsj −
∫

∑
i

∑
j

σi j
∂ui

∂x j
dV (1.46)

Assumindo-se que o corpo se encontra não deformado ou que a tensão se anula no infinito

(esta hipótese é sempre realizada na superfı́cie do sólido), podemos posicionar a superfı́cie de

integração de tal forma queσi j → 0 e a integral de superfı́cie se anula.

A integral de volume pode ser reescrita usando-se a simetriado tensor de tensão como:
∫

δWdV =−
∫

∑
i

∑
j

σi j δεi j dV (1.47)

Desta forma vemos que a soma do produto dos elementos dos tensores de tensão e do

incremento da deformação resultam no incremento do trabalho realizado por unidade de volume

do sólido durante a deformação.

1.2 Transformação de referenciais

Para converter tensões (ou deformações) de um sistema dereferências a outro utilizamos

construção esquemática representada na Figura 1.8.

Da figura teremos:

∑F ′1 = 0⇒ σ ′11ds′1 = σ11cosθds1+σ22sinθds2+ (1.48)

+σ12cosθds2+σ21sinθds1

considerando a Figura 1.8, entretanto teremos ds1cosθ = ds2sinθ = ds′1 e, portanto:

σ ′11 = σ11+σ22
2 + σ11−σ22

2 cos2θ +σ12sin2θ (1.49)
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x1

x2
x1´

x2´ θ

θ

σ11´
σ12´

Figura 1.8: Construção esquemática de um elemento de volume usada na derivação das regras
de conversão de sistemas de referência.

analogamente,

∑F ′2 = 0⇒ σ ′12 =−σ11−σ22
2 sin2θ +σ12cos2θ (1.50)

Exerćıcio 1.5

Considere o estado de tensão definido por:

∣∣σi j
∣∣=
∣∣∣∣∣

4 2

2 −1

∣∣∣∣∣ (1.51)

Determine:

a. O valor das duas tensões principais,

b. o valor do ângulo de rotaçãoθ que leva o sistema ao referencial das direções principais,

c. o ângulo de rotação relativa ao referencial das tensões principais que produz a máxima

(mı́nima) tensão de cisalhamento no sistema.

Soluç̃ao
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a. Lembrando o problema da determinação dos autovalores de uma matriz, estudado em Al-

geLin, procuramos a solução de

det

(
4−λ 2

2 −1−λ

)
= 0 (1.52a)

que resulta em

(4−λ )(−1−λ )−4 = 0 (1.52b)

ou ainda,

λ 2−3λ −4 = 0 (1.52c)

As soluç̃oes desta equação de segundo grau são dadas por:

λ± =
3±
√

41
2

(1.52d)

ou ainda,λ+ = 4,7015MPa eλ− =−1,7015MPa, que s̃ao as tens̃oes principais solicita-

das.

b. Para resolver este problema consideramos a equação 1.49. Notamos que, sendo estas

direções principais, o valor deσ11 seŕa um dos extremos da equação (um ḿaximo ou um

ḿınimo), logo:

∂σ ′11

∂2θ
= 0⇒ 0 =−

(
σ11−σ22

2

)
sin(2θ)+σ12cos(2θ) (1.53a)

dividindo ambos os lados por−σ11−σ22
2 cos(2θ) temos,

tan(2θ) =
2σ12

σ11−σ22
(1.53b)

cujas soluç̃oes s̃ao dadas por,

θ =
1
2

tan−1
(

2σ12

σ11−σ22

)
=

1
2

tan−1(0,8) (1.53c)

ou aindaθ (1) = 19,33◦e θ (2) = 109,33◦.

Note que as mesmas soluções seriam obtidas se tivessemos assumido que as tensões de

cisalhamento no novo referencial se anulam (outra das caracteŕısticas do referencial das

tens̃oes principais), usando a equação 1.50.
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Substituindo os doiŝangulos na equaç̃ao 1.49 recuperamos as duas tensões principais,

comoé devido, sendo queθ (1) corresponde aλ+ e θ (2) corresponde aλ−.

c. Diferentemente do item anterior, a questão pede ôangulo de rotaç̃ao em relaç̃ao ao refe-

rencial das tens̃oes principais. Novamente procuramos os extremos da equação 1.50, con-

siderando entretanto, que no referencial das tensões principaisσ12≡ 0. Temos portanto

que:
∂σ ′12

∂2θ
= 0⇒ 0 =

σ11−σ22

2
cos(2θ) (1.54)

A soluç̃ao desta equaç̃ao, entretanto independe dos valores deσ11 e σ22 e é dada por

θ (1) = 45 ◦e θ (2) = 225◦= -45 ◦.

O estado de tensão neste referencial pode ser obtido substituindo-se o valor dos ângulos

nas equaç̃oes 1.49 e 1.50, tomando-se o cuidado de usar o referencial correto. Se usarmos

o referencial das tens̃oes principais teremosσ11 = λ+, σ22 = λ− e σ12 = 0, se utilizarmos

o referencial original, devemos subtrair ôangulo que leva este referencial ao das tensões

principais.

1.2.1 Aplicaç̃ao: Cı́rculo de Mohr (2d)

As equações da transparência anterior podem ser reescrita da forma:

σ ′11−
(

σ11+σ22

2

)
=

σ11−σ22

2
cos2θ +σ12sin2θ (1.55)

σ ′12 =−σ11−σ22

2
sin2θ +σ12cos2θ

Elevando ao quadrado, somando-se as duas expressões e simplificando, teremos:

(
σ ′11−

σ11+σ22

2

)2

+
(
σ ′12

)2
=

(
σ11−σ22

2

)2

+(σ12)
2 (1.56)

Definindo-se

• x = σ ′11,

• y = σ ′12,

• a≡ σm = σ11+σ22
2 e

• b =
[(σ11−σ22

2

)2
+(σ12)

2
] 1

2
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podemos reescrever a expressão anterior como:

(x−a)2+(y−0)2 = b2 (1.57)

que é a equação de um cı́rculo com centro no ponto(a,0) e raiob

A relação entre as equações de transformação de coordenadas e a equação do cı́rculo foi

observada pela primeira vez pelo engenheiro alemão Otto Mohr em 1895. Em sua homenagem

o cı́rculo assim obtido recebe o nome deCı́rculo de Mohr .

Até o momento descrevemos as transformações de referenciais no contexto das tensões,

mas as mesmas relações valem para a transformação das deformações13, sendo diretamente

aplicáveis. Em particular, o cı́rculo de Mohr é diretamente aplicável à análise de um estado de

formação.

Os cı́rculos de Mohr permitem analisar o estado de tensão (respectivamente, de deformação)

do corpo sólido de forma prática, simples e bastante ilustrativa. Iremos nos utilizar do cı́rculo

de Mohr em diversas ocasiões no decorrer do curso, portantoo aluno deverá praticar o trabalho

com esta ferramenta.Repetindo: Cı́rculo de Mohrnão é uma invenção de mente doentia,

criada para torturar alunos, mas sim uma ferramenta muito útil, de fácil uso e que simplifica

consideravelmente o trabalho com estados de tensão e de deformação.

Cı́rculo de Mohr (como desenhar)

Iremos discutir aqui dois métodos de construção do cı́rculo de Mohr:

1. Quando um estado de tensão é dado e

2. Quando as tensões principais (ou informações equivalentes) são dadas

Caso 1:

• grafique em um diagrama cartesiano um dos paresσii ×σi j (Figura 1.9)

• calcule e grafique a tensão médiaσm ou então o parσ j j ×−σ ji , sendo que neste casoσm é

lida no ponto onde a linha que une os dois pares coordenados cruza o eixo das ordenadas

(Figura 1.10)

• desenhe o cı́rculo com centro emσm e que passa porσii ×σi j (Figura 1.11)

13De forma mais rigorosa, elas valem para qualquer tensor de posto 2.



1.2 Transformaç̃ao de referenciais 39

σ11´

σ12´ 

+2

+4

Figura 1.9: Como desenhar um cı́rculo de Mohr quando um dado estado de tensão é dado.
Primeira etapa.

Compare com os resultados do exercı́cio 1.5!

Caso 2:

Quando as tensões principais são dadas, o procedimento éainda mais simples: basta graficar

as duas tensões principais no eixoy= σ ′i j = 0 e desenhar o cı́rculo que passa pelos dois pontos.

Devemos notar algumas caracterı́sticas importantes do cı́rculo de Mohr:

• os estados de tensão possı́veis ao sistema estão sobre o c´ırculo,

• o cı́rculo de Mohr sempre tem o seu centro no eixo das ordenadas (y = 0),

• ângulos medidos no interior do cı́rculo valem o dobro do espaço real (ou seja, valem 2θ )

e

• a tensão máxima de cisalhamento valeτmax= σ1−σ2
2 .

Cı́rculo de Mohr (3d)

É possı́vel trabalhar com o cı́rculo de Mohr em estados triaxiais de tensão. Neste caso, en-

tretanto, há alguma ambigüidade na determinação dos estados de tensão. Os estados permitidos

ao sistema estão na região hachurada da figura 1.12.
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σ11´

σ12´ 

+2

+4σm=1,5

-1

-2

Figura 1.10: Como desenhar um cı́rculo de Mohr quando um dadoestado de tensão é dado.
Segunda etapa.

Os cı́rculos de Mohr em 3d serão usados neste livro apenas deforma ilustrativa. Em todos

os casos que serão tratados as três tensões principais (ou então alguma outra informação equi-

valente) serão fornecidas, permitindo ao leitor desenharo cı́rculo de Mohr sem dificuldades.

Propriedades do ćırculo de Mohr

Considere o cı́rculo de Mohr representado na figura 1.13, onde os pontos sobre o cı́rculo

indicam o estado de tensão no referencial indicado na figura.

O referencial correspondente às tensões principais podeser determinado pela construção

gráfica representada na Fig. 1.14. Da mesma forma, a magnitude das tensões principais é

obtida por inspeção (Fig. 1.15). Usando a mesma construção gráfica obtemos o referencial das

máximas tensões de cisalhamento (Fig. 1.16).

Exerćıcio 1.6Considere as condições de carregamento esquematizadas na Figura 1.17. Deter-

mine o cı́rculo de Mohr do estado de tensão correspondente.Em qual orientação você acha

mais provável que discordâncias sejam ativadas no inı́cio da deformação plástica?Dica: dis-

cordâncias escorregam sob a ação de tensões de cisalhamento.

Soluç̃ao
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σ11´

σ12´ 

+2

+4

2θ

σ1
σ2

+τmax

Figura 1.11: Como desenhar um cı́rculo de Mohr quando um dadoestado de tensão é dado.
Etapa final.

Os ćırculos de Mohr solicitados podem ser determinados usando asegunda estratégia dis-

cutida nesta seç̃ao (ou seja, utilizando as tensões principais ou outra informação equivalente):

a. O elemento de chapa se caracteriza pela ausência de tens̃ao normal ao longo de x3 ou

de qualquer tens̃ao de cisalhamento no plano da chapa, logo x3 é uma direç̃ao principal,

cuja valor é 0 MPa. As outras duas direções principais encontram-se a 90◦ de x3, nota-

mos porem que o problema tem simetria cilindrica em torno de x3 logo podemos escolher

arbitrariamente quaisquer duas direções ortogonais neste plano, em particular podemos

escolher x1 e x2. Como a cargáe idêntica nestas duas direções, conclúımos que as duas

tens̃oes principais tem o mesmo valor, portanto as três tens̃oes principais s̃ao dadas por

σ1 = σ2 = F
s0

e σ3 = 0, o ćırculo de Mohr correspondentée dado na Figura 1.18a.

b. A press̃ao hidrost́atica se caracteriza pela isotropia e pela ausência de componentes de

cisalhamento. Logo concluı́mos que qualquer direção no espaçóe uma direç̃ao principal

e que todas as três tens̃oes principais s̃ao idênticas em valor, ou sejaσ1 = σ2 = σ3 = −P

(onde o sinal negativo vem da nossa convenção para tens̃oes de compressão). Os tr̂es

ćırculos de Mohr colapsam em um ponto (veja Figura 1.18b).

c. No terceiro problema, assim como no primeiro, temos que x3 é direç̃ao principal com valor

0 MPa, as duas outras direções principais estão no plano da chapa (perpendicular a x3),
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σii

σij

σ1σ2σ3

Figura 1.12: Cı́rculo de Mohr em três dimensões.

x1

x2

σ11

σ22

σ12

σ21

σ12= σ21

σ11σ22 σii´

σij´

Figura 1.13: Cı́rculo de Mohr de um dado estado de tensão.

o enunciado, entretanto, etabelece que no referencial escolhido todas as tens̃oes normais

se anulam, existindo apenas uma componente de cisalhamento(ou seja, a tens̃ao ḿedia se

anula neste estado de tensão). Começamos a desenhar o circulo de Mohr marcando o ponto

(0,τ∗) e procurando o ćırculo que tem centro em (0,0) e passa por este ponto. Vemos que

este circulo define as duas outras tensões principais, que tem valores±σ∗. Completamos

o ćırculo de Mohr, procurando os circulos que passam por estas tens̃oes principais e a

terceira (o ponto 0,0 que correspondeà tens̃ao principal na direç̃ao x3). O resultado se

encontra na Figura 1.18c.

d. No quarto problema temos as três tens̃oes principais: σ1 = +σ∗, σ2 = 0 e σ3 = −σ∗.
Desenhamos, portanto os três circulos que passam por estes pontos. Notamos entretanto,
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x1

x2

σ12= σ21

σ11σ22 σii´

σij´

σ1σ2

x1´

x2´

Figura 1.14: Construção gráfica para determinação do referencial correspondente às tensões
principais no cı́rculo de Mohr representado na Fig. 1.13.

que o resultadóe completamente idêntico ao do terceiro exercı́cio (Figura 1.18d). De onde

conclúımos que os dois problemas são equivalentes e diferem apenas pela orientação do

referencial escolhido. Este exercı́cio demonstra uma outra utilidade dos cı́rculos de Mohr,

a saber, a capacidade de representar graficamente os estadosde tens̃ao de forma indepen-

dente do referencial.

Com relaç̃ao ao escorregamento de discordâncias, vemos que no caso (a) os planos de máxima

tens̃ao de cisalhamento formam cones com eixo em x3 e inclinaç̃ao de 45◦ em relaç̃ao ao

eixo, j́a nos casos (c) e (d) os planos de máxima tens̃ao de cisalhamento formam superfı́cies

piramidais com os lados alinhados com as duas tensões principais ñao nulas e lado inclinado

a 45◦ em relaç̃ao a x3.

1.3 Estados Planos

Como escrito anteriomente, em certos casos é possı́vel restringir a análise da deformação

ou da tensão no sólido a um caso bidimensional especı́fico.Estes casos definem duas condições

de contorno especiais, que permitem o uso de técnicas avanc¸adas de análise complexa para a

solução de problemas elásticos. Estes casos serão descritos a seguir.
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x1

x2

σ12= σ21

σ11σ22 σii´

σij´

σ1σ2

x1´

x2´

σ1

σ2

Figura 1.15: Determinação do valor das tensões principais no cı́rculo de Mohr da Fig. 1.13.

1.3.1 Estado Plano de Tens̃ao

Como visto no exercı́cio 1.6, três dos quatro casos investigados possuı́am uma das tensões

principais nula (σ3 no caso “a” eσ2 nos casos “b” e “d” na Fig. 1.17). Estados de tensão

que apresentam esta propriedade denominam-seEstados Planos de Tens̃ao (EPT). Estes es-

tados são caracterı́sticos de superfı́cies, já que estaspodem se deformar livremente, daı́ sua

importância prática. Componentes tı́picos onde o EPT é muito importante são os feitos de

chapas ou filmes finos. O EPT, portanto, é importante em peças estampadas ou ainda em emba-

lagens.Note que os casos b) e d) discutidos aqui correspondem a estados triaxiais de tensão,

portanto um estadoplano não é necessariamente um estadobiaxial.

1.3.2 Estado Plano de Deformaç̃ao

Analogamente ao EPT, podemos definir um estado de deformaç˜ao para o qual pelo menos

uma das deformações principais se anula. Este estado de deformação é denominadoEstado

Plano de Deformaç̃ao (EPD). O EPD é caracterı́stico do centro de componentes que apresen-

tem uma grande seção transversal (exemplo: chapas grossas, colunas, vigas). Veremos este

ponto com um pouco mais de detalhe no capı́tulo 2. O EPD assumeuma importância funda-

mental naMecânica da Fratura, pois a resistência à propagação de uma trinca (ou seja a

tenacidade à fratura) passa a ser independente da geometria do componente. Esta propriedade

torna-se, portanto uma propriedade intrı́nseca do material (assim como o limite de escoamento).
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x1

x2

σm

σm
+τmax

−τmax
σ12= σ21

σ11σ22 σii´

σij´

σm

+τmax

−τmax

Figura 1.16: Construção gráfica para a determinação doreferencial correspondente às máximas
tensões de cisalhamento no cı́rculo de Mohr representado na Figura 1.13.

x2

x1

x3

F
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b)
x2

x1

x3 P

c)

x2

x1

x3

τ*

d)

x2

x1

x3

+σ*

- σ*

Figura 1.17: Quatro configurações de carregamentos sobreelementos de volume tridimensio-
nais (a) - um elemento de chapa sujeito a um carregamento biaxial isotrópico no plano da chapa,
(b) - um elemento esférico sujeito a um carregamento hidrostático, (c) - um elemento de chapa
sujeito a um carregamento por cisalhamento puro no plano da chapa e (d) - um elemento de
chapa sujeito a um carregamento biaxial em tração ao longodex1 e em compressão ao longo
dex2, sendo que as tensões são idênticas em módulo.
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σij

σii

σ1 = σ2 = F/s0

σ3 = 0

τmax

(a)

σij

σii

-P

(b)

σij

σii

τmax=τ∗

σ1=+σ∗

σ3=−σ∗

σ2=0

(c) e (d)

Figura 1.18: Cı́rculos de Mohr correpondentes aos problemas do exercı́cio 1.6.
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2 ELASTICIDADE LINEAR

Até o momento discutimos os tensores de tensão e de deformação separadamente, estas

duas quantidades, entretanto, estão relacionadas por meio de relações do tipo:

∣∣∣∣∣∣∣∣

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

∣∣∣∣∣∣∣∣
= f




∣∣∣∣∣∣∣∣

ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

∣∣∣∣∣∣∣∣


 (2.1)

A função f ou sua inversaf−1 (que também podem ser funções das taxas de deformação,

ε̇i j , da temperaturaT, entre outras) são denominadasrelações constitutivasdo material.

Quando consideramos a deformação de um determinado material a partir de uma tensão

suficientemente baixa, observamos que, para todos os materiais sólidos, a deformação cessa

de existir se o esforço for novamente retirado. Esta deformaçãoreverśıvel caracteriza o que é

conhecido comoregime eĺastico. Para a maioria dos materiais observa-se que a deformação

produzida é proporcional à tensão. Diz-se que estes materiais possuem comportamentoelástico

linear. Este capı́tulo tratará das relações que caracterizam ocomportamento elástico linear,

também chamadasrelações constitutivas da elasticidade. É importante ressaltar que os polı́meros

dúcteis em geral e os elastômeros em particularnão apresentam comportamento elástico linear

(como será visto mais adiante no decorrer do curso).

2.1 Fenomenologia da elasticidade linear

2.1.1 Deformaç̃ao causada por tens̃ao normal

A Figura 2.1 representa um corpo sólido de dimensão inicial x0
1 = x0

2 = x0
3 = 1 e área trans-

versals0
3 = 1 no estado não deformado (linhas tracejadas). Quando estecorpo é carregado em

tração por uma forçaF3, ele se deforma expandindo-se na direção do eixox3 e contraindo-se

na direção dos eixosx1 e x2. Designamos estas expansões e contrações por∆x1 = ∆x2 < 0 e
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∆x3 > 0.

F3

x1

x2

x3

s 0
3

∆x2

∆x3

x0
3

Figura 2.1: Estado de deformação causado por uma tensão normal.

Com base nestas definições podemos escrever:

σ33 = Eε33⇒
F3

s0
3

≈ E
∆x3

x0
3

(2.2a)

ε22 = ε11 =−νε33⇒
∆x2

x0
2

≈−ν
∆x3

x0
3

(2.2b)

As aproximações do lado direito das equações são válidas para deformações tendendo a

zero, o que é o caso em geral na deformação elástica1. Tensões e deformações calculadas

segundo estas fórmulas são chamadas “de engenharia”, pois são empregadas para cálculos de

resistência em projetos de engenharia.

1Esta distinção pode parecer ao leitor uma mera questão derigor matemático, sem implicações práticas.
Muskhelishvili, entretanto, ressalta que o problema em questão está relacionado a que estado deve ser usado
para descrever as tensões e as deformações. De fato, os tensores de tensão e de deformação são campos e portanto,
funções da posição no interior do sólido. Ocorre que o domı́nio de definição destas funções não é sequer unica-
mente determinado! Estamos nos referindo ao sólido antes da deformação ou ao sólido deformado? No caso das
deformações elásticas, tipicamente infinitesimais, ambos os domı́nios praticamente coincidem e o erro cometido
é mı́nimo. No caso de deformações finitas (como na deformação plástica, por exemplo) isto não será verdade e
alterações na teoria são necessárias.
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Módulo de rigidez

A constanteE utilizada na primeira equação da página anterior caracteriza a resposta do

material a uma tensão normal na direção de aplicação daforça e é chamadaMódulo de rigidez

(em inglês,stiffness modulus). Alguns fatos sobre o módulo de rigidez:

• A literatura também designa a constanteE pelos nomesMódulo de Younge Módulo

de elasticidade. Este último nome deve ser evitado, pois pode levar a uma interpretação

errônea.

• O módulo de rigidez é uma propriedade intrı́nseca de um dado material.

• Por análise dimensional vê-se que o módulo de rigidez temunidades de força por área,

ou seja[E] = N
m2 ≡ Pa (Pascal).

• O módulo de rigidez assume valores tı́picos entre∼10 - 600 GPa para materiais metálicos

e cerâmicos eE ≤ 10 GPa para materiais poliméricos.

Módulo de flexibilidade

O inverso do módulo de rigidez é denominadomódulo de flexibilidadee é denotado pela

letraS≡ E−1. Esta constante é denominada “compliance” em inglês e descreve a deformação

(ou seja, o quanto o materialcede) em função da tensão normal aplicada.

O módulo de flexibilidade é usado no contexto de fluência emmateriais poliméricos e será

discutido mais adiante no curso. Ele também aparece em mecˆanica da fratura, caracterizando a

resposta mecânica do sistema formado por corpo de prova mais máquina de ensaio.

O módulo de flexibilidade também recebe outros nomes na literatura nacional, alguns exem-

plos sãomódulo de submiss̃aoecompliância. Estes termos devem ser evitados. O último, em

particular, é um anglicismo grosseiro.

Coeficiente de Poisson

A constanteν caracteriza a resposta do material a uma tensão normal nas direções transver-

sais à de aplicação do esforço e recebe o nome decoeficiente de Poisson. Alguns fatos sobre o

coeficiente de Poisson:

• Assim como o módulo de rigidez, o coeficiente de Poisson é uma propriedade intrı́nseca

de um dado material
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• Por análise dimensional verificamos que o coeficiente de Poisson é um adimensional.

• O coeficiente de Poisson varia para a maioria dos materiais nointervalo 0,2≤ ν ≤ 0,5,

com forte concentração de valores em torno deν ≈0,3. Existem entretanto alguns materi-

ais com microestruturas muito caracterı́sticas (materiais celulares) que podem apresentar

coeficiente de Poisson negativo (ou seja, eles seexpandemquando esticados).

• Um coeficiente de Poissonν = 0,5 corresponde à conservação do volume durante a

deformação elástica (prova a seguir).

Prova da const̂ancia do volume comν = 0,5

Considere a figura 2.1. Supondo por simplicidade que o corpo não deformado possuı́a a

forma de um cubo com lado unitário (portanto com volume inicial, V0 = 1), podemos escrever

o volume do corpo deformado como:

V = (1+ ε11)× (1+ ε22)× (1+ ε33) (2.3)

Desprezando os termos quadráticos e cúbicos podemos escrever a variação do volume du-

rante a deformação elástica como:

∆V = V−V0≃∑
i

εii (2.4)

Substituindoε11 = ε22 =−νε33 temos que∆V = 0⇔ ν = 0,5.

2.1.2 Deformaç̃ao produzida por tens̃ao de cisalhamento

Pela análise da Figura 2.2 podemos escrever:

τ12 = Gγ12 = 2Gε12 (2.5)

A constanteG recebe o nome deMódulo de cisalhamentoe tem como unidade o Pascal.

Exerćıcio 2.1

Considere um corpo cilı́ndrico de material com módulo de rigidezE = 80 GPa e coeficiente

de Poissonν = 0,301 que apresenta seu eixo orientado ao longo dex3 e está sujeito a uma tensão

normalσ33 = 45 MPa. Responda:
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x1

x2

γ12

τ12

Figura 2.2: Estado de deformação causado por tensão de cisalhamento.

a . Qual o cı́rculo de Mohr das tensões para este corpo?

b . Qual o cı́rculo de Mohr das deformações para este corpo?

c . Qual o valor do módulo de cisalhamento deste material, baseado nos dados do enunciado?

Soluç̃ao

A resposta da questão a. pode ser determinada facilmente considerando-se que aúnica

tens̃ao presente neste referencialé a tens̃ao normal em x3, queé, portanto uma das tensões prin-

cipais. As outras duas direções principais estão localizadas a 90◦ de x3 e as tens̃oes principais

se anulam. O resultado está representadòa esquerda da Figura 2.3. Como no poresente forma-

lismo tens̃oes normais resultam em deformações normais, segue que estas direções principais

do estado de tensão tamb́em ser̃ao deformaç̃oes principais no estado de deformação. Usando

as equaç̃oes 2.2a e 2.2b calculamos queε33 = 0.0005625 e queε11 = ε22 = - 0.0001693125. O

circulo de Mohr resultante das deformaçõesé mostradòa direita na Figura 2.3.

A terceira parte da questão é resolvida observando-se que para um referencial situado

a 45◦ de x3 iremos observar uma tensão de cisalhamento de 22,5MPa que corresponde a

uma deformaç̃ao angular de 0.00036590625. Substituindo na equação 2.5 (note o fator 2!)
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σii

σij

εii

εij

σ33=45 MPa

τ32=τ31=22.5MPa

ε33=0.0005625

ε32 = ε31= - 0.0001693125

ε32 = ε31 = 0.00036590625

Figura 2.3: Cı́rculos de Mohr das tensões e das deformações referente ao exercı́cio 2.1.

conclúımos que G= 30,74 GPa.

Como demonstrado no exercı́cio 2.1, é possı́vel calcular ovalor do módulo de cisalhamento

caso o módulo de rigidez e o coeficiente de Poisson sejam conhecidos. Na realidade estas três

propriedades são relacionadas e podem ser obtidas a partirda identidade:

G =
E

2(1+ν)
(2.6)

Esta identidade pode ser facilmente demonstrada utilizando o método do exercı́cio 2.1.

2.2 Prinćıpio da superposição

Os casos anteriormente discutidos permitem calcular a deformação produzida em situações

bem especı́ficas de carregamento. Como caracterizarı́amos, entretanto, a deformação em um es-

tado de tensão mais genérico?A resposta está na linearidade das relações constitutivas descritas

acima.

Considere as respostas do material a dois estados de tensãodiferentes,σA eσB, respectiva-

menteεA e εB. O princı́pio da superposição estabelece que a resposta do sistema ao estado de

tensão combinadoσ = σA +σB seráε = εA+ εB.

2.2.1 Lei de Hooke generalizada

Utilizando o princı́pio da superposição podemos escrever o tensor de deformação em função

de um estado de tensão qualquer da seguinte forma:
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ε11 = 1
Eσ11− ν

Eσ22− ν
Eσ33

ε22 = − ν
Eσ11+ 1

Eσ22− ν
Eσ33

ε33 = − ν
Eσ11− ν

Eσ22+ 1
Eσ33

ε23 = 1
2Gσ23

ε13 = 1
2Gσ13

ε12 = 1
2Gσ12

(2.7)

As equações anteriores podem ser escritas de forma mais compacta em notação matricial.

Para tanto definimos duas novas matrizes:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε11

ε22

ε33

ε23

ε13

ε12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.8)

Estas construções seguem o esquema:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ11 σ12 ← σ13

ց ↑
σ22 σ23

· · · ց ↑
σ33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.9)

Desta forma as relações constitutivas da elasticidade podem ser escritas como:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S11 S12 S13 S14 S15 S16

S21 S22 S23 S24 S25 S26

S31 S32 S33 S34 S35 S36

S41 S42 S43 S44 S45 S46

S51 S52 S53 S54 S55 S56

S61 S62 S63 S64 S65 S66

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.10)
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onde:

∣∣Si j
∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
E − ν

E − ν
E 0 0 0

− ν
E

1
E − ν

E 0 0 0

− ν
E − ν

E
1
E 0 0 0

0 0 0 1
2G 0 0

0 0 0 0 1
2G 0

0 0 0 0 0 1
2G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.11)

é a matriz de flexibilidade do sistema.

Exerćıcio 2.2

Considere um cubo de dimensões unitárias no estado não deformado feito de material com

módulo de rigidezE e coeficiente de Poissonν e que está sujeito a um estado triaxial de tensões

genérico, mas para o qual as direções principais da deformação coincidem com suas arestas.

Responda qual a relação que existe entre a variação de volume do corpo e seu estado de tensão

(expresso em função das tensões principais)?

Soluç̃ao

Como vimos anteriormente a variação de volume do corpóe dada por:

∆V
V0

=
3

∑
i=1

ε ii (2.12)

Usando a Equaç̃ao 2.7 obtemos:

∆V
V0

=
(1−2ν)

E

3

∑
i=1

σii (2.13)

Queá a relaç̃ao pretendida. Podemos, entratanto, utilizar a identidade:

−P =
σ11+σ22+σ33

3
(2.14)

Reescrevemos desta forma a Equação 2.13 como:

∆V
V0

=−3(1−2ν)

E
P (2.15)
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2.2.2 Compressibilidades

A constante obtida no exercı́cio 2.2 relaciona a variaçãodo volume à pressão hidrostática

atuante sobre o corpo, sendo definida como:

B
∆V
V

=−P⇒ B =
E

3(1−2ν)
=− 1

V

(
∂P
∂V

)
(2.16)

Ela recebe o nome demódulo de volume. Na termodinâmica esta quantidade está relaci-

onada ao inverso dacompressibilidade. Esta última pode ser definida por meio de dois pro-

cessos: uma compressão à temperatura constante ou sem permitir a troca de calor com o meio.

As constantes respectivas recebem o nome decompressibilidade isot́ermica, κT , ecompres-

sibilidade adiabática. κS. Para a maioria dos sólidos estas duas constantes tem praticamente

o mesmo valor, mas esta distinção, em princı́pio, deve se manifestar também nas constantes

elásticas do material. Em circunstâncias extremas, comopor exemplo, na deformação por cho-

que, ou na transmissão de som no sólido, é possı́vel que aspropriedades elásticas sejam afetadas

por ela.

Constantes de Laḿe

Os módulos elásticos definidos na seção 2.1 são de uso corrente na engenharia. No con-

texto da teoria matemática da elasticidade, entretanto, ´e mais comum a utilização das chamadas

“constantes de Lamé”,λ e µ.

A lei de Hooke generalizada, escrita em termos das constantes de Lamé é dada por:

σ11 = λθ +2µε11 (2.17a)

σ22 = λθ +2µε22 (2.17b)

σ33 = λθ +2µε33 (2.17c)

σ12 = 2µε12 (2.17d)

σ23 = 2µε23 (2.17e)

σ31 = 2µε31 (2.17f)

Ondeθ = (ε11+ ε22+ ε33).

Comparando as equações 2.17 e 2.7 vemos queµ = G. Jáλ e µ se relacionam comE e ν
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da seguinte forma:

E =
µ (3λ +2µ)

λ + µ
(2.18a)

ν =
λ

2(λ + µ)
(2.18b)

Já as compressibilidades estão relacionadas aλ e µ por meio de:

B = λ +
2
3

µ (2.19)

Por fim,λ e µ estão relacionadas aE e ν por meio de:

λ =
Eν

(1+ν)(1−2ν)
(2.20a)

µ =
E

2(1+ν)
(2.20b)

2.3 Restrições (Constraints)

Considere o cubo unitário apresentado na Fig. 2.1. No presente caso, entretanto, iremos

impor o estado de deformação descrito pelo cı́rculo de Mohr de deformações apresentado na

Fig. 2.4:

εii

εij

ε1 > 0ε2= ε3 = 0

Figura 2.4: Exemplo de cı́rculo de Mohr em EPD.

Para que isto seja possı́vel é necessário impor ao sistematrês tensões principais não nulas,
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sendo as três de tração (σ1 na direção deε1 e σ2 = σ3 < σ1 nas direções perpendiculares.

Estas tensões podem ser calculadas usando a lei de Hooke generalizada e seus valores são:

σ1 = E

(
1− ν2

1−ν

)−1

ε1 (2.21a)

e

σ3 = σ2 =
ν

1−ν
σ1 (2.21b)

Assumindo que estamos lidando com um material convencional(para o qual 0,2< ν < 0,5)

vemos que o efeito de impedir a deformação lateral (nas direções 2 e 3) do material corresponde

aaumentar a rigidez do mesmo na direção de solicitação (pois o termo entre parênteses é menor

que a unidade).

• Este tipo de condição caracteriza umarestrição à deformação (em inglês,contraint) e

pode ser realizado se algum meio material estiver impedindoa deformação lateral do

componente (por exemplo, soldando ou colando o material a uma cavidade de material

mais rı́gido).

• Restrições estão presentes nos processos de conformação dos materiais (por exemplo, na

extrusão ou no forjamento, onde a matriz apenas se deforma elasticamente enquanto que

o material escoa).

Restrições e o EPD

Um caso importante de restrição é o observado no centro decorpos espessos. Para analisar

este caso, vamos considerar a Fig. 2.5, que representa uma placa espessa sendo carregada com

uma tensãoσ33.

O corpo foi mentalmente dividido em três regiões distintas, uma fatia fina central e as

duas partes vizinhas, marcadas como I e II. Podemos agora considerar a deformação de cada

uma destas regiões como se estivessem desconectadas no interior do corpo. Vamos considerar

inicialmente a interface entre a fatia central e o bloco I: A superfı́cie da fatia central tende a se

deslocar por uma distância∆xc/I
2 = − ν

2E σ33δxc
2, enquanto que a superfı́cie do bloco I tende a

se deslocar∆xI/c
2 = + ν

2E σ33xI
2. O mesmo raciocı́nio pode ser empregado na interface da fatia

central com o bloco II, sendo o resultado idêntico (porém com sinais invertidos).
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x1
x2

x3

σ33

II I

δxc
2

x I
2

Interface
c/I

Figura 2.5: Construção esquemática doGedankenexperimentusado na demonstração do efeito
de restrições sobre o estado de tensões de componentes espessos.

Se os blocos fosse realmente desconectados, a deformaçãolateral iria criar, portanto um

espaço vazio nas interfaces. Isto, entretanto, não ocorre e o material do bloco I (respectiva-

mente, do bloco II) resiste à contração lateral da fatia central, fazendo surgir uma restrição à

deformação na direçãox2. Desta forma justifica-se a afirmação feita no capı́tulo anterior de que

corpos espessos, carregados em tração, são caracterizados pela existência de um estado plano

de deformação (poisε22 = 0) na sua região central.

2.4 Anisotropia elástica

Os casos anteriormente discutidos assumem implicitamenteque o material tem proprieda-

des isotrópicas, isto é, que as constantesE e ν (conforme visto no exercı́cio 2.1,G pode ser

escrito em função deE eν) não variam com a direção no interior do material. Isto éverdadeiro

efetivamente apenas para materiais amorfos e é uma boa aproximação para materiais policris-

talinos (ou ainda polı́meros semi-cristalinos não orientados) desde que o tamanho de grão seja

pequeno em relação às dimensões do corpo e na ausência de textura cristalográfica. Em todos

os outros casos (notadamente em monocristais) as constantes elásticas variam com a direção e a

matriz de flexibilidade
∣∣Si j
∣∣ ou sua inversa, a matriz de rigidez,

∣∣Ci j
∣∣=
∣∣Si j
∣∣−1 assumem formas

mais complexas que as discutidas para materiais isotrópicos.

Em princı́pio as matrizes de rigidez e de flexibilidade podemter até 21 termos distintos
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entre si (as matrizes são simétricas)2. As estruturas cristalinas, entretanto, se caracterizam

por elementos de simetria, que garantem a equivalência de certas direções no espac¸o. Por

exemplo, se considerarmos uma estrutura cúbica, qualquerrotação de 90o em torno de um dos

eixos [001], [010] ou [100] produz uma configuração fisicamente equivalente à de partida. As

propriedades elásticas de um cristal cúbico, portanto, devem ser simétricas perante este tipo de

rotação.

Após uma dedução consideravelmente longa (que pode ser encontrada em G. E. Dieter

“Mechanical metallurgy”, 2a ed., McGraw-Hill, 1976) é possı́vel mostrar que para uma cristal

cúbico a matriz de rigidez tem a forma:

∣∣Ci j
∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.22)

portanto, contendo uma constante a mais que no caso isotrópico.

Os termosCi j da matriz de rigidez são também denominados deconstantes eĺasticasdo

cristal.

Os termos da matriz de flexibilidade de cristais com simetriacúbica podem ser obtidos em

função dos da matriz de rigidez anterior calculando-se sua inversa:






S11 = C11+C12
(C11−C12)(C11+2C12)

S12 = −C12
(C11−C12)(C11+2C12)

S44 = 1
C44

(2.23)

2Esta afirmação pode parecer trivial, mas deduzı́-la a partir de primeiros princı́pios é uma tarefa complexa.
Muskhelishvili, por exemplo, cita que a dedução correta do número 21 a partir das interações moleculares foi
buscada tanto por Cauchy quanto por Poisson (respectivamente nos séculos XVIII e XIX), mas que a solução
definitiva do problema foi dada por Max Born apenas no inı́ciodo século XX.
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A forma da matriz de rigidez para o caso de monocristais cúbicos é enganosamente simples.

Cristais menos simétricos apresentam maior número de termos e formas que se diferenciam da

matriz dos materiais isotrópicos. Para o caso de cristais monoclı́nicos (estrutura caracterı́stica

de algumas cerâmicas), por exemplo, terı́amos:

∣∣Ci j
∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C11 C12 C13 0 0 C16

C22 C23 0 0 C26

C33 0 0 C36

C44 C45 0
... C55 0

C66

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.24)

Note que em cristais monoclı́nicos temos constantes elásticas que relacionam tensões nor-

mais a deformações angulares e vice-versa.

Comparando-se a matriz de rigidez de materiais isotrópicos com a de monocristais cúbicos

e usando a relação entreG, E e ν derivada no exercı́cio 2.1, vemos que estas teriam formas

idênticas se a igualdade abaixo for obedecida:

A≡ 2C44

(C11−C12)
= 1 (2.25)

O parâmetro definido acima serve como uma medida da anisotropia elástica de um mono-

cristal cúbico e é denominadotaxa de anisotropiapor Chawla e Meyers.

Vemos, portanto, que um monocristal cúbico que apresenteA≈ 1 irá se comportar como

uma material macroscopicamente isotrópico.

Exerćıcio 2.3Mostre que para o caso de cristais monoclı́nicos os eixos principais da tensão

não coincidem com os eixos principais da deformação e vice-versa (Nota: exceto para uma

condição muito especial, qual é esta condição?)

Soluç̃ao

Para provar a primeira asserç̃ao escolhemos um estado de deformação correspondente a
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um referencial de deformações principais, ou seja:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

0

0

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.26)

Multiplicamos agora a Matriz 2.26 pela matriz de flexibilidade (Equaç̃ao 2.24) obtendo:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C11ε1+C12ε2+C13ε3

C12ε1+C22ε2+C23ε3

C13ε1+C23ε2+C33ε3

0

0

C16ε1+C26ε2+C36ε3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.27)

Esta soluç̃ao apresenta uma componente de cisalhamento (σ6 ≡ σ23), provando que o es-

tado de tens̃ao ñao corresponde a um referencial de tensões principais. A rećıproca é verda-

deira devidoà linearidade das equações que imp̃oe a unicidade das soluções (ou seja, apenas

a soluç̃ao calculada neste problema resulta em um estado de deformac¸ões no referencial das

deformaç̃oes principais). A condiç̃ao necesśaria para que os dois referenciais principais coin-

cidissem seria C16, C26 e C36 se anularem identicamente, o queé improv́avel em se tratando de

uma estrutura monoclı́nica (lembre-se que na estrutura monoclı́nica o eixo a3 não é ortogonal

a a1 e a2 por definiç̃ao).

Propriedades eĺasticas de monocristais

Com base nas constantes elásticas é possı́vel calcular osmódulos de rigidez,Ehkl, e de

cisalhamentoGhkl, efetivos para um monocristal cúbico carregado ao longo deuma direção

[hkl]:

1
Ehkl

= S11−2
(
S11−S12− 1

2S44
)
ℓ[hkl] (2.28)

1
Ghkl

= S44+4
(
S11−S12− 1

2S44
)
ℓ[hkl]
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com

ℓ[hkl] ≡ cos2(θhkl
1 )cos2(θhkl

2 )+cos2(θhkl
2 )cos2(θhkl

3 )+cos2(θhkl
1 )cos2(θhkl

3 ) (2.29)

Onde cos(θhkl
n ) é o cosseno diretor da direção[hkl] em relação ao eixoan e que pode ser

calculado pela fórmula genérica, usando[uvw] = [100], [010] e [001]:

cos(θhkl
uvw) =

hu+kv+ lw

(h2+k2 + l2)
1
2 (u2+v2 +w2)

1
2

(2.30)

Materiais ortotr ópicos

Uma classe importante de materiais é caracterizada por trˆes planos de simetria elásticos mu-

tuamente perpendiculares. Estes materiais são denominadosortotr ópicose são caracterizados

por matrizes de rigidez (ou de flexibilidade) do tipo:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C11 C12 C13 0 0 0

C22 C23 0 0 0

C33 0 0 0

C44 0 0

· · · C55 0

C66

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.31)

Exemplos de materiais ortotrópicos são: madeira, compensado, compositos de matriz po-

limérica com reforço por fibras contı́nuas e chapas metálicas com alto grau de textura crista-

lográfica.

2.5 Equações básicas da elasticidade nos estados planos e a função

tensão

A solução dos problemas da teoria da elasticidade envolveum conjunto muito especı́fico de

equações diferenciais a derivadas parciais (as equações do equilı́brio elástico, brevemente men-

cionadas anteriormente) e condições relacionando as tensões às deformações, que por fim levam

ao campo de deslocamentos. O caso geral, tridimensional, édiscutido no livro de Muskhelish-

vili, anteriormente citado, nas paginas 72 a 77. A discussão destas equações, entretanto, cai fora
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do escopo do presente livro. No caso dos estados planos (EPD eEPT), entretanto, as equações

são consideravelmente simplificadas. A restrição a problemas bidimensionais também permite

o uso de técnicas de análise complexa à solução dos problemas, de forma consideravelmente

elegante. No que se segue será feita uma breve explanaçãodestes métodos. Iniciamos com uma

definição formal das equações da elasticidade para os dois casos limitrofes (EPD e EPT).

EPD

Um material é dito sujeito a um EPD paralelo ao plano 0x1x2 se a componenteu3 do campo

de deslocamento se anular e seu1 e u2 dependerem dex1 e x2, mas não dex3 ( o que equivale

dizer que o problema é bidimensional). Neste caso reduzimos o problema geral ao seguinte

conjunto de equações:

θ =
∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2
(2.32)

Já a lei de Hooke generalizada se reduz a:

σ11 = λθ +2µ
∂u1

∂x1
(2.33a)

σ22 = λθ +2µ
∂u2

∂x2
(2.33b)

σ12 = µ
(

∂u2

∂x1
+

∂u1

∂x2

)
(2.33c)

σ33 = λθ (2.33d)

σ23 = σ13 = 0 (2.33e)

Além disto as equações do equilı́brio elástico se restringem a:

∂σ11

∂x1
+

∂σ12

∂x2
+ f1 = 0 (2.34a)

∂σ21

∂x1
+

∂σ22

∂x2
+ f2 = 0 (2.34b)

f3 = 0 (2.34c)

As equações 2.34 e 2.33a a 2.33c formam o conjunto de equações buscado. Este conjunto

é complementado por duas equações auxiliares:
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θ =
1

2(λ + µ)
(σ11+σ22) (2.35)

que pode ser obtida a partir das equações 2.33 substituindo-se a definição deθ (Eq. 2.32) e

a Eq. 2.33d para determinarσ33.

EPT

A derivação das equações básicas da elasticidade no EPT é um pouco mais complexa, tendo

em vista que, formalmente, o problema continua sendo tridimensional. A derivação a seguir é

baseada naquela dada por Muskhelishvili (páginas 92 a 95).

Vamos inicialmente considerar uma placa fina na forma de um cilindro com eixo orientado

ao longo dex3 e cuja altura é muito menor que o raio da base. Adicionalmente consideramos

que as forças volumétricas, se presentes, encontram-se confinadas ao plano da base (ou seja,

elas não dependem dex3). A origem do referencial é colocada ao longo do eixo, no plano

médio do cilindro (ou seja, as superfı́cies da base se encontram nas coordenadasx3 =±h).

Definimos os deslocamentos médios ao longo da espessura da placa como:

ū1 =
1
2h

∫ +h

−h
u1(x1,x2,x3)dx3 (2.36a)

ū2 =
1
2h

∫ +h

−h
u2(x1,x2,x3)dx3 (2.36b)

(2.36c)

Por definição as funçõesσ13, σ23 e σ33 se anulam emz = ±h. Usando as equações do

equilı́brio elástico (e lembrando quef3 = 0 por definição) concluı́mos que:






∂σ13
∂x3

∣∣∣
z=±h

= 0

∂σ23
∂x3

∣∣∣
z=±h

= 0

∂σ33
∂x3

∣∣∣
z=±h

= 0

(2.37)

Portantoσ33 não apenas se anula na superfı́cie, mas também tem derivada nula neste ponto.

Assimσ33 será negligı́vel ao longo de toda a espessura da chapa e podemos assumir por sim-

plicidade queσ33 = 0 em toda a placa.
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Consideramos agora as duas outras equações do equilı́brio elástico e tomamos suas médias

ao longo da espessura, obtendo:

∂σ̄11

∂x1
+

∂σ̄12

∂x2
+ f̄1 = 0 (2.38a)

∂σ̄21

∂x1
+

∂σ̄22

∂x2
+ f̄2 = 0 (2.38b)

O resultado acima é obtido lembrando-se que:

1
2h

∫ +h

−h

∂σi3

∂x3
dx3≡

1
2h

σi3

∣∣∣∣
+h

−h
= 0 (2.39)

Além disto, segue de:

λ
(

∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2
+

∂u3

∂x3

)
+2µ

∂u3

∂x3
= σ33 = 0 (2.40)

que

∂u3

∂x3
=− λ

λ +2µ

(
∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2

)
(2.41)

Substituindo a Eq. 2.41 em 2.17 obtemos:

σ11 =
2λ µ

λ +2µ

(
∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2

)
+2µ

∂u1

∂x1
(2.42a)

σ11 =
2λ µ

λ +2µ

(
∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2

)
+2µ

∂u2

∂x2
(2.42b)

Por fim, tomamos a média ao longo da espessura deσ12 e obtemos:

σ̄11 = λ̄ θ̄ +2µ
∂ ū1

∂x1
(2.43a)

σ̄22 = λ̄ θ̄ +2µ
∂ ū2

∂x2
(2.43b)

¯σ12 = µ
(

∂ ū1

∂x2
+

∂ ū2

∂x1

)
(2.43c)

Estas equações são formalmente idênticas às equações derivadas para o EPD, sendo que a
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única alteração é dada pela constante:

λ̄ =
2λ µ

λ +2µ
=

Eν
1−ν2 (2.44)

A distinção entre propriedades do EPD e as propriedades m´edias sobre a espessura da chapa

no EPT pode ser, portanto, simplesmente abandonada e uma solução geral das equações pode

ser buscada. A distinção entre o EPT e o EPD será feita, portanto, pela escolha da contanteλ̄ ou

λ respectivamente.Este é um resultado importantı́ssimo: ele mostra que qualquer solução de

um problema elástico no EPD será também solução do problema equivalente (com a alteração

do módulo) no EPT.

Soluç̃ao das equaç̃oes b́asicas

Substituindo as equações 2.33 em 2.38 e resolvendo para osdeslocamentos obtemos:

(λ + µ)
∂θ
∂x1

+ µ∆u1 = 0 (2.45a)

(λ + µ)
∂θ
∂x2

+ µ∆u2 = 0 (2.45b)

Onde os sı́mbolo∆ no presente caso representa o operador laplaciano, ou seja:

∆ = ∇ ·∇ =
∂ 2

∂ (x1)2 +
∂ 2

∂ (x2)2 (2.46)

Este sistema de equações fornece a solução buscada, masé conveniente buscar um sistema

de equações que envolva apenas as tensões. Esta equações envolvem, obviamente, as equações

2.38 mais uma equação adicional, que será determinada a seguir. Vamos considerar as equações

de compatibilidade de Saint-Venant (Eqs. 1.39) e aplicá-las ao caso particular do EPD. Como

σ11, σ22 eσ12 são independentes dex3 e considerando queσ23 = σ13 = σ33 = 0, estas condições

obviamente se reduzem a:

∂ 2ε11

∂ (x2)2 +
∂ 2ε22

∂ (x1)2 =
∂ 2ε12

∂x2∂x2
(2.47)

Resolvendo as equações de Hooke generalizadas para as deformações temos:
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ε11 =
1

2µ

{
σ11−

λ
2(λ + µ)

(σ11+σ22)

}
(2.48a)

ε22 =
1

2µ

{
σ22−

λ
2(λ + µ)

(σ11+σ22)

}
(2.48b)

ε12 =
1

2µ
σ12 (2.48c)

Substituindo as equações 2.48 em 2.47 obtemos:

∂ 2σ11

∂ (x2)2 +
∂ 2σ22

∂ (x1)2 −
λ

2(λ + µ)
∆(σ11+σ22)−

∂ 2σ12

∂x1∂x2
= 0 (2.49)

Que é a condição buscada. Ela representa um caso especialdas seis condições de compa-

tibilidade de Beltrami-Michell, necessárias para a soluc¸ão do caso geral. Ela pode ser conside-

ravelmente simplificada com o auxı́lio das equações 2.38.De fato, diferenciando-se a equação

2.38a emx1, a equação 2.38b emx2 e adicionando-as obtemos:

−2
∂ 2σ12

∂x1∂x2
=

∂ 2σ11

∂ (x1)2 +
∂ 2σ22

∂ (x2)2 +
∂ f1
∂x1

+
∂ f2
∂x2

(2.50)

Finalmente substituindo-a na equação 2.49 e simplificando obtemos:

∆(σ11+σ22) =−2(λ + µ)

λ +2µ

(
∂ f1
∂x1

+
∂ f2
∂x2

)
(2.51)

As equações acima derivadas formam um sistema de equações diferenciais a derivadas

parciais que permitem a solução de problemas de elasticidade plana. Impondo ao problema

a condição adicional da ausência de forças volumétricas, podemos simplificar ainda mais o

problema. Veremos a seguir que, neste caso, as ferramentas da análise complexa permitem

expressar os problemas da elasticidade plana de uma forma simples e elegante.

A função tens̃ao

No caso da ausência de forças volumétricas podemos reescrever as equações 2.34 como:

∂σ11

∂x1
+

∂σ12

∂x2
= 0 (2.52a)

∂σ21

∂x1
+

∂σ22

∂x2
= 0 (2.52b)
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Observamos que a primeira implica na existência de uma certa funçãoB(x1,x2) tal que:

{
∂B
∂x1

=−σ12

∂B
∂x2

= σ11

(2.53)

Da mesma forma a segunda equação implica na existência deuma certa funçãoA(x1,x2) tal

que:

{
∂A
∂x1

= σ22

∂A
∂x2

=−σ21
(2.54)

Comparando-se as equações paraσ12 = σ21 observamos que:

∂A
∂x2

=
∂B
∂x1

(2.55)

Disto segue, entretanto, a existência de uma certa função U(x1,x2) tal que:

{
∂U
∂x1

= A
∂U
∂x2

= B
(2.56)

Substituindo as equações 2.53 e 2.54 em 2.56 obtemos:






σ11 = ∂ 2U
∂ (x2)2

σ22 = ∂ 2U
∂ (x1)2

σ12 =− ∂ 2U
∂x1∂x2

(2.57)

A funçãoU é chamada de função de Airy em homenagem a G. B. Airy, que asderivou em

1862 ou ainda defunção tens̃ao.

Substituindo agora a equação 2.51 (no caso da ausência deforças volumétricas):

∆(σ11+σ22) = 0 (2.58)

e notando que:

σ11+σ22 = ∆U (2.59)
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Verificamos queU satisfaz:

∆∆U = 0⇒ ∂ 4U
∂ (x1)4 +

∂ 4U
∂ (x1)2∂ (x2)2 +

∂ 4U
∂ (x2)4 = 0 (2.60)

A equação diferencial a derivadas parciais de quarta ordem definida acima é chamada de

equaç̃ao biharmônica. Da mesma forma, funções que a satisfazem são chamadas defunções

biharmônicas. O fato de que a função tensão é uma função biharmônica foi deduzido pela

primeira vez por J. C. Maxwell. Entretanto, como Muskhelishvili ressalta, nem toda a função

biharmônica é compatı́vel com as equações da elasticidade plana. Para isto é necessário, adicio-

nalmente, que a funçãoU seja contı́nua e tenha derivadas contı́nuas até a quarta ordem e que as

derivadas seja univocamente determinadas iniciando-se dasegunda ordem em diante em todo o

domı́nio.

É possı́vel demonstrar que toda a função biharmônica de duas variáveisx1 e x2 pode ser

convenientemente expressa em termos de duas funções da variável complexaz= x1+ ix2, o que

introduz um método simples e elegante de solução das equações da elasticidade.

Introduzimos a funçãoP definida como:

P = ∆U (2.61)

e a funçãoQ, harmônica conjugada aP, ou seja, ela satisfaz as condições de Cauchy-

Riamann:

{
∂P
∂x1

= ∂Q
∂x2

∂P
∂x2

=− ∂Q
∂x1

(2.62)

Notamos queQ é definida pelas condições 2.62 exceto por uma constante arbitrária.

Introduzimos agora a funçãoφ(z) da variável complexaz= x1+ ix2 como:

φ(z) = P(x1,x2)+ iQ(x1,x2) (2.63)

Introduzimos ainda as funçõesΦ e Φ′ definidas como:

Φ(z) = p+ iq =
1
4

∫
φ(z′)dz′ (2.64)

e
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Φ′(z) =
∂ p
∂x1

+ i
∂q
∂x2

=
1
4

(P+ iQ) (2.65)

Notamos agora quep e q obedecem as condições de Cauchy-Riemann (Eq. 2.62) e deriva-

mos:

∂ p
∂x1

=
∂q
∂x2

=
1
4

P (2.66a)

∂ p
∂x2

=− ∂q
∂x1

=−1
4

Q (2.66b)

Usando as relações 2.66 podemos demonstrar que a funçãoU− px1−qx2 é harmônica, ou

seja:

∆(U− px1−qx2) = 0 (2.67)

Assim introduzimos a função harmônicaP1 tal que:

U = px1 +qx2 +P1 (2.68)

Introduzimos agora a função complexa3 Ξ(z) cuja parte real éP1, ou sejaP1 = ℜ{Ξ}.
Assim podemos escreverU como:

U = ℜ{z∗Φ(z)+Ξ(z)} (2.69a)

onde o sı́mbolo( )∗ denota o complexo conjugado da variável (ou seja, seA = a+ ib⇒
A∗ = a− ib).

Podemos ainda reescrever a equação 2.69 como:

2U = z∗Φ(x)+zΦ(z)∗+Ξ(z)+Ξ(z)∗ (2.69b)

Com o auxı́lio destas funções podemos escrever a express˜ao para o campo de deslocamen-

tos:
3Para calcularΞ devemos determinar a funçãoQ1, harmônica conjugada aP1.
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2µ (u1 + iu2) =−κφ(z)−zφ ′(z)∗−ψ(z)∗ (2.70)

ondeψ(z) = ∂Ξ
∂z e κ é definida no EPD como:

κ =
λ +3µ
λ + µ

= 3−4ν (2.71a)

e no EPT como:

κ̄ =
λ̄ +3µ
λ̄ + µ

=
3−ν
1+ν

(2.71b)

O campo de tensões, por sua vez pode ser determinado pelo sistema de equações:

θ = (σ11+σ22) = 2
[
Φ′+Φ′∗

]
= 4ℜ

{
Φ′
}

(2.72a)

σ22− iσ12 = Φ′+Φ′∗+zΦ′′∗+ψ ′∗ (2.72b)

σ22−σ11+2iσ12 = 2
[
z∗Φ′′+ψ ′

]
(2.72c)

Pelas expressões4 acima vemos que a função tensão determina tanto o campo dedesloca-

mentos quanto o campo de tensões através de suas derivadase de funções conjugadas, contendo

portanto toda a informação necessária à solução dos problemas da elasticidade linear. Este

formalismo tem um papel central na fundamentação da Mecânica da Fratura Elástica Linear

(MFEL), como será visto a seguir.

4A dedução das expressões é consideravelmente complexae não é apresentada aqui, ela pode ser encontrada
no livro de Muskhelishvili [M], nas páginas 109 a 114.



72

3 CONCENTRADORES DE TENSÃO E
FUNDAMENTOS DE MECÂNICA DA
FRATURA

3.1 Concentradores de tensão

Até o momento discutimos estados de tensão, que apesar de triaxiais, eram assumidamente

constantes ou variavam suavemente no interior do corpo sólido. Tal só ocorre na prática para

componentes com geometria e carregamentos muito simples. No caso mais geral, por exem-

plo, em uma engrenagem, o estado de tensão varia de uma formairregular ao longo do corpo,

podendo ocasionarconcentraç̃oes de tens̃ao em certos pontos especı́ficos do mesmo. Estas

concentrações de tensão tem um papel preponderante em diversos aspectos da mecânica dos

materiais e iremos, portanto, investigá-los com algum detalhe no presente capı́tulo.

Considere a situação esquematizada na Fig. 3.1. Ela representa um componente carregado

em tração que apresenta, entretanto, uma variação de seção ao longo de seu comprimento.

É razoável supor que longe da região onde há a variação da seção do corpo, o estado de

tensão desenvolvido se assemelhará ao carregamento uniaxial, porém com dois nı́veis de tensão

diferentes,σ1 = F
s1

e σ2 = F
s2

, que agem como estados de tensão limitrofes ao qual a solução do

problema deve convergir de forma assintótica.

• A região onde ocorre a variação de tensão é denominada um concentrador de tens̃ao(em

inglês, “stress raiser”), tendo em vista que pelo menos uma das componentes normais

do estado de tensão usualmente será maior em módulo que o das tensões dos estados

uniaxiais limites.

• Os estados uniaxiais limitrofes são um exemplo particulardeestado de tens̃ao remoto.

Este termo designa o estado de tensão assintótico do corpo(ou seja, o estado para o qual

o corpo tende quando nos afastamos do concentrador de tensão).
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F s 1

s 2

Figura 3.1: Exemplo de conscentrador de tensão.

• Vemos que a introdução do concentrador de tensãoperturba o estado remoto.

• Além de provocar aumentos locais da tensão, a presença doconcentrador de tensão pode

gerar estados de tensão com alto grau de triaxialidade, mesmo para tensões remotas uni-

axiais.

3.1.1 Fator de concentraç̃ao de tens̃ao (Kt)

Pelo discutido acima, fica implı́cito que a distribuição das tensões no interior do sólido

representado na Figura 3.1 será uma propriedade geométrica do mesmo e do(s) estado(s) de

tensão remoto(s).

Chamamos deentalhequalquer perturbação do estado de tensão de um corpo sólido quando

sujeito a um estado de tensões remotoσ e definimos ofator de concentraç̃ao de tens̃ao deste

entalhe (Kt ) como sendo:

Kt ≡
σmax

σ
(3.1)

Alguns fatos sobreKt :

• Kt pode ser entendido como a “potência” de amplificação da tensão de um dado entalhe,
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• Kt abstrai o efeito do estado de tensão remoto, sendo portantouma propriedade da geo-

metria do corpo e do entalhe,

• os valores deKt para um sem número de entalhes podem ser encontrados na forma de

tabelas ou gráficos em manuais de resistência dos materiais e

• o fatorKt tem importância fundamental na mecânica dos materiais pois ele representa a

máxima tensão normal de tração atuando em um determinado ponto do corpo, esta, por

sua vez é responsável por uma série de fenômenos que levam à falha dos componentes

em serviço (por exemplo, propagação de trincas em carregamento monótono ou cı́clico).

3.2 A solução de Inglis para o furo central eĺıptico (1913)

Inglis resolveu em 1913 apresentou a solução geral para o problema de uma placa infinita

contendo um furo central elı́ptico passante. Este problemaé fundamental para todo o desen-

volvimento posterior da Mecânica da Fratura, já que esta solução foi empregada por Griffith,

Irwin e outros pesquisadores no desenvolvimento de modelospara a propagação de trincas em

sólidos. Apesar desta importância, a maioria dos livros-texto limita-se a apresentar apenas os

principais resultados, o que contribui para a subestimaç˜ao do trabalho deste pesquisador. Aqui

iremos apresentar a dedução original dada por Inglis, coma única diferença de que a notação

utilizada por este pesquisador será adaptada àquela adotada no presente texto.

Deve-se mencionar entretanto que Inglis não foi o único pioneiro na solução deste tipo

de problema. Na verdade quase todo o mundo matemático se debruçava sobre ele e outros

problemas semelhantes no inı́cio do século XX. H. P. Rossmanith publicou um artigo recente1

onde revisa a participação de diversos pesquisadores alemães e austrı́acos (melhor dizendo,

autro-húngaros) na produção cientı́fica em mecânica dafratura no inı́cio do século XX e sugere

razões para o relativo desconhecimento atual destes artigos por parte da comunidade cientı́fica.

Neste artigo ele cita um trabalho de K. Wiegardt publicado2 em 1907 onde o autor apresenta

a solução para o campo elástico no chamado “problema da cunha” (Wedge problem) incluindo

trincas como um caso limite. Este trabalho antecede o artigode Inglis cerca de quatro anos,

mas é virtualmente desconhecido da comunidade cientı́fica. É importante também ressaltar a

importância de dois trabalhos publicados em 1922 por A. Smekal3 e K. Wolf4 que são creditados

1“Fracture mechanics and materials testing: the forgotten pioneers of the early 20th century”, Fatigue Fract.
Engng. Mater. Struct.22, 781-797 (1999).

2K. Wiegardt “Über das Spalten und Zerreissen elastischer Körper”Z. Mathematik Physik55, 60-103 (1907).
3“Technische Festigkeit und molekulare Festigkeit”,Naturwissenschaften10, 799-804 (1922).
4Zur Bruchtheorie von A. Griffith,Z. angew. Mathematik Mechanik3 107-112 (1922).
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apenas por terem corrigido erros contidos nas primeiras deduções de Griffith (veja a seção 3.3),

mas cuja leitura mostra uma grande preocupação em interpretar os resultados deste autor e sua

importância para a engenharia.

Inglis apresentou seu trabalho no 44o encontro de primavera da Instituição dos Arquitetos

Navais, em 14 de março de 19135. O trabalho foi dividido em duas partes, na primeira parte

Inglis apresenta e discute os principais resultados dos seus cálculos, bem como considerações

filosóficas sobre a propagação de trincas em carregamentoestático e dinâmico. Na segunda

parte o autor apresenta os cálculos propriamente ditos. Iniciarei a análise por este ponto.

3.2.1 Definiç̃ao de variáveis

Inglis define um sistema de coordenadas curvilı́neas composto por dois conjuntos de curvas

que se intersectam em ângulos retos. Sejamα eβ duas constantes que definem biunivocamente

duas curvas particulares dos respectivos conjuntos, podendo ser usadas, portanto, identificar as

constantes com as próprias curvas. Definimosuα e uβ como as componentes do vetor des-

locamento normais às curvasα e β . Da mesma forma definimosεαα , εββ e εαβ como as

componentes do tensor de deformação no ponto de intersecc¸ão das curvasα e β .

Por definição teremos6:

εαα = h1
∂uα
∂α

+h1h2uβ
∂

∂β

(
1
h1

)
(3.2a)

εββ = h2
∂uβ

∂β
+h1h2uα

∂
∂α

(
1
h2

)
(3.2b)

εαβ =
h1

h2

∂
∂α
(
h2uβ

)
+

h2

h1

∂
∂β

(h1uα) (3.2c)

onde






(h1)
2 =

(
∂α
∂x1

)2
+
(

∂α
∂x2

)2

(h2)
2 =

(
∂β
∂x1

)2
+
(

∂β
∂x2

)2 (3.3)

Inglis ainda define a dilataçãoθ e a rotaçãoω como:

5publicado em C. E. InglisStresses in a plate due to the presence of cracks and sharp cornersTrans. Inst.
Naval Arch. v.55 (1913) pp. 219 - 241.

6Inglis cita como fonte o livro de A. E. H. LoveMathematical theory of elasticity, que pode ser encontrado em
uma versão mais moderna na 4a edição, Cambridge - UK, 1934.
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θ = h1h2

[
∂

∂α

(
uα
h2

)
+

∂
∂β

(
uβ

h1

)]
(3.4)

e

ω = h1h2

[
∂

∂α

(
uβ

h2

)
− ∂

∂β

(
uα
h1

)]
(3.5)

Para o problema em questão, Inglis define o sistema de coordenadas:

{
x1 = ccoshα cosβ
x2 = csinhα sinβ

(3.6)

O conjunto de curvas, neste caso consiste de um conjunto de elipses paraα = constante:

(x1)
2

c2cosh2α
+

(x2)
2

c2sinh2 α
= 1 (3.7)

Da mesma forma, paraβ = contante teremos o conjunto de hipérbolas:

(x1)
2

c2cos2β
− (x2)

2

c2sin2β
= 1 (3.8)

Teremos ainda:

(h1)
2 = (h2)

2 = h2 =
2

c2(cosh2α−cos2β )
(3.9)

3.2.2 Relaç̃oes constitutivas gerais

As relações constitutivas gerais assumem a forma:





(1−ν) ∂θ

∂α − (1−2ν) ∂ω
∂β = 0

(1−ν) ∂θ
∂β +(1−2ν) ∂ω

∂α = 0
(3.10)

As relações acima, entretanto, são uma expressão das relações de Cauchy-Riemann já in-

troduzidas anteriormente e mostram que a funçãoΞ(z) = (1−ν)θ + i(1−2ν)ω é função da

variável complexaz= α + iβ .

A seguir Inglis postula que:
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Ξ = c1
exp(−nz)

sinhz
(3.11)

Ondec1 é uma constante de integração en um número inteiro que serão determinados

posteriormente.

Definimos agora as variáveis auxiliares ˜u1 = uα
h α e ũ2 =

uβ
h β que levam ao seguinte sistema

de equações diferenciais a derivadas parciais:






∂ ũ1
∂α + ∂ ũ2

∂β = θ
h2 = an

1−ν {exp[−(n−1)α]cos(n+1)β

−exp[(n+1)α]cos(n−1)β}
∂ ũ1
∂β −

∂ ũ2
∂α =−2ω

h2 = an
1−2ν {exp[−(n−1)α]sin(n+1)β

−exp[(n+1)α]sin(n−1)β}

(3.12)

Resolvendo estas equações teremos:






ũ1 = An{(n+κ)exp[−(n−1)α]cos(n+1)β
+(n−κ)exp[−(n+1)α]cos(n−1)β}+ χ1(n)

ũ2 = An{(n−κ)exp[−(n−1)α]sin(n+1)β+

(n+κ)exp[−(n+1)α]sin(n−1)β}+ χ2(n)

(3.13)

onde,κ foi introduzida anteriormente (Eq. 2.71),An é uma constante de integração eχ1(n),

χ2(n) são funções conjugadas harmônicas deα e β . Inglis propôs usar as seguintes funções:

χ1(n) = c′exp(−nα)cosnβ (3.14a)

χ2(n) = c′exp(−nα)sinnβ (3.14b)

A partir deũ1 e ũ2 podemos determinar os elementos do tensor de deformação:






ε11 = h2∂ ũ1
∂α + ũ1

2
∂h2

∂β −
ũ2
2

∂h2

∂β

ε22 = h2∂ ũ2
∂β + ũ2

2
∂h2

∂β −
ũ1
2

∂h2

∂α

ε12 = ∂
∂α
(
h2ũ2

)
+ ∂

∂β
(
h2ũ1

)
(3.15)
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e a partir das deformações, obtemos as tensões:





σαα = E
1+ν

(
ε11+ ν

1−2ν θ
)

σββ = E
1+ν

(
ε22+ ν

1−2ν θ
)

σαβ = E
2(1+ν)ε12

(3.16)

Substituindo as equações 3.13 em 3.15 e então em 3.16 podemos obter a solução geral do

problema. A solução particular é obtida através das condições de contorno do problema.

Paraσαα :

γσαα = An






(n+1)exp[−(n−1)α]cos(n+3)β +(n−1)exp[−(n+1)α]cos(n−3)β
−{4exp[−(n+1)α +(n−3)α}cos(n+1)β}
+{4exp[−(n−1)α +(n+3)α}cos(n−1)β}






+Bn

{
{nexp[−(n+1)α]cos(n+3)β − (n+2)exp[−(n+1)α]}cos(n−1)β

−{(n+2)exp[−(n−1)α]+nexp[−(n+3)α]}cos(n+1)β

}

(3.17a)

onde definimosγ = (cosh2α−cos2β )2 e introduzimos a constanteBn para diferenciá-la

deAn na segunda equação.

Paraσββ teremos:

γσββ = An






−(n−3)exp[−(n−1)α]cos(n+3)β − (n+3)exp[−(n+1)α]cos(n−3)β
+{−4exp[−(n+1)α +(n−1)α}cos(n+1)β}
+{+4exp[−(n−1)α +(n+3)α}cos(n−1)β}






−Bn

{
{nexp[−(n−1)α]cos(n+3)β +(n+2)exp[−(n+1)α]}cos(n−1)β

−{(n+2)exp[−(n−1)α]+nexp[−(n+3)α]}cos(n+1)β

}

(3.17b)

Finalmente, paraσαβ :

γσαβ = An

{
(n−1)exp[−(n−1)α]sin(n+3)β +(n+1)exp[−(n+1)α]sin(n−3)β
−(n+1)exp[−(n−3)α]sin(n+1)β − (n−1)exp[−(n+3)α]sin(n−1)β

}

+Bn

{
nexp[−(n−1)α]sin(n+3)β +(n+2)exp[−(n−1)α]sin(n−1)β
−{(n+2)exp[−(n−1)α]+nexp[−(n+3)α]}sin(n+1)β

}

(3.17c)
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3.2.3 Soluç̃oes particulares

As equações 3.17 fornecem a solução geral do problema. As soluções particulares são

determinadas aplicando-se as condições de contorno. Isto determina quais termos são não nulos

e quais os valores deAn eBn.

Inglis ainda fornece a solução particular para quatro casos distintos. Iremos aqui discutir

apenas os dois primeiros.

Primeiro problema

Placa contendo orifı́cio elı́ptico sujeita a tensões de tração remotas biaxiais comσ11(α →
∞) = σ22(α → ∞) = σ .

Neste caso as condições de contorno são:

σαα |α=α0
= σαβ

∣∣
α=α0

= 0

σαα |α→∞ = σββ
∣∣
α→∞ = σ

σαβ
∣∣
α→∞ = 0

(3.18)

Estas condições podem ser satisfeitas usandoA−1 = A+1 = σ
8 eB−1 = σ

2 cosh2α0. Adicio-

nando os termos correspondentes an= +1 en=−1 as tensões podem ser determinadas. Neste

caso:

σαα =
σ sinh2α [cosh2α−cosh2α0]

[cosh2α−cos2β ]2
(3.19a)

σββ =
σ sinh2α [cosh2α−cosh2α0−2cos2β ]

[cosh2α−cos2β ]2
(3.19b)

σαβ =
σ sin2β [cosh2α−cos2β ]

[cosh2α−cos2β ]2
(3.19c)

A tensão ao longo da borda do orifı́cio é dada por:

σββ
∣∣
α=α0

=
2σ sinh2α0

cosh2α0−cos2β
(3.20)

O extremos da tensão serão observados nos pontosβ0 dados por:



3.2 A soluç̃ao de Inglis para o furo central elı́ptico (1913) 80

∂σββ

∂β

∣∣∣∣
β=β0

= 0 (3.21)

Notamos que a equação 3.21 é satisfeita para os pontos dados por sin2β0 = 0, ou seja:

{
β0 = mπ
β0 = mπ

2

(3.22)

com (m= 0,±1,±2 . . . ).

Substituindo estes valores na equação 3.20 observamos que os dois pontos correspondem a

tensões de tração, mas que o ponto de máxima tensão ser´a dada nos pontosβ0 = mπ .

Segundo problema

Placa contendo orifı́cio elı́ptico sujeita a uma tensão remota de traçãoσ11(α → ∞) = σ
perpendicular ao eixo maior da elipse.

σαα |α=α0
= σαβ

∣∣
α=α0

= 0

σαα |α→∞ = σ
2 [1−cos2β ]

σββ
∣∣
α→∞ = σ

2 [1+cos2β ]

σαβ
∣∣
α→∞ =−σ

2 sin2β

(3.23)

Estas condições podem ser satisfeitas comA−1 = − σ
16, B−1 = σ

4 [1+cosh2α0], A+1 =
σ
16−

σ exp[2α0]
8 , B+1 =

σ exp[4α0]
8 eB−3 =−σ

8 .

A expressão exata das tensões no presente problema pode ser determinada adicionando-se

os termos correspondentes an = ±1 e n = −3. Entretanto a expressão final é muito longa e

Inglis não a apresenta em seu trabalho. Em substituição ele apresenta a expressão da tensão ao

longo da borda do orifı́cio:

σββ
∣∣
α=α0

= σ
sinh2α0+exp[2α0]cos2β −1

cosh2α0−cos2β
(3.24)

Analise do segundo problema de Inglis

A geometria do segundo problema está representada na Figura 3.2.

Caso a elipse tenha semi-eixos maiores e menores dados respectivamente pora eb, a tensão
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σ

2a

2b
A

Figura 3.2: Furo central elı́ptico passante.

na posição do semi-eixo maior (β = 0, ou ainda no ponto A da Figura 3.2) será dada por:

σββ
∣∣
α=α0,β=0

= σ
[
1+2

a
b

]
(3.25)

Ou seja,

Kt = 1+2
a
b

(3.26)

Definindo o raio de curvatura da superfı́cie da elipse no ponto A, ρA como:
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ρA =
b2

a
(3.27)

teremos:

Kt = 1+2
√

a
ρA
≃ 2
√

a
ρA

(ρA≪ a) (3.28)

Analisando a equação anterior, vemos que:

lim
ρA→0

Kt = ∞ (3.29)

A relevância destes resultados talvez possa ser melhor apreciada pelo testemunho dos pes-

quisadores presentes na seção de apresentação do trabalho7. B. Hopkinson, por exemplo escreve

em seus comentários ao artigo de Inglis:

“Turning now to Mr. Inglis’ paper, it is, I think, one of greatimportance. Most

failures in engineering structures originate, I suppose, in a crack of some sort...

They originate in a centre of high stress such as exist at the end of a crack. Mr

Inglis has shown us exactly how the stress at the end of a crackvaries with its

curvature and size.”

O Prof. J. B. Henderson vai mais além e escreve:

“(On Mr. Inglis’ paper), I can only hold up my hand in admiration of this

beautiful piece of mathematics.”

Na descrição menos formal da seção de apresentação8 vemos que o debate em torno deste

artigo foi considerável e de alto nı́vel e que os presentes (assim como o próprio Inglis) já se

preocupavam com a relevância destes resultados no caso de materiais dúcteis e em solicitações

de fadiga. Tópicos que, como veremos, são mais que atuais na Mecânica da Fratura.

7Aparentemente os resultados de Inglis foram tornados mais impressionantes aos presentes dado que foram
apresentados em seguida a um trabalho experimental de E. G. Coker, que apresentou um método de medida das
tensões em placas contendo furos circulares. Apesar de as figuras não terem sido preservadas, o testemunho dos
presentes atesta que a concordância entre as curvas medidas por Cocker e as calculadas por Inglis era impressio-
nante.

8Engineering, 28 de março 1913, p. 415.
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Placa contendo furo circular passante

A Figura 3.3 apresenta o caso de uma placa infinitamente largacontendo um furo central

circular passante (bem como o sistema de coordenadas polares, usado para a representação do

estado de tensão da placa) sendo submetida a uma tensão remota de traçãoσ .

a

r
θ

σ

σrr

σθθ

σr θ

Figura 3.3: Placa infinita com furo central circular passante.

O estado de tensão do problema descrito acima é um caso particular da solução de Inglis

quando os semi-eixos da elipse são idênticos. A soluçãoformal deste caso pode ser encontrada

em S. P. Timoshenko, Resistência dos Materiais, Vol. 2, Ao Livro Técnico, Rio de Janeiro,

1957 e vale:

Tensão normal radial:

σrr =
σ
2

(
1+

a2

r2

)
+

σ
2

(
1+3

a4

r4 −4
a2

r2

)
cos2θ (3.30)

Tensão normal tangencial:

σθθ =
σ
2

(
1+

a2

r2

)
− σ

2

(
1+3

a4

r4

)
cos2θ (3.31)

Tensão de cisalhamento:

σrθ =−σ
2

(
1−3

a4

r4 +2
a2

r2

)
sin2θ (3.32)
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Cavidades esf́ericas (Goodier, 1933)

Vamos considerar o caso de uma cavidade esférica de raioa contida em um corpo sólido

de seção infinitamente grande, sujeito a uma tensão remota de traçãoσ . A solução (obtida por

Goodier am 1933) resulta na tensão tangencial (válida para o plano equatorial,θ = π
2 ):

σθθ =

[
1+

4−5ν
2(7−5ν)

a3

r3 +
9

2(7−5ν)

a5

r5

]
σ (3.33)

Vemos que a tensão máxima em um carregamento remoto em trac¸ão será obtida na coorde-

nada(r = a) e, assumindo-seν ∼ 0,3, vale:

σmax∼
45
22

σ ⇒ Kt ≃ 2 (3.34)

No exemplo anterior é interessante também observar que nacoordenada(r = a,θ = 0) (ou

seja, no pólo da esfera) teremos:

(σθθ )r=a,θ=0 =− 3+15ν
2(7−5ν)

σ (3.35)

Portanto, para o caso de tensões remotas decompress̃ao, surgirá uma tensão tangencial de

tração no pólo da cavidade esférica. Isto terá implicações importantes na fratura de materiais

cerâmicos (poros podem ser considerados cavidades esféricas em primeira aproximação) em

compressão, como será visto no próximo exercı́cio.

Exerćıcio 3.1Considere a solução de Goodier para o estado de tensão de um sólido contendo

uma cavidade esférica em seu interior, apresentada nas Equações 3.33 e 3.35 e, assumindo que

trincas se propagam em materiais frágeis assim que a máxima tensão normal atinge um valor

σc, deduza:

a . Uma expressão para a razão entre a resistência deste material a esforços de tração e em

compressão e

b . Um modelo para o modo como este material falhará em traç˜ao e em compressão.

Observação: apresente seu resultado em função deσc e ν.

Soluç̃ao
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a . Resolvendo a equação 3.33 para r= a temos:

σc =

[
27−15ν
2(7−5ν)

]
σ+

f (3.36a)

Da mesma forma, a Equação 3.35 pode ser escrita como

σc =−
[

3+15ν
2(7−5ν)

]
σ−f (3.36b)

Desta forma a raz̃ao solicitadaé dada por:

σ+
f

−σ−f
=

[
3−5ν

27−15ν

]
(3.36c)

Assumindo um valor tı́pico paraν, por exemplo,ν = 0.3 vemos que esta razão seria 0.0666

ou seja, 1
15. Este resultado prevê, portanto que o materiaĺe cerca de 15 vezes menos resis-

tente a esforços de tração em comparaç̃ao a solicitaç̃oes de compressão.

b . Supondo que as trincas se propaguem no plano da máxima tens̃ao de traç̃ao, vemos que em

carregamentos remotos em tração resultariam em trincas crescendo no plano do equador

da cavidade, quée perpendicular̀a direç̃ao de carregamento. Neste caso terı́amos uma

única trinca crescendo, dominando o processo de fratura, assim que uma das cavidades

atingisse a tens̃ao cŕıtica. É posśıvel tamb́em que ḿultiplas cavidades atingissem a tensão

crı́tica, gerando ḿultiplas trincas, mas neste casoé consideravelmente mais provavel que

estas trincas coaleçam, já que a primeira trinca formada atuaria como concentrador de

tens̃ao, induzindo a formaç̃ao das outras trincas no plano poximo a ela. No caso de car-

regamentos em compressão, entretanto, o plano das trincas deve conter a direção polar,

ou seja, o plano será aproximadamente paralelòa direç̃ao de carregamento. Desta forma

é improv́avel que umáunica trinca domine o processo de falha, já que diferentes trincas

formadas em diferentes cavidades provavelmente crescerão paralelas. Em resumo, o modo

de falha previsto para esforços de compressão corresponde a ḿultiplas trincas crescendo

paralelamente, o que resulta na fragmentação total do śolido.

Imperfeições, falhas, defeitos. . .

Na análise apresentada no exercı́cio 3.1 associamos certos tipos de defeitos presentes nos

materiais (trincas e poros) e suas caracterı́sticas geométricas (tamanho, raio de curvatura, raio)

ao incremento local da tensão normal de tração e conseqüente falha do componente. Este é um

dos fundamentos daMecânica da Fratura, pois uma das suas hipóteses básicas é a de que

todo material apresenta uma distribuição inicial de “defeitos” que atuarão como concentradores
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de tensão, levando o componente à fratura.

Na literatura em inglês estes “defeitos” são denominadosflaws. A tradução do termo em

português como “defeito” é de certa forma imprecisa: riscos na superfı́cie ou mesmo concentra-

dores de tensão oriundos da sua geometria (como por exemplo, na raiz de roscas) são exemplos

de “flaws”, que não cabem propriamente na definição como defeitos. Desta forma a palavra

“defeito”, como utilizada acima, deve ser considerada sinˆonimo de imperfeições ou falhas, per-

mitindo acomodar todos os tipos de concentradores de tensão que podem levar um componente

à fratura.

3.3 Critério de Griffith (1921)

A análise feita anteriormente dos defeitos e da concentrac¸ão de tensões associadas a eles

permitiu tirar algumas conclusões sobre sua importânciano processo de fratura dos materiais.

A análise, entretanto, baseia-se quase exclusivamente empropriedades geométricas destes de-

feitos. Griffith propôs em 19219 uma extensão do trabalho de Inglis, permitindo uma visão

alternativa para a compreensão do processo de propagação de trincas. Este modelo, conhecido

atualmente comomodelo de Griffith é um dos pilares da mecânica da fratura.

Inicialmente Griffith propõe e prova um teorema simples: “Seja um sólido linear elástico,

deformado por forças de contato aplicadas à sua superfı́cie. A soma da energia potencial das

forças aplicadas e da energia de deformação elástica docorpo será diminuida ou permanecerá

inalterada pela introdução de uma trinca, cuja superfı́cie não esteja sujeita a trações”. O funda-

mento do modelo de Griffith consiste em calcular esta parcelade energia ganha pela introdução

da trinca.

Considere as figuras abaixo. Elas representam esquematicamente os processos que ocorrem

durante o carregamento de uma placa de espessuraB contendo uma trinca central de tamanho

inicial 2a, que cresce para 2(a+da) durante o carregamento. Este processo pode ser descrito

pelos seguintes passos:

I - A trinca se encontra inicialmente fechada (Fig. 3.4a) e a placa apresenta energiaU1 = 0,

II - com o carregamento surgiria (Fig. 3.4b), caso não houvesse a trinca, um estado de tensão

uniaxial com energiaU2 = V σ2

2E (V é o volume da placa),

9A. A. Griffith, The phenomena of rupture and flow in solids, Phil. Trans. A, v. 221 (1921) 163-198.
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III - as faces da trinca cedem (Fig. 3.4c) liberando parte da energia elástica (δUel
1 ) seja libe-

rada,U3 = U2−δUel
1 ,

IV - a trinca cresce simetricamente um infinitesimal da (Fig. 3.4d), aumentando a energia

do cristal emδUsup, dada a criação de duas novas superfı́cies de área ds= Bda, U4 =

U3+δUsupe

V - finalmente a trinca relaxa localmente (Fig. 3.4e), liberando mais energia elástica (δUel
2 ),

U5 = U4−δUel
2 .

2a

(a)

2a

F

(b)

2a

F

(c)

2(a+da)

F

(d)

2(a+da)

F

(e)

Figura 3.4: Construção esquemática doGedankenexperimentde Griffith: configuração inicial.
De (a) a (e) temos os cinco passos do experimento, descritas no texto.

A variação da energia do cristal devida ao crescimento de trinca seráU5−U3. Se esta

resultar numa diminuição da energia do cristal, o crescimento da trinca poderá ocorrer, senão, a

trinca permanece com o tamanho original, estacionária.

O critério de Griffith, portanto, é um critério de balanço energético: se a energia ganha pela

liberação de energia elástica com o crescimento da trinca suplantar a energia necessária para

criar as duas novas superfı́cies, a mesma irá crescer (ou seja, ela irá se propagar).

A parcela devida à liberação de energia elástica com à introdução ouo crescimento da trinca

pode ser calculada, segundo Griffith, usando a solução de Inglis. Ele inicialmente simplifica o

tratamento dado por Inglis, introduzindo variáveis complexas desde o inı́cio do tratamento.

Assim, o sistema de coordenadas curvilı́neas introduzido por Inglis será escrito simplesmente

pela equação (compare com as equações 3.6):
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(x1 + ix2) = acosh(α + iβ ) (3.37)

A seguir ele procura uma solução para a energia armazenadano sólido sujeito ao sistema

de forçasF1, F2 eF3 que geram as tensões remotas principaisσ1, σ2 eσ3. Esta expressão, como

Griffith ressalta, deve ser uma forma quadrática das tensões principais. Ele se propõe, portanto,

a examinar um conjunto de casos para determinar a forma geraldesta expressão.

Partindo do primeiro problema de Inglis, ele procura uma expressão da energia elástica do

material contido no interior de uma elipseα por unidade de espessura da placa,Uα na forma:

Uα =
1
2

∫ 2π

0

(uα
h

σαα +
uβ

h
σαβ

)
dβ (3.38)

Substituindo e integrando e procurando o limite paraα → ∞, Griffith obtém a expressão

para o incremento de energia da placa pela introdução da cavidadeα0:

U ′3 =
πa2σ2

8G
(3− κ̄)cosh2α0 (3.39)

Levando ao limiteα0→ 0 temos finalmente:

U3 =
(3− κ̄)πa2σ2

8G
(3.40)

A parcela devida à liberação de energia elástica admiteuma interpretação geométrica par-

ticular, supondo que no volume hachurado na Figura 3.5 a tensão se anula, enquanto que no

restante do material ela permanece com o valor dado pelo do carregamento uniaxial.

Lembramos que pela definição deκ̄:

(3− κ̄)

8G
=

ν
2G(1+ν)

=
ν
E

(3.41)

Calculando o volume da região hachurada,Velipse, teremos:

δUel
1 =

U1

V
×Velipse

1 =

(
σ2

2E

)
×
(
2πa2B

)
(3.42)

Esta interpretação, entretanto, serve apenas como um recurso mnemônico para a descrição

da equação 3.40 e não deve ser confundida com a solução obtida por Griffith, que deve ser

considerada rigorosa, já que foi baseada na solução de Inglis para o estado de tensão.
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2a

F

4a

Figura 3.5: Representação esquemática da construçãousada na derivação do critério de Griffith.

Da mesma forma, podemos calcular a energia ganha após a extensão da trinca:

δUel
2 =

U1

V
×Velipse

2 =

(
σ2

2E

)
×
[
2π(a+da)2B

]
(3.43)

O trabalho para formação de duas novas superfı́cies serádada por:

δUsup= (2daB)(2γS) (3.44)

ondeγS é a energia de superfı́cie (ou seja, a tensão superficial) do material e o fator 2 vem

de duas superfı́cies criadas. Considerando agora o balanço teremos:

∆U = U5−U3 = δUsup−
(

δUel
2 −δUel

1

)
(3.45)

A expressão final pode ser calculada expandindo-se o quadrado emδUel
2 e desprezando o

termo quadrático em da:

∆U =

(
4γS−

2πσ2a
E

)
Bda (3.46)
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como da, por definição, é positivo, teremos que a energia do sólido irá diminuir se e somente

se:

2γS≤
πσ2a

E
(3.47)

que é a expressão matemática do critério de Griffith.

Podemos agora reescrever o critério de Griffith, determinando a tensão necessária para que

a trinca se torne instável (σc):

σc =

√
2EγS

πa
(3.48)

A equação acima é válida no EPT, se introduzirmos uma restrição lateral, produzindo um

EPD teremos que corrigir o critério, considerando o efeitodas tensões de restrição:

σc =

√
2EγS

πa(1−ν2)
(3.49)

3.3.1 Trabalhos posteriores

O trabalho de Griffith pode ser considerado como um marco no desenvolvimento da nossa

compreensão da fratura de sólidos. Por volta da deçada de1950 a linha de investigação padrão

neste campo consistia em procurar extensões da teoria de Griffith para outros casos particulares

e aplicá-los a materiais reais. Nesta linha devemos mencionar os trabalhos de R. A. Sack10 e

I.N. Sneddon11 (ambos publicados em 1946) que apresentam a solução na linha da desenvolvida

por Griffith para um caso tridimensional no EPD, a saber, uma trinca plana de bordas circulares

(“penny-shaped crack”) perpendicular à tensão aplicada. O primeiro autor conclui que a tensão

crı́tica de Griffith, neste caso, é dada por:

σc =

√
πEγS

2a(1−ν2)
(3.50)

Comparando as equações 3.49 e 3.50 vemos que ela difere porum fator π
2 , o que causou

certa surpresa na época por sua simplicidade (hoje em dia sabe-se que este é um caso particular

10R. A. SackExtension of Griffith theory to rupture in three dimensionsProc. Phys. Soc. vol 58 (1946) pp.
729-736

11I. N. SneddonThe distribution of stress in the neighbourhood of a crack inan elastic solidProc. Royal Soc.
(London) A vol. 187 (1946) pp. 229-260
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de fator de forma, que será abordado posteriormente).

Sneddon apresenta uma análise geral do estado de tensão nomesmo problema e reanalisa o

caso bidimensional (Griffith) usando o método desenvolvido por Westergaard em 193912 (este

autor aplicou o método da função tensão, descrito na sec¸ão 2.5) usando:

Φ′ = σ
(

z√
z2−a2−1

)
(3.51)

A análise de Sneddon do problema de Inglis-Griffith tem o mérito de tratá-lo em um re-

ferencial mais conveniente (ele usa coordenadas polares vinculadas às bordas da trinca) o que

simplifica os resultados e a sua visualização. Em particular Sneddon apresenta as linhas de nı́vel

para a máxima tensão de cisalhamento, apresentando o formato de “grão de feijão” próximo à

borda da trinca, que se tornaria famoso após os trabalhos deIrwin.

Sneddon aplica o método das transformadas de Hankel no casotridimensional, que é con-

sideravelmente sofisticado e não será reproduzido aqui, onde nos limitaremos a apresentar o

resultado de sua análise em coordenadas cilı́ndricas (r,θ ,z):






σrr = 2σ
π
(

a
δ
) 1

2
{

3
4 cos1

2ψ + 1
4 cos5

2ψ
}

σzz= 2σ
π
(

a
δ
)1

2
{

5
4 cos1

2ψ− 1
4 cos5

2ψ
}

σrz = σ
π
(

a
δ
) 1

2
{

sinψ cos3
2ψ
}

(3.52)

Ondeδ e ψ denotam a distância e o ângulo tomado com referência a um ponto arbitrário à

borda da trinca. Os termos acima tem um análogo direto aos termos deduzidos por Inglis para

o caso bidimensional. Como Sneddon demonstra, estes termosdiferem do caso bidimensional

apenas pelo fatorπ2 já discutido em relação ao critério de Griffith deduzidopor Sack para a

trinca circular. Novamente lembramos que isto é um resultado geral da Mecânica da Fratura:

a distribuição de tensões de trincas genéricas difere do resultado de Inglis apenas por um fator

geométrico, conhecido como fator de forma.

3.3.2 Consideraç̃oes filośoficas

As equações de Griffith e de Inglis não são muito úteis naprática. Não é trivial medir a

tensão superficial de um corpo ou o raio da ponta de uma trinca. Se analisarmos a equação de

Griffith (por brevidade, apenas no EPT) entretanto e a reescrevermos como:

12H. M. WestergaardBearing pressures and cracksJ. Appl. Mech. v. 6 A (1939) pp. 49-53.
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√
EγS = σc

√
πa (3.53)

observaremos que o lado esquerdo ( que denominaremos provisoriamenteKc) depende ape-

nas de propriedades intrı́nsecas ao material, enquanto queo lado direito traz informações sobre

o carregamento (através da tensão remota) e da geometria do defeito investigado.

Isto nos faz crer que alguma propriedade intrı́nseca do material seja responsável pela

resist̂encia que o material oferece ao crescimento de uma trinca.

Força de extens̃ao de trinca cŕıtica (Gc)

A hipótese elaborada na seção anterior levou Irwin13 a postular (em 1957) a existência de

uma propriedade, denominadaforça de extens̃ao de trinca (G), que seria a força motriz para o

crescimento da trinca no sólido, definida como sendo a taxa de liberação de energia elástica por

unidade de acréscimo de comprimento da trinca:

G≡ 1
2B

δU
δa

=
πσ2a

E
(3.54)

Terı́amos, portanto, crescimento instável de trinca (ou seja, fratura) casoG ultrapassasse um

certo valor crı́tico,Gc, intrı́nseco do material. A rigor a definição deG não introduz novidade

no formalismo, exceto pelo fato de que a sua definição (acima)sugere uma metodologia para a

sua mediç̃ao.

3.4 A forma da ponta da trinca

As considerações anteriores mostram que a distribuição de tensões ao redor de uma trinca

se assemelha àquela obtida por Inglis para a cavidade elı́ptica em uma placa. Como Barenblatt14

ressalta, este resultado tem uma falha fundamental.

Uma cavidade no interior de um sólido muda de forma infinitesimalmente quando as tensões

são alteradas também infinitesimalmente. Isto permite o uso de métodos clássicos da teoria da

elasticidade à solução do problema, especificando-se ascondições de contorno da cavidade

13G. R. IrwinAnalysis of stresses and strains near the end of a crack transversing a plateJ. Appl. Mech. v. 24
(1957) 361-364.

14G. I. BarenblattThe mathematical theory of equilibrium cracks in brittle fractureIn: H. L. Dryden, Th. von
Kármán (Eds.) Advances in Applied Mechanics v. 7 (1962) New York:Academica Press, pp. 55 -129.
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correspondente ao sólido não tensionado, como feito por Inglis.

Ocorre que uma trinca, em princı́pio, pode ser propagar indefinidamente com uma alteração

infinitesimal das tensões (por exemplo, se elas resultarememG > Gc). Isto faz com que o pro-

blema do equilı́brio de trincas em sólidos pertença a uma classe de problemas matemáticos

conhecidos como problemas de contornos indeterminados (problems with unknwown boun-

daries): A forma da trinca deve ser determinada como solução do problema e as condições de

contorno não podem ser aplicadas inicialmente (elas são determinadas durante a solução).

Estes problemas são marcadamente não-lineares e a sua investigação é uma linha de pes-

quisa contemporânea da matemática. Isto torna a solução deste problema particularmente com-

plicada. Barenblatt aponta outra deficiência das análises anteriores. A tensão sempre assume

valores infinitos na proximidade da trinca independente do caso tratado, o que é fisicamente

inaceitável. Na verdade Inglis estava perfeitamente a pardeste problema, como atestam as

discussões relacionadas à apresentação de seu trabalho na Instituição dos Arquitetos Navais.

Na época ele justificava a inexistência destas tensões infinitas apelando para a plasticidade na

ponta de trinca. Em sólidos frágeis, onde a plasticidade ´e improvável, é comum atribuir-se a

inexistência destas tensões infinitas pela ocorrência de elasticidade não-linear (veja por exemplo

em [MC]). Ocorre que no problema matemático nem plasticidade, nem elasticidade não linear

são admitidas a princı́pio e mesmo assim a existência de tensões infinitas no interior do sólido

é inaveitável por razões fı́sicas.

Nos trabalhos citados acima, invariavelmente, a forma da trinca era determinada pela solução

para o vetor deslocamento perpendicular ao plano de trinca,concluindo-se que ela tinha formato

elı́ptico, que leva a tensões infinitas na ponta da trinca. Barenblatt demonstra que outro formato

permite concluir que as tensões são finitas na ponta de trinca e que a trinca cresce assim que

a tensão ultrapassa um certo valor determinado, dependente das forças de coesão molecula-

res do sólido, mas finito. A forma de equilı́brio da ponta da trinca, deduzida por Barenblatt,

corresponde a uma cúspide determinada pela solução da indeterminação do tipo:

σi j =
N(ψ)

δ
1
2

=
0
0

(3.55)

Procuramos, portanto, uma curva no espaço que leve o termo da dependência angular da

tensão a se anular.Barenblatt, usando os métodos desenvolvidos por Mukhelishvili, deduz que a

solução para a tensão e para a componente normal do vetor de deslocamento é dada pela solução

das equações:
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σ22 =− 1
πδ

∫ ∞

0

g(t)dt√
t

(3.56a)

e

u2 =∓4
(
1−ν2

)

πE

√
δ
∫ ∞

0

g(t)dt√
t

(3.56b)

Ondeg(t) corresponde à diferença entre as tensões aplicadas ao s´olido e as forças de coesão

moleculares atuando na proximidade da trinca15. A Forma deduzida por Baremblatt está esque-

maticamente reproduzida na Figura 3.6.

dc

a

b

Figura 3.6: A figura apresenta esquematicamente a evolução da forma da ponta da trinca. As
condições a e b se referem a casos ondeG < Gc, o caso crı́tico (G = Gc) está representado em
c, para trı́cas super-crı́ticas a forma da ponta da trinca permanece inalterada, mas a trinca passa
a se mover (d). Baseado em Baremblatt (citado anteriormente).

3.4.1 Módulo de Coes̃ao

Barenblatt propõe e justifica duas hipóteses:

1. A espessurad da região da borda da trinca é pequena em comparação com oresto da trinca

e

2. A forma da trinca na região da borda e consequentemente a distribuição das forças de coesão

moleculares, não dependem das tensões aplicadas ao sólido e é sempre a mesma para um de-

terminado material sob as mesmas condições (temperatura, composição, pressão ambiente

etc. . . ).

15As forças de coesão moleculares, por sua própria natureza, atuam apenas na visinhança imediata da ponta da
trinca, quando as separações entre as duas faces são da ordem da distância interatômica. Nestas condições elas são
muito intensas.
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Com base nelas o autor postula a existência de uma propriedade do material, conhecida

como módulo de coesão, definida como:

Kc =−1
π

∫ d

0

G(t)dt√
t

(3.57)

OndeG(t) corresponde à distribuição das forças de coesão moleculares em função da

separação entre as duas faces, que obviamente é uma propriedade intrı́nseca do material. Isto

permite formalizar o postulado proposto na seção 3.3.2, vinculando a propriedade intrı́nseca do

material à distribuição das forças de coesão do material.

Exerćıcio 3.2Determine por análise dimensional as dimensões deGc e deKc

a . em unidades de força (Newtons) e

b . em unidades de energia (Joules)

Soluç̃ao

a . Consideramos o lado direito da equação 3.53.Vemos que sua dimensãoé dada por
[
Nm−2

]
×[

m
1
2

]
ou seja,

[
Nm−

3
2

]
ou ainda

[
Pa.m

1
2

]
. Para Gc tomamos o lado direito da equação 3.54

e temos[Gc] =
[
N2m−4

]
× [m]×

[
N−1m2

]
=
[
Nm−1

]
.

b . Levando em conta que[J] = [Nm], vemos que os resultados anteriores podem ser escritos

como: [Kc] =
[
Jm−

5
2

]
e [Gc] =

[
Jm−2

]
.

3.5 Mecânica da Fratura Elástica Linear

Da discussão anterior vemos que os métodos da elasticidade linear podem ser usados, ao

menos intuitivamente, para explicar o crescimento de trincas em sólidos. Isto e a generalização

das idéias de Griffith permitiram o surgimento na década dos 1950 de um ramo da engenharia,

ameĉanica da fratura elástica linear (MFEL), que se propunha a estabelecer critérios projeto

de engenharia envolvendo materiais frágeis.

A MFEL justifica-se já que fragilidade não é necessariamente um impedimento para o uso

de materiais na engenharia (vidros, aços temperados, cerˆamicas etc. . .), nestes materiais as

trinca preexistem, ou seja, já vem pré-nucleadas, há portanto a necessidade de se quantificar

o comportamento mecânico dos materiais frágeis contendouma trinca em seu interior, que é o

objeto de estudo da MFEL.
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Hipóteses da MFEL

A MFEL se fundamenta em quatro hipóteses:

• Defeitos semelhantes a trincas sempre existem nos materiais frágeis16,

• estes defeitos podem ser simulados por (ou seja, tornados equivalentes a) uma trinca plana

passante de tamanho 2a em uma placa infinita,

• durante o carregamento do sólido com um estado de tensão remotoσ desenvolve-se um

estado de tensão não homogêneo na placa, que será descrito por uma funçãoK(σ ,a),

denominadafator de intensificaç̃ao de tens̃ao e

• o material apresenta uma resistência intrı́nseca à propagação da trinca, que será denomi-

nadaKR, ou simplesmenteR.

3.5.1 Modos de carregamento de trinca

A MFEL define três modos de carregamento de trincas dependendo da orientação relativa

da carga aplicada e do plano e da borda da trinca (Fig. 3.7):

I . modo de abertura (“opening”)

II . modo de deslizamento (“sliding”)

III . modo de rasgamento (“tearing”)

Irwin provou17 que o estado de tensão próximo à ponta da trinca em um sólido linear

elástico é definido apenas pelo modo de carregamento e pelaintensidade da carga e tem a

forma geral18:

σi j (σ ,a) =
K√
2πr

f (θ) (3.58)

onde
16Em materiais dúcteis isto não é necessariamente verdadeiro, mas em algum momento defeitos são nucleados,

antecedendo a fratura, o que permite a extender os métodos da Mecânica da Fratura a estes materiais.
17No trabalho de 1957, já citado anteriormente.
18Este estado de tensão é assintótico, o que significa que, distante da ponta da trinca, o estado de tensão pode

ser diferente.
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F

F

F

(I) (II)

(III)

Figura 3.7: Modos de carregamento de trincas. I - modo de abertura, II - modo de deslizamento
e III - Modo de rasgamento.

K = σ
√

πa (3.59)

As variáveisr e θ são definidas de acordo com o referencial solidário à ponta da trinca,

como apresentado na Fig. 3.8.

r

x1

x2

θ

" σ"

" σ"

2a

σ11

σ12

σ22

σ21

Figura 3.8: Referencial vinculado à ponta da trinca.

O estado de tensão para os três modos de carregamento é dado por:
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Modo I: 


σ11

σ22

σ12


=

KI√
2πr

cos
θ
2




1−sinθ
2 sin3θ

2 + · · ·
1+sinθ

2 sin3θ
2 + · · ·

sinθ
2 cos3θ

2 + · · ·


 (3.60a)

σ13 = σ23 = 0 (3.60b)

σ33 =

{
0 EPT

ν (σ11+σ22) EPD

Modo II: 


σ11

σ22

σ12


=

KII√
2πr




−sinθ
2

(
2cosθ

2 cos3θ
2

)
+ · · ·

sinθ
2 cosθ

2 cos3θ
2 + · · ·

cosθ
2

(
1−sinθ

2 sin3θ
2

)
+ · · ·


 (3.60c)

σ13 = σ23 = 0 (3.60d)

σ33 =

{
0 EPT

ν (σ11+σ22) EPD

Modo III: [
σ13

σ23

]
=

KIII√
2πr

[
−sinθ

2 + · · ·
cosθ

2 + · · ·

]
(3.60e)

σ11 = σ22 = σ33 = σ12 = 0 (3.60f)

Exerćıcio 3.3Analise o estado de tensão nas coordenadas(r = 0,0001a;θ = 0) supondo um

carregamento monotônico nos três modos e responda:

a . O que você pode concluir a respeito da tendência à fratura frágil nos três modos?

b . Qual o impacto que a alteração do estado plano de tensãopara o estado plano de deformação

tem sobre a tendência à fratura frágil nos modos I e II?

Soluç̃ao

Consideramos primeiramente que o pré-fator dos tr̂es casos será:

K√
2πr

=
σ
√

πa√
2π0.0001a

=
σ√

2×0.0001
≈ 70,71σ (3.61)

Resolvendo agora as equações 3.60, obtemos os circulos de Mohr representados na Figura 3.9.
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σij

σii

σij

σii

σij

σii

σij

σii

Modo I Modo II Modo III

σ11=σ22=70,71σ

EPT

EPD

σ33=140,42νσ

σ12=70,71σ σij

σii

σ23=70,71σ

Figura 3.9: Estados de tensão observados à ponta de trincas nos três modos de carregamento.

a . Trincas crescem, preferencialmente no plano de máxima tensão normal de tração. No modo
I este plano coincide com o plano da trinca. Já nos modos II e III a tensão normal se anula
no plano da trinca. Como consequência trincas em modo II e III ou tendem a se desviar da
direção original (o que, na prática, significa que ela tende ao modo I), ou apresentam uma
menor tendência à propagação.

b . No modo I a alteração do estado plano de tensão para o estado plano de deformação tem
como conseqüência um dramático aumento da tensão média (ou seja, a componente hi-
drostática de tração aumenta) e uma diminuição da máxima componente de cisalhamento.
Estas duas condições resultam em uma maior tendência à fratura frágil, pois o aumento da
componente hidrostática de tração trabalha a favor da abertura de cavidades (micromeca-
nismo responsável pela propagação da trinca em modo I) e adiminuição da tensão de ci-
salhamento sugere uma menor tendência à ativação de mecanismos de deformação plástica
(escorregamento de discordâncias, bandas de cisalhamento) na região da ponta da trinca. No
modo II observa também um (moderado) aumento de tensão média, mas a máxima tensão de
cisalhamento permanece essencialmente a mesma, sugerindoque a alteração do EPT para o
EPD no modo II é menos crı́tica que no modo I.
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3.5.2 Efeito da geometria do sistema

Os estados de tensão, como definidos nas páginas anteriores, são válidos para uma trinca

de comprimento 2a em uma placa infinita. Outras geometrias do sistema, entretanto, exigem

modificações nas equações anteriores tendo em vista queas tensões devem se anular numa

superfı́cie livre. O procedimento padrão corresponde a tomar a solução para a placa infinita e

multiplicá-la por uma equação algébrica ou trigonométrica que a anule na superfı́cie, resolvendo

as equações da elasticidade linear para o novo sistema.

Exemplo

Para uma placafinita de larguraW teremos:

K = σ
(
W tan

πa
W

)
(3.62)

expandindo-se a equação acima em série de potências:

K = σW
1
2

(
πa
W + π3a3

3W3 + . . .
) 1

2

= σ
√

πa
(

1+ π2a2

3W2 + . . .
)1

2
= Yσ

√
πa

(3.63)

Fator de forma

Vimos no exemplo anterior que o efeito da alteração da geometria do sistema foi abstraı́do

na forma de uma constante multiplicativaY, que só depende de fatores geométricos, à solução

anterior para a placa infinita. Esta constante é conhecida como fator de forma e pode ser

encontrada para um grande número de geometrias tı́picas emmanuais de mecânica da fratura.

É importante salientar que a definição deK apresentada na equação 3.63 é conveniente para

ressaltar a extensão da solução de Irwin para casos genéricos. Os manuais de engenharia, en-

tretanto, adotam definições alternativas que são mais convenientes para a aplicação prática. Por

exemplo, a norma ASTM E399-09, que regula o ensaio de tenacidade à fratura em deformação

plana, defineK em função da geometria dos corpos de prova ensaiados, o que, obviamente,

é muito conveniente para aplicação em laboratório. Como um exemplo, a norma mencionada

defineK para o corpo de prova Compacto em Tração, C(T), como:

K =
P√

BBN
√

W
× f

( a
W

)
(3.64a)
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com

f
( a

W

)
=

(
2+ a

W

)[
0,886+4,64a

W−13,32
( a

W

)2
+14,72

( a
W

)3−5,6
( a

W

)4
]

(
1− a

W

) 3
2

(3.64b)

ondeP representa a carga de ruptura, medida durante o ensaio,B e BN são medidas da

espessura do corpo de prova (definidas na norma) eW é a largura do corpo de prova.

3.5.3 Tenacidadèa fratura

De acordo com a análise anterior teremos que a fratura se tornará instável caso:

K ≥ Kc (3.65)

ondeKc é uma propriedade do sistema denominadatenacidadeà fratura . Quando esta

propriedade for medida no EPD, ela passará a ser dada pelo s´ımboloKIc.

Vemos que a tenacidade à fratura corresponde ao módulo de coesão introduzido por Ba-

renblatt. É, entretanto, conveniente manter a denominação acima tendo em vista que ela é

amplamente disseminada na engenharia e que ela admite uma influência do estado de tensão

sobre esta propriedade (que não era admitida por Barenblatt).

Alguns fatos sobre a tenacidade à fratura:

• Por análise dimensional,Kc e KIc tem unidades de MPa.m
1
2

• Não confundir19 K, Kc e KIc comKt !

• KIc é uma propriedade intrı́nseca do material (não depende dageometria do componente),

já Kc, quando medida fora do EPD, dependerá da geometria do sistema e do material.

• No EPTKc depende linearmente da espessura da placa.

Exerćıcio 3.4Corpos de prova usinados a partir de um monocristal de sı́lica (comKIc = 1,15

MPa m
1
2 ) foram ensaiados em flexão de três pontos, tendo-se obtido, em média, uma tensão de

19Pode parecer estranho que a engenharia adote a mesma letra (“K”) para definir propriedades diferentes. Na
verdade a letra K associada ao fator de intensificação de tensão e à tenacidade à fratura é uma homenagem a J. A.
Kies, colaborador ı́ntimo de Irwin, que percebeu sua importância pela primeira vez.
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ruptura de 35 MPa, com base nestes dados e assumindo-se que osdefeitos neste corpo de prova

são predominantemente microtrincas superficiais (suponha queY = 1,12), estime o tamanho

do defeito crı́tico. A seguir, suponha que se aplique a estescorpos de prova um tratamento

de polimento quı́mico com ácido fluorı́drico, que tem como resultado a remoção de 50µm de

material da superfı́cie. Estime o ganho esperado em resistˆencia para este corpo de prova polido.

Soluç̃ao

O tamanho do defeito crı́tico (a) seŕa dado por:

a =
1
π

(
KIc

Yσ

)2

=
1
π

(
1,15

1,12×35

)2

≈ 274µm (3.66)

A eliminaç̃ao de 50µm de superfı́cie, portanto, reduz o tamanho do defeito crı́tico para 224µ
m e, portanto, a tens̃ao de ruptura do corpo de prova polidoé estimada em:

σ =
KIc

Y
√

πa
=

1,15
1,12
√

π0,000224
≈ 39MPa (3.67)

Śıntese

• A análise do campo de tensões em torno de uma trinca imersa em um sólido introduz o

conceito defator de intensificaç̃ao da tens̃ao, K = Yσ
√

πa, que é umafunção.

• A resistência que um material oferece à propagação de uma trinca é denominadatena-

cidade à fratura e é um dado valor crı́tico deK, denotado porKc. Este valor é uma

constante (que, porém, pode depender da geometria do sistema).

• Quando o sistema se encontra dominado por um estado plano de deformação,Kc passa a

ser denominadotenacidadeà fratura no estado plano de deformaç̃aoe é denotado por

KIc. Estevalor é uma constante independente da geometria do sistema.

3.6 Integridade estrutural e efeitos de escala

Segundo Z. P. Bažant20, estruturas de engenharia, como pontes, barragens, aviões e usinas

nucleares devem ser projetadas de tal forma que estejam sujeitas a uma probabilidade de falha

extremamente baixa, da ordem de 10−6 ou 10−7. Isto é tradicionalmente atingido na enge-

nharia pelo uso de fatores de segurança empı́ricos, o que leva a duas condições contraditórias:

ou a estrutura é superdimensionada, ou assume-se o risco defalha catastrófica imprevista. A

20Aula plenária apresentada durante a 17a Conferência Européia de Fratura, realizada de 2 a 5 de setembro de
2008 em Brno, Rep. Tcheca.
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descrição estatı́stica do processo de falha de estruturas de grande porte, portanto, adquire um

papel fundamental na redução de custos e otimização de processos.

A situação é ainda mais complexa dado que há uma enorme diferença de tamanho entre

as estruturas propriamente ditas e os corpos de prova utilizados na avaliação das propriedades

do material utilizado na construção destas estruturas. Estruturas frágeis apresentam uma forte

dependência com o tamanho do sistema, o que leva ao que se conhece na engenharia como um

“ efeito de escala” (size effect), que Bažant define como21:

“The size effect in solid mechanics is understood as the effect of the characte-

ristic structure size (dimension)D on the nominal strengthσN of structure when

geometrically similar structures are compared.” (Z. P. Baˇzant, 1999)22.

Para compreender melhor o conceito de efeito de escala vamosconsiderar duas condições

limites. No primeira condição assumimos que o material segundo algum critério de tensão

máxima (por exemplo, uma falha dúctil). O critério de falha 23, ou seja, a condição limite de

uso deste material será definida por uma tensão limite (porexemplo, o limite de escoamento,

σe ou o limite de resistência,σu, que serão discutidos em detalhe no capı́tulo 4, generiacamente

dizemos que esta tensão máxima éσmax). Podemos estabelecer que o critério de falha está

associado a uma carga máxima suportada pela estrutura,Fmax, que será dada por:

Fmax= σN×s0(D) (3.68)

Ondes0(D) é a área da seção transversal da estrutura, que é funç˜ao da dimensão carac-

terı́stica, evidentemente. Vamos agora supor três estruturas auto-similares, por exemplo, os

corpos de prova de tração apresentados na Figura 3.10.

Descrevemos a resposta caracterı́stica do sistema,P, (por exemplo, a própria resistência

nominal) destas estruturas em função deD:

P = P0 f (D) (3.69)

onde f (D) é uma função, no momento, desconhecida, eP0 é a resposta da primeira es-

trutura representada na figura (com dimensão caracterı́stica D0). Supomos ainda que não há

21Z. P. Bažant, Size effect on structural strength: a review,Arch. Appl. Mech.69 (1999) 703 – 725
22Tradução: O efeito de escala é compreendido como o efeitoque a dimensão caracterı́stica da estrutura,D, tem

sobre a resistência nominal,σN, desta estrutura quando estruturas geometricamente similares são comparadas.
23Conceito que será melhor elaborado no capı́tulo 5.
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D0

D1=2D0

D1´=3D0

Figura 3.10: Três estruturas auto-similares, que falham sob condições dúcteis.
.

nenhum comprimento caracterı́stico da estrutura, ou seja,trabalhamos com a hipótese de que a

estrutura pode ser descrita no contexto de uma das teorias docontinuum, como a elasticidade

linear, a plasticidade ou até mesmo a mecânica da fratura elástica linear. Esta hipótese implica

na indefinição de uma referência para as dimensões, que ´e completamente arbitrária. Pode-

mos, assim, escolherP0 = 1 como esta referência. As respostas para as duas outras estruturas,

portanto, serão dadas porP1 = f (D1) e P′1 = f (D′1. Como não há comprimento caracterı́stico,

entretanto, poderı́amos também ter adotadoD1 como referência, desta forma a seguinte relação

funcional deve ser obedecida pela função desconhecidaf :

f (D′1)
f (D1)

= f

(
D′1
D1

)
(3.70)

A solução para o funcionalf é únicamente definida e corresponde à lei de potências:

f (D) =

(
D
c1

)s

(3.71)

ondec1 é uma contante de integração que está associada à unidade de medida adotada para

D e s é o expoente que caracteriza o efeito de escala.

No caso aqui tratado, assumindo-se queP≡ σmax, temos ques= 0, ou seja, as estruturas

são insensı́veis à escala24.
24Note, entretanto, que se tivessemos adotado a carga máximasuportada pela estrutura, usando a Equação 3.68,

terı́amos um efeito de escala caracterizado por um expoentes = 2, que é trivial, já que ele advém da própria
geometria do sistema (a área da seção transversal também escala coms= 2).
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a0

W0
t0

a1=1.5a0

W1=1.5W0

t1=1.5t0

a1´=2a0

W1´=2W0

t1´=2t0

Figura 3.11: Três estruturas auto-similares contendo um defeito, que falham sob condições
frágeis.
.

Um caso menos trivial está representado na Figura 3.11, comtrês estruturas geometrica-

mente similares idealizadas como corpos de prova de tenacidade à fratura. A condição de

auto-similaridade implica que as razões entre as caracterı́sticas geométricas de cada corpo de

prova são as mesmas para todas as estruturas (por exemplo,a0
W0

= a1
W1

=
a′1
W′1

).

Usando as Equações 3.63 e 3.65, podemos escrever a tensãode ruptura para a primeira

estrutura como:

σ0
f =

KIc

Y (a0,W0)
√

πa0
(3.72a)

Da mesma forma tempos para a segunda e terceira estruturas:

σ1
f =

KIc

Y (a1,W1)
√

πa1
=

KIc

Y (a1,W1)
√

1.5πa0
(3.72b)

e

σ1′
f =

KIc

Y
(
a′1,W

′
1

)√
πa′1

=
KIc

Y
(
a′1,W

′
1

)√
2.0πa0

(3.72c)

Notamos, entretanto, que a expressão deY na equação 3.63 depende somente da razaoa
W ,

que, como vimos, é uma constante para as estruturas auto-similares. Sendo assim concluı́mos

ques=−1
2 para estes casos (fratura frágil controlada por um defeitocrı́tico).

Temos, portanto, dois regimes distintos de efeitos de escala, que denominamos “dúctil” e

“frágil”, cada um associado a um dado expoente.
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Cabem aqui três advertências. Primeiramente, os dois regimes são meramente casos li-

mites. É possı́vel que uma determinada estrutura se comporte com umregime intermediário

(ou seja, com um expoente 0> s> −1
2. Os materiais que compõem estas estruturas são ditos

pseudofrágeis(quasibrittle). Um exemplos importante de material pseudofrágil é o concreto

armado.

Em segundo lugar, a hipótese da inexistência de um comprimento caracterı́stico para o

material é muito severa para materiais reais. Qualquer material possui inomogeneidades mi-

croestruturais (por exemplo, as barras de reforço no concreto, inclusões em aços ou mesmo

os contornos de grão em materiais policristalinos) que freqüentemente afetam o processo de

fratura. Estes materiais definem um comprimento caracterı́stico para a estrutura (por exemplo,

a distância de separação entre inclusões ou o tamanho degrão). Materiais reais podem ser (e

freqüentemente são) descritos por dependências de escala que divergem da lei de potência.

Para um material pseudofrágil, que apresenta comportamento intermediário entre os limites

frágil, caracterizado porKIc, e dúctil, caracterizado por uma tensão limiteσ0, é possı́vel definir-

se um comprimento caracterı́sticoℓ0 tal que:

ℓ0 =
1
π

(KIc)
2

σ0
(3.73)

Este comprimento deve ser interpretado como uma caracterı́stica da zona de processo de

fratura (fracture process zone, FPZ), que pode ser definida como a região do material onde

os processos unitários de separação ocorrem. No contexto da teoria de Barenblatt, discutida

anteriormente (seção 3.4, a FPZ corresponde à região onde o alcance das forças interatômicas é

comparável à separação entre os atomos.

Por fim, os critérios de falha foram intrı́secamente assumidos como determinı́sticos (ou

seja, a tensão limite,σmax, é única, o tamanho do defeito crı́tico,a0, é único e conhecido). Na

verdade estas propriedades estão sujeitas a flutuações estatı́sticas e os critérios de falha devem,

necessariamente, assumir um caráter estocástico (ou seja, probabilı́stico).

Bažant e colaboradores25 mostram que os regimes “frágil” e “dúctil” discutidos anteri-

ormente são governados por funções de distribuição deprobabilidade de falha distintas, a

distribuição de Weibull para o primeiro caso e uma distribuição normal (Gaussiana) para o

segundo caso. Distribuições intermediárias podem ainda ser obtidas facilmente pelo modelo

proposto por estes autores, o que abre a perpectiva da descrição estatı́stica das falhas em mate-

25Z. P. Bažant, J.-L. Le, M. Z. Bazant, Size effect on strenghtand lifetime distributions of quasibrittle structures
implied by interatomic bond break activation, In:Proceeding of the 17th European Conference on Fracture, Brno
(Rep. Tcheca): ESIS, 2008, pp. 78 – 92 (cdrom).
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riais pseudofrágeis.

A seguir discurtiremos algumas propriedades da distribuic¸ão de Weibull, já que esta é me-

nos comumente discutida na literatura.

3.6.1 Distribuição de Weibull

Conforme discutido anteriormente neste capı́tulo, materiais frágeis contém uma série de

defeitos (“flaws”) pré-nucleados, que, em certas condiç˜oes, podem se tornar crı́ticos para a

propagação instável de uma trinca.

A hipótese de Griffith permite, portanto, calcular a carga máxima suportada pelo compo-

nente, ou alternativamente, o tamanho máximo tolerado de defeitodesde que este seja conhe-

cido O que fazer, portanto, quando não temos um conhecimento preliminar do defeito que se

tornará crı́tico?

Devemos neste caso assumir que há umadistribuiç ão estat́ıstica de defeitos e utilizar os

métodos da teoria da probabilidade para caracterizar a resposta da estrutura a tensões aplicadas.

Hipótese básicas:

I - O sólido contém uma população homogênea de defeitosde tamanhos e orientações variáveis.

II - Os defeitos não interagem (ou seja, cada defeito pode ser conisiderado como um ente

isolado, independente dos demais).

III - A fratura total da estrutura ocorrerá quando o defeitomais favoravelmente orientado atin-

gir a condição de criticalidade (hipótese do elo mais fraco, ouweakest-link).

IV - Um sólido de volume unitárioV0, sujeito a uma tensão uniaxialσ apresentará uma certa

probabilidade de falha, que será denotada porP1(σ ,V0).

Com base nas hipóteses anteriores, podemos escrever a probabilidade (acumulada) de falha

do mesmo sólido em função do volume,V, como:

Pf (σ) = 1−exp

{
−
∫

V
c
[
σi j (x)

]
d(x)

}
(3.74)

ondec é uma função escalar do tensor de tensão local (na coordenada definida pelo vetor

x), σi j , que representa a probabilidade (acumulada) de falha por unidade de volume.

Para materiais frágeis, é seguro assumir-se que:
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c
(
σi j
)
≈∑

i

P1(σi)

V0
(3.75)

Note que usamos a hipótese I para concluir que o sólido é isotrópico (poisσi denotam

as tensões principais) e a hipótese II para relacionarP1 a c, assumindo implicitamente que o

elemento de volumeV0 é aquele que estatı́sticamente contém apenas um defeito isolado em seu

interior.

A probabilidade (acumulada) de falhaP1, por sua vez, pode é postulada26 como:

P1(σ) =

(
σ −σu

σ0

)m

(3.76)

Na expressão 3.76 os três parâmetros de material,m, σu eσ0 admitem alguma interpretação

tecnológica. O parâmetrom é denominadomódulo de Weibull e, como veremos abaixo, de-

termina o desvio padrão caracterı́stico da distrubuição, sendo portanto um caracterizador da

dispersão dos resultados. Este número é usualmente encontrado no intervalo 5≤ m≤ 50 e

quanto maior ele for, menor será o desvio padrão, ou seja, mais concentrada será a distribuição

em torno da média. O parâmetroσu é chamado delimiar de resistência (strength threshold)

e representa o nı́vel de tensão abaixo do qual a falha nunca ocorre27. Segundo Bažant este

parâmetro pode ser tomado como nulo para materiais frágeis. Finalmente o parâmetroσ0 re-

presenta uma tensão de referência, e, contrariamente ao que se pode esperar, está relacionado à

média da distribuição (e não à sua largura).

Assumindo-se que o material encontra-se sujeito a um estadode tensão homogêneo e unia-

xial, podemos reescrever a equação 3.74 como:

Pf = 1−exp

[
−
(

σ −σu

σ0

)m 1
V0

∫

V
dx
]

= 1−exp

[
−
(

σ −σu

σ0

)m] V
V0

(3.77)

que é a forma usual de representação da função de Weibull encontrada em muitos livros-

texto. Assumindo-se agora queσu = 0, podemos mostrar que a média,〈σ〉 e o desvio padrão,

ω, da distribuição serão dados por:

〈σ〉= σ0Γ
(
1+m−1)

(
V
V0

) 1
m

(3.78a)

26Segundo Bažant, Weibull propôs esta forma funcional paraP1 usando argumentos heurı́sticos, mas posterior-
mente diversos autores tentaram justificá-la, baseando-se em modelos estatı́sticos para a distribuição de defeitos.

27Note que a equação 3.74 só fará sentido como uma probabilidade de falha seσ ≥ σu.
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e

ω =

√
〈σ2〉− (〈σ〉)2 =

[
Γ
(
1+2m−1

)

Γ2(1+m−1)
−1

] 1
2

(3.78b)

ondeΓ(x) representa a função gama de Euler28.

O módulo de Weibull, portanto, controla a largura da distribuição de Weibull. Quanto

maior seu valor, mais “estreita” será a distribuição, ouseja, maior será a confiabilidade na

determinação da tensão de ruptura (Fig. 3.12). Sendo assim o módulo de Weibull é uma medida

direta da qualidade de um material frágil. Note ainda que a dispersão dos resultados depende

somente dem, desta forma este parâmetro pode ser determinado simplesmente analizando-se a

dispersão (ou seja, tomando-se o desvio padrão) de resultados de tensão de ruptura em múltiplos

corpos de prova idênticos.

P(σ)

σ

m1 m2

m2>m1

Figura 3.12: Representação de duas distribuições de Weibull com σ0 em distintos.

Exerćıcio 3.5

Dois conjuntos de amostras pertencentes a dois lotes de um mesmo material cerâmico (iden-

tificadas pelas letras A e B) foram testadas em flexão (usandocorpos de prova idênticos de

flexão em três pontos, com volumeV0) e submetidas a uma análise de Weibull. Como resultado

observamos que:

I- O limiar de resistência valeσu = 0 para os dois lotes.

II- A tensão de referência (σ0) é a mesma para os dois lotes.

28Que é uma generalização do fatorial para argumentos reais.
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III- O módulo de Weibull das amostras do grupo B é três vezes maior que o observado para

as amostras do grupo A.

Com base nestas informações mostre que a tensão correspondente a 10−6 de probabilidade

de falha será maior para o grupo B em comparação com o grupoA para valores fisicamente

razoáveis dem.

Soluç̃ao

De acordo com o enunciado, terı́amos:

10−6 = 1−exp

[
−
(

σA

σ0

)m]
= 1−exp

[
−
(

σB

σ0

)3m
]

(3.79)

tomando os logaritmos, elevando a1
m e multiplicando porσ0 obtemos:

σ0

[
− ln

(
1−10−6

)] 1
m

= σA = (σB)3 (3.80)

temos, entretanto, queln
(
1−10−6

)
≈ −10−6. Assumindo agora que5≤ m≤ 50 vemos que

0.0631σ0 ≤ σA ≤ 0.7586σ0. Na verdade, para qualquer valor fisicamente razoável de m,

σA = ασ0, onde0 < α < 1. Repetindo o procedimento paraσB, teremosσB = α
1
3 σ0, de onde

conclúımos queσB > σA como proposto. Note que a diferençaé maior quanto menor for o valor

de m, justificando a afirmação anterior de que o ḿodulo de Weibull quantifica a qualidade do

material frágil: nesta situaç̃ao hipot́etica, valores maiores de m iriam resultar em uma menor

variação da tens̃ao admisśıvel para os dois lotes (já quelimm→∞ α = 1).



111

4 PLASTICIDADE

Até o momento consideramos que as deformações geradas pelas cargas aplicadas ao sólido

são infinitesimais. Isto é válido no âmbito do regime el´astico1. Quando a carga ultrapassa

um certo valor crı́tico, caso não ocorra a ruptura frágil,parte da deformação se tornará per-

manente no material. Isto define o chamadoregime plástico. No âmbito da plasticidade, as

deformações não podem mais ser consideradas infinitesimais, neste caso é conveniente intro-

duzir um tratamento teórico alternativo ao usado anteriormente, o que será visto ao final deste

capı́tulo. De forma aproximada, entretanto, podemos aindaempregar o formalismo introduzido

anteriormente, introduzindo os conceitos detens̃ao real edeformação real.

Deformação real

Até o momento trabalhamos com a chamada fórmula de engenharia para calcular a deformação

de um corpo sólido:

εi j =
∆l i
l0
j

(4.1)

As justificativas eram:

1. desejamos poder relacionar as propriedades mecânicas do corpo ao projeto de engenha-

ria, ou seja, às dimensões do componente como fabricado (não deformado) e às cargas

aplicadas sobre este componente e

2. no regime elástico as deformações são pequenas e, portanto, a fórmula de engenharia

pode ser considerada uma boa aproximação para a deformação real.

No regime plástico, entretanto, estamos interessados em associar o comportamento mecânico

dos materiais aos mecanismos de deformação ou de fratura,que são ativados por uma certa

tensão crı́tica, além disto, salvo casos muito especı́ficos, o regime plástico é caracterizado por

1Exceto para os elastômeros.
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deformações mais intensas. Um simples exemplo pode demonstrar a inadequação da fórmula

de engenharia.

Consideremos um corpo de comprimento iniciall0
1 deformado em duas etapas, a primeira

até o comprimentol1
1 e a segunda até o comprimentol2

1. Calculando a deformação de engenharia

do processo total de deformaçãoε0→2
11 e os de cada etapa intermediáriaε0→1

11 e ε1→2
11 , veremos

que:

ε0→2
11 ≡ l2

1− l0
1

l0
1

6= ε0→1
11 + ε1→2

11 ≡ l1
1− l0

1

l0
1

+
l2
1− l1

1

l1
1

(4.2)

ou seja, o resultado é dependente do caminho de deformação, o que é absurdo. Note que

o erro é tanto maior, quanto mais intervalos de deformações intermediárias tivermos entre as

deformações inicial e final.

Para calcular a deformação real partimos novamente da definição do tensor de deformação:

εi j =
1
2

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

xi

)
(4.3)

Note que desprezamos o termo quadrático nas derivadas, isto é possı́vel pois, apesar de ter-

mos grandes deformações durante a deformação plástica, a variação do vetor de deslocamento

com a deformação continua a ser pequena (mas esta aproximação falha em materiais elásticos

não lineares, como a borracha).

Aplicando a fórmula ao caso de uma deformação infinitesimal normal pura ao longo do

eixox1 teremos:

dε11 =
dl1
l1

(4.4)

Integrando ao longo do caminho de deformação 0→ 2 teremos:

ε r
11 = ln

l2
1

l0
1

(4.5)

onde utilizamos o sobre-escrito “r” para distinguir a deformação real da calculada com a

fórmula de engenharia (que será escrita sem sobre-escrito, por ser a mais comumente utilizada).

Exerćıcio 4.1

Demonstre que a deformação real, derivada na página anterior, independe do caminho de

deformação.

Soluç̃ao
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Como no exerćıcio anterior, subdividimos o processo de deformação em duas etapas, do

comprimento l10 a l11 e dáı até l21. De acordo com a Equação 4.5 temos que a deformação para

a primeira etapáe dada por:

ε r,0→1
11 = ln

(
l1
1

l0
0

)
(4.6a)

Da mesma forma, a segunda etapaé caracterizada por:

ε r,1→2
11 = ln

(
l2
1

l1
1

)
(4.6b)

Finalmente, a deformação caracteŕıstica de todo o processóe dada por:

ε r,0→2
11 = ln

(
l2
1

l0
0

)
= ln

(
l2
1

l1
1
× l1

1

l0
0

)
= ln

(
l2
1

l1
1

)
+ ln

(
l1
1

l0
0

)
= ε r,0→1

11 + ε r,1→2
11 (4.6c)

Como a subdivis̃ao é arbitrária, a asserç̃ao fica provada para qualquer situação.

Tens̃ao real

Assim como no caso da deformação real, a tensão calculadapela fórmula de engenharia

também não corresponde à tensão real atuando sobre um elemento de volume no interior do

sólido, que é definido para o caso da solicitação uniaxial normal ao longo do eixox1 como:

σ r
11≡

F1

s1(ε11)
(4.7)

ondes1(ε11) é a área instantânea do elemento de volume deformado porε11.

Podemos agora calcular a tensão real assumindo duas hipóteses:

• o volume se conserva durante a deformação plástica e

• a deformação é uniforme ao longo de todo o volume do corpo.

A primeira hipótese é experimentalmente verificada na maioria dos casos, já a segunda é

válida apenas durante a etapa inicial da deformação plástica, como será discutido mais adiante

ainda nesta aula.
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Usando a primeira hipótese podemos relacionar a área instantânea do corpo à deformação

de engenharia da seguinte forma:

V (ε11)

V0
= 1⇒ l1

1×s1(ε11)

l0
1×s0

1

= 1 (4.8)

mas

ε11≡
l1
1− l0

1

l0
1

⇒ l1
1

l0
1

= 1+ ε11 (4.9)

portanto. . .

σ r
11 = σ11(1+ ε11) (4.10)

Da mesma forma notamos que a deformação real pode ser expressa em temos da deformação

de engenharia por:

ε r
11 = ln(1+ ε11) (4.11)

Sendo assim, desde que a deformação seja uniforme ao longode todo o corpo, tanto a tensão

real quanto a deformação realpoderão ser calculadas em função da tensão e da deformac¸ão de

engenharia.

4.1 Parâmetros da curva tensão – deformação (o ensaio de tração)

A Figura 4.1 apresenta uma curva tensão – deformação tı́pica obtida em ensaio de tração

de material metálico que não apresenta escoamento descontı́nuo. Nesta curva estão representa-

dos os principais parâmetros que são usados na caracterização do comportamento plástico dos

materiais.

Estes parâmetros são:

• o limite de escoamento(yield stress,σe),

• o limite de resist̂encia(ultimate tensile stress,σu),

• o alongamento uniforme(εu) e

• o alongamento total(ε f ).
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σ

ε

σe

σu

εu εf
0,2%

Figura 4.1: Representação esquemática de uma curvaσ×ε de ensaio de tração para um material
metálico convencional.

Limite de escoamento

O limite de escoamento fornece uma estimativa da máxima tensão suportada pelo mate-

rial sem que este apresente deformação plástica apreci´avel. Este parâmetro substitui outro, de

determinação mais complexa, chamadolimite de proporcionalidade, que designa mais propri-

amente a separação entre o regime elástico e o regime plástico.

O limite de escoamento, nos casos genéricos, é determinado a partir de um critério subje-

tivo, ou seja, ele é especificado como o valor da tensão que resulta em uma certa quantidade de

deformação permanente após o descarregamento (usualmente,ε = 0,002).

Para alguns materiais (por exemplo, aços carbono recozidos, alguns polı́meros) há um

máximo local da tensão que correspondente ao inı́cio da deformação plástica. Este fenômeno é

denominadoescoamento descontı́nuo e será tratado mais adiante ainda neste capı́tulo.

O limite de escoamento (de materiais que não apresentam escoamento nı́tido) é medido

pelo procedimento esquematizado na Figura 4.2.

Quando este procedimento for usado, o valor da deformaçãoresidual deve ser informado.

Por exemplo, segundo a norma ASTM A370-90: “limite de escoamento (0,2% de desvio) =
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σ

ε

σe

0,002

E

Figura 4.2: Representação esquemática da contrução gráfica para a determinação do limite de
escoamento (com desvio de 0,2%) de um material metálico convencional.

125 MPa” indica que o limite de escoamento medido com uma deformação permanente de

0,2% (ε = 0,002) é 125 MPa.

O limite de escoamento é uma propriedade consideravelmente insensı́vel à geometria do

corpo de prova que é utilizado na sua determinação e às condições em que o ensaio é realizado.

Por exemplo, quando o ensaio é executado com ou sem extensômetro, o limite de escoamento

obtido é praticamente o mesmo. A razão disto é que os errosassociados à determinação da

deformação do corpo de prova devidos à desconsideração da deformação da máquina são can-

celados através da construção apresentada na Figura 4.2. Deve-se ressaltar, entretanto, que

alguma dependência deste parâmetro com o tamanho (área da seção transversal) do corpo de

prova é esperada, já que quanto maior a área, maior será acotribuição que a região dominada

pelo EPD no centro do corpo de prova terá para o ensaio.É claro que isto ocorre porque o estado

de tensão não é realmente uniaxial (o EPD é triaxial por natureza, como visto anteriormente)

e o limite de escoamento medido é, portanto, um limite de escoamento efetivo. Em resumo,

o limite de escoamento é utilizado como uma propriedade intrı́nseca do material, mas na sua

determinação é recomendável identificar claramente asdimensões e a geometria do corpo de

prova utilizado na sua determinação.
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Limite de resistência

O limite de resistência corresponde ao máximo da curva tensão vs. deformaçãode enge-

nharia.

O nome em inglês reflete esta caracterı́stica (“ultimate tensile strength” é traduzido como

máxima resistência à tração, em algumas referênciasesta propriedade também é indicada pela

abreviaturaUTS.

O parâmetro é facilmente determinado a partir da curva resultante de um ensaio de tração

tı́pico. Assim como no caso do limite de escoamento, o limitede resistência pode apresentar al-

guma dependência com o tamanho do corpo de prova, devido à contribuição da região dominada

pelo EPD no centro do corpo de prova.

Alongamento uniforme e total

Os alongamentos correspondem a deformações plásticas,logo, a parcela devida à deformação

elástica deve ser descontada quando da determinação destas quantidades (Fig. 4.3).

ε

σ

E E

εu

σu

E

εf

Figura 4.3: Representação gráfica esquemática do método para determinação dos alongamentos
uniforme e total.

Alguns fatos sobre o alongamento uniforme:

• o alongamento uniforme é o valor da deformação plásticacorrespondente ao limite de

resistência (portanto, ao máximo da curva tensão - deformação),
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• para materiais convencionais (exemplo, o que não apresentam escoamento descontı́nuo

ou os que não apresentam forte depedência com a taxa de deformação) o alongamento

uniforme marca o limite máximo para a ocorrência de deformação uniforme no corpo,

• para deformações maiores queεu inicia-se a instabilidade plástica conhecida comoestricção,

que eventualmente leva o componente à fratura,

Devido a esta conexão com a ocorrência da deformação homogênea no material o alonga-

mento uniforme tem uma importância fundamental no processamento mecânico dos materiais

metálicos, particularmente na estampagem de chapas.

Do ponto de vista prático, a determinação deεu é difı́cil e sujeita a erros. A razão para isto

é que normalmente a curva obtida em uma máquina é muito plana próxima ao máximo, o que

leva a uma consideravel imprecisão na determinação deste ponto.

O alongamento total, assim como o alongamento uniforme, é uma medida daductilidade

de um material, entretanto, ao contrário deεu, ε f depende fortemente da geometria do corpo.

Em um ensaio de traçãoε f é facilmente determinado juntando-se cuidadosamente as duas

metades do corpo de prova e medindo-se o comprimento total deformado (normalmente coin-

cide com a medida feita na máquina). Este procedimento é, inclusive, previsto na norma.

Exerćıcio 4.2A Figura 4.4 apresenta os resultados obtidos em um ensaio de tração realizado

em corpo de prova de liga de alumı́nio. Os dados são apresentados em duas escalas diferentes.

Sabendo-se que a região útil do corpo de prova tinha originalmente 9mm de diâmetro e 65mm

de comprimento, determine, usando o gráfico mais conveniente para cada parâmetro:

a. O módulo de rigidez (ou módulo de Young),E,

b. O limite de escoamento a 0.2% de desvio,σ0.002
e ,

c. O limite de resistência,σu,

d. O alongamento uniforme,εu,

e. O alongamento total,ε f
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Figura 4.4: Resultados obtidos em ensaio de tração em corpo de prova de liga de alumı́nio.
Escala completa (a) e detalhe da região do escoamento (b).
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4.2 Equação de Ludwik - Hollomon

Para alguns materiais metálicos deformados à temperatura ambiente2 vale a seguinte ex-

pressão no regime plástico:

σ r = σ1
(
ε r

p

)n
(4.12)

ondeσ1 en são constantes e o último recebe o nome de coeficiente de encruamento. O sub-

escrito “p” indica que apenas a parcela plástica da deformação realé considerada na equação

(na maioria dos casos a parcela elástica é desprezı́vel, portantoε r
p≈ ε r ).

A equação acima recebe o nome de “Equação de Hollomon”. Em certos casos, utiliza-se

uma variante desta equação, chamada de“Equação de Ludwik - Hollomon” :

σ r = σ0+σ1
(
ε r

p

)n
(4.13)

Ondeσ0 representaria o limite de escoamento do material. Deve-se notar, entretanto, que

tanto a a equação de Hollomon, quento a de Ludwik - Hollomon, são equações empı́ricas e

deve-se ter cautela quanto a qualquer tipo de interpretaç˜ao fı́sica associada a estes parâmetros.

Coeficiente de encruamento

O coeficiente de encruamento varia nos materiais no intervalo 0≤ n≤ 1. O coeficiente

de encruamento está relacionado à capacidade do materialse deformar sem o desenvolvimento

de estricção, quanto maiorn, maior será esta capacidade, desta forma, em aplicaçõesonde o

desenvolvimento de estricção é indesejável (exemplo,na estampagem profunda) procuramos

materiais com elevado valor den.

Novamente cabe uma advertência: o coeficiente de encruamento é um parâmetro empı́rico

(determinado como a inclinação de uma curva em um gráfico bilogaritmico deσ r × ε r ). Fato é

que, nestes gráficos, o valor da inclinação (e consequentemente, do expoente) freqüentemente

depende da deformação. Isto, obviamente, é uma contradição já quen deveria ser uma cons-

tante. No âmbito da indústria de estampagem de chapas, porexemplo, define-se que o valor de

n adotado é aquele medido paraε r = 0.15 (15%).

2Mais precisamente, em uma temperatura homóloga baixa, queserá definida posteriormente.
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4.3 Instabilidades plásticas

Baseado em F. A. McClintock e A. S. Argon “Mechanical Behavior of Materials” Addison-

Wesley Pub. Co. Inc., Reading-MA, EUA, 1966.

Quando analisamos as curvas tensão - deformação de engenharia dos mais diversos mate-

riais observamos que, em certas condições, esta apresenta um máximo (local ou global). Este

ponto de máximo corresponde ao desenvolvimento de deformação plástica localizada em algum

ponto do corpo. No caso do máximo global, este é determinado pelo balanço entre encruamento

e diminuição da seção resistente do corpo.

A condição para que a carga aplicada apresente um máximo local para o caso de um carre-

gamento uniaxial de tração ao longo do eixox1 será dada por:

dF1 = d[σ r
11×s1(ε r

11)]⇒ [s1(ε r
11)dσ r

11]+ [σ r
11ds1(ε r

11)] = 0 (4.14)

Como discutido anteriormente, a área instantânea pode ser expressa em termos da deformação

e, portanto, a condição correspondente ao máximo será dada nacurva tens̃ao real vs. deformaç̃ao

real pelo ponto para o qual:

σ r
11 =

dσ r
11

dε r
11

(4.15)

Utilizando a equação de Hollomon (ou a de Ludwik-Hollomon) teremos:

σ1(ε r
11)

n = nσ1(ε r
11)

n−1⇒
(

n
ε r

11
−1

)
σ r

11 = 0 (4.16)

O termo entre parênteses se anula quandoε r
11 = n, o que nos leva à importanterelação de

Considère:

ε r
u = n (4.17)

4.3.1 O tratamento de Argon para as instabilidades pĺasticas

Baseado em A. S. Argon, Stability of Plastic Deformation,in: The Inhomogeneity of plastic

deformation, Cap. 7, Metals Park-OH: ASM, 1973, pp. 161 – 189.

Ali S. Argon apresenta um tratamento matemático mais detalhado do problema do surgi-
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mento de instabilidades plásticas em materiais, capaz de emcompassar tanto materiais metálicos

quanto poliméricos. As linhas básicas deste desenvolvimento serão descritas a seguir.

Em primeiro lugar é preciso ressaltar que a principal diferença do comportamento plático

entre materiais cristalinos e amorfos está na dependência com a pressão hidrostática,P. Mate-

riais cristalinos são geralmente insensiveis à variaç˜ao da pressão, enquanto que materiais amor-

fos, por apresentarem uma grande proporção de volume livre, apresentam forte sensibilidade a

esta variável. Um tratamento que se propõem a descrever ambos os materiais deve, portanto,

incluir a dependência com a pressão.

A fenomenologia da deformação plástica sugere que a taxade deformação angular,̇γ é

termicamente ativada, obedencendo uma relação de Arhenius:

γ̇ = γ̇0exp

[
−∆H (τ,τ0,P)

kBT

]
(4.18)

ondeτ é a tensão de cisalhamento aplicada,τ0, denominada por Argon de “resitência

plástica”, é o limite de escoamento do material a 0K e na ausência de pressão ėγ0 é um termo

pré-exponencial que corresponde ao produto da fração volumétrica dos elementos responsáveis

pela deformação (discordâncias glı́sseis no caso de metais ou número de sı́tios moleculares ati-

vos no caso de polı́meros), do volume da região onde o rearranjo se processará e de um termo

de freqüência que incorpora todos os termos da entropia deativação do processo. Note-se que

τ0 não é constante, já que o material em princı́pio encrua.

Derivando-se a equação 4.18 temos:

dγ̇ = γ̇0exp
(
− ∆H

kBT

)[
− 1

kBT

(
∂H
∂τ

)

P,τ0
dτ− 1

kBT

(
∂H
∂τ0

)

P,τ
dτ0

− 1
kBT

(
∂H
∂P

)

τ,τ0
dP+ ∆H

kBT2dT

] (4.19)

A seguir Argon lembra que apenas uma fração pequena da deformação plástica é arma-

zenada na forma de encruamento. A parcela principal,β é transformada em calor. Caso a

deformação fosse homogênea, o incremento temporal de temperatura seria dado simplesmente

por:

dT
dt

=
βτγ̇
ρCP

(4.20)

No caso da deformação não homogênea (concentrada em umabanda de espessurah) de-

vemos considerar a potência geradora de calor e a difusão deste calor para fora da banda.
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Definindo-se a condutividade térmicakT temos:

dT
dt

=

(
βτγ̇
ρCP

)(
ρCP

kT

)(
h2γ̇
γ

)
=

(
βτγ̇h2

kTγ

)
γ̇ (4.21)

Substituindo 4.21 em 4.19 temos:

dγ̇
dγ =− 1

kBT

(
∂∆H
∂γ

)

P,T
τ̇− 1

kBT

(
∂∆H
∂P

)

γ ,T
Ṗ

+

[
− 1

kBT

(
∂∆H
∂τ0

)

γ ,P

(
dτ0
dγ

)

P
+
(

∆H
kBT

)(
βτγ̇h2

kTγT

)]
γ̇

(4.22)

Assumimos agora que a entalpia de ativação da deformação plástica é função apenas da

razão entre a tensão de cisalhamento aplicada e a resistência plástica:

∆H = ∆H

(
τ
τ0

)
(4.23)

Usando esta hipótese e definindo o coeficiente de sensibilidade à taxa de deformação,m=(
dlnγ̇
dlnτ

)

T
, temos:

dγ̇
dγ

= m
σ̇
σ
−m

(
∂ lnτ0

∂P

)

γ

Ṗ
P

+

[
−m

τ0

(
∂τ0

∂γ

)

P
+θ
]

γ̇ (4.24)

Onde definimos por simplicidade a variávelθ como:

θ ≡ βτγ̇h2

kTγT
(4.25)

A equação 4.24 deve então ser resolvida para as diferentes condições de contorno.

4.3.2 Estricç̃ao

Como vimos, a instabilidade de deformação associada ao m´aximo da curva tensão deformação

(de engenharia) está relacionada ao balanço entre encruamento e a taxa de diminuição da área

com o progresso da deformação plástica. Esta instabilidade recebe o nome deestricção e

corresponde à localização da deformação em uma determinada região do corpo, como esque-

matizado na Figura 4.5.

Usando o formalismo desenvolvido na seção 4.3.1 temos as seguintes condições de con-

torno para o caso de tração em controle de deformação (substituimos a tensão de cisalhamento
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(a) (b) (c)

Figura 4.5: Representação gráfica esquemática do desenvolvimento da estricção em um corpo
de prova metálico.

pela tensão normal do ensaio e a deformação angular pela deformação normal), ondeF é a

carga medida no ensaio eℓ o deslocamento dos travessões:






σ̇
σ = Ḟ

F + ε̇
P = σ

3
dε̇
dε = d

dε

(
ℓ̇
ℓ

) (4.26)

Substituindo as equações 4.26 em 4.24 teremos:

dℓ̇

dℓ
= m

(
∂τ0

∂P

)

ε

Ḟ
F

+

{
m

[
1−
(

∂ lnτ0

∂ lnP

)

ε
− 1

τ0

(
∂τ0

∂ε

)

P

]
+1+θ

}
ℓ̇

ℓ
(4.27)

Em um ensaio em controle de deformação temos queℓ̇ = 0 o limite da capacidade de

sustentação de carga pelo componente será dada porḞ = 0, que fornece a condição para o

máximo de carga:

m

[
1−
(

∂ lnτ0

∂ lnP

)

ε
− 1

τ0

(
∂τ0

∂ε

)

P

]
+1+θ = 0 (4.28)

Para um material que não apresente dependência da deformação plástica na pressão hi-

drostática e onde o aquecimento adiabático possa ser negligenciado a equação 4.28 se reduz

a:

1− 1
τ0

(
∂τ0

∂ε

)

P
+

1
m

= 0 (4.29)

Deve-se notar que a equação anterior se refere à resistência plástica e não à tensão de
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escoamento instantânea. A resistência plástica do material e sua relação com a curva tensão-

deformação não é óbvia. Para exprimir a condição de instabilidade em termos de variáveis

ligadas à curva tensão-deformação vamos definir:






ε̇ = ℓ̇
ℓ = ε̇0exp

(
− ∆H

kBT

)

ℓ̇
ℓ

dℓ
dt = 0 = ℓ̇− ℓ d

dt

(
∆H
kBT

)
⇐ ℓ̈ = 0

dε = d
(

∆H
kBT

)
= 1

kBT

(
∂∆H
∂σ

)

τ0,P
dσ + 1

kBT

(
∂∆H
∂τ0

)

σ ,P
dτ0

+ 1
kBT

(
∂∆H
∂P

)

σ ,τ0
dP− ∆H

kBT2dT

(4.30)

que leva a:

m
τ0

(
∂τ0

∂ε

)

P
= 1+

m
σ

(
∂σ
∂ε

)

P
+θ (4.31)

Substituindo 4.31 em 4.28 temos finalmente:

1−
(

∂ lnτ0

∂ lnP

)

ε
− 1

σ

(
∂σ
∂ε

)

P
= 0 (4.32)

Como esperado, esta expressão se reduz à condição de Considère para um material in-

sensı́vel à pressão.

As condições definidas acima apontam apenas a condição necessária para a observação de

um máximo na curva carga versus deslocamento. A condiçãopara localização da deformação

pode ser consideravelmente diferente em materiais sensı́veis à taxa de deformação. Para deter-

minar a condição para localização da deformação voltamos à dedução da relação de Considère

e escrevemos a condição para estabilidade da deformação como:

δ ṡ1

δs1
≤ 0 (4.33)

que requer:

− ṡ1

s1

{
−m

[
1−
(

∂ lnτ0

∂P

)

ε

]
δ lnF
δ lns1

−1+m

[
1−
(

∂τ0

∂P

)

ε
− 1

τ0

(
∂τ0

∂ε

)

P

]}
≤ 0 (4.34)

Já que não há variação de força ao longo do comprimentoda barra tracionada temos que
δ lnF
δs1
≡ 0 e comoṡ1

s1
< 0 em tração temos que a condição para estabilidade da deformação em

tração é dada por:
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1−m

[
1−
(

∂ lnτ0

∂ lnP

)

ε
− 1

τ0

(
∂τ0

∂ε

)

P

]
−θ ≥ 0 (4.35)

Comparando as condições para máximo da carga (equação4.28) com a condição necessária

para localização da deformação plástica (correspondente ao sinal de igualdade na inequação

4.35) temos:

1
τ0

(
∂τ0

∂ε

)

P
=

1
m

+1−
(

∂τ0

∂P

)

ε
+

1
m

θ (4.36a)

para a primeira, enquanto que a segunda será dada por:

1
τ0

(
∂τ0

∂ε

)

P
= 1− 1

m
−
(

∂τ0

∂P

)

ε
+

1
m

θ (4.36b)

Óbviamente estas expressões levam a resultados diferentes, exceto na condição particular

em quem→ ∞ (ou seja, para materiais insensı́veis à taxa de deformaç˜ao). Em materiais alta-

mente sensı́veis à taxa de deformação, ondem se aproxima da unidade (ligas superplásticas e

vidros) freqüentemente se observa uma significativa extensão da região de deformação plástica

homogênea para além do máximo da curva carga versus deslocamento.

4.3.3 Localizaç̃ao da deformaç̃ao em cisalhamento

No caso da deformação por forças cisalhantes não se espera uma variação significativa da

área resistente do corpo, mesmo assim a localização da deformação é possı́vel. Para com-

preender como vamos resolver a equação 4.24 sob a condiç˜ao de taxa de deformação angular

constante (ou seja, dγ̇ = 0):

m
τ̇
τ
−m

(
∂ lnτ0

∂ lnP

)

γ

Ṗ
P
−
[

m
τ0

(
∂τ0

∂γ

)

P
−θ
]

γ̇ (4.37)

Para que um máximo de carga ocorra é necessário queτ̇ = Ṗ = 0, o que leva à condição

necessária ao desenvolvimento de instabilidades de deformação em cisalhamento:

m
τ0

(
∂τ0

∂γ

)

P
−θ = 0 (4.38)

Esta condição pode ser satisfeita em duas condições:
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1. se tanto
(

∂τ0
∂γ

)

P
quantoθ forem independentemente nulos ou

2. se o aquecimento adiabático superar o encruamento.

No primeiro caso a condição de nulidade de
(

∂τ0
∂γ

)

P
implica que o próprio micromecanismo

de deformação apresenta um máximo, o que é o caso por exemplo de maclas mecânicas ou

mesmo do escorregamento de discordâncias. O segundo caso sugere que instabilidades plásticas

em cisalhamento podem surgir por um processo cooperativo entre a deformação aplicada e o

aquecimento adiabático. Este é o principal modelo explicativo do surgimento das chamadas

“bandas de cisalhamento” (shear bands) em diversas classes de materiais, como será discutido

posteriormente.

A seguir discutiremos algumas formas particulares de instabilidades plásticas por cisalha-

mento observadas em materiais metálicos e poliméricos.

4.3.4 Empescoçamento em polı́meros

A Figura 4.6 representa esquematicamente a curva tensão - deformação de um polı́mero

dúctil (caso geral dos termoplásticos acima da temperatura de transição vı́trea).

σ

ε

A B C D

σe

σd

σf

Figura 4.6: Representação gráfica esquemática da curvaσ × ε de um polı́mero semi-cristalino
que desenvolve pescoço após o escoamento.

Definimos neste caso os seguintes parâmetros de engenharia:

• σe = limite de escoamento (“yield stress”)

• σd = tensão de estiramento (“drawing stress”)
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O máximo da curva emσe está associado ao surgimento de uma instabilidade plástica co-

nhecida comoempescoçamento(“necking”), que se propaga ao longo de todo o comprimento

do corpo enquanto a tensão permanecer constante (Fig. 4.7).

F F

Instabilidade

Figura 4.7: Representação gráfica esquemática do desenvolvimento do pescoço em um corpo
de prova polimérico de tração de material que apresenta escoamento descontı́nuo.

Em polı́meros semi-cristalinos o empescoçamento está associado à destruição dos esferuli-

tos e ao alinhamento progressivo das cadeias poliméricas ao longo do eixo de tração, entretanto

a existência de cristalinidade não é condição necess´aria para a ocorrência do empescoçamento.

O mais correto é dizer que durante o desenvolvimento do pescoço a fração de cadeias alinhadas

na direção do eixo de carregamento aumenta.

Mais adiante iremos tratar mais detalhadamento o comportamento mecânico intrı́nseco dos

polı́meros, no momento basta considerarmos que o escoamento plástico dos polı́meros está

associado a uma transição das macromoléculas de um estado de baixa energia, em que o desli-

zamento relativo é dificultado, para um estado de alta energia onde o deslizamento relativo é fa-

cilitado. Evidentemente a resistência mecânica do estado de baixa energia deve ser maior que a

do estado de alta energia. Assim, ao contrário dos metais3, o escoamento de polı́meros é seguido

de uma redução da tensão real atuante na seção que estásofrendo a deformação (um fenômeno

conhecido como amolescimento por deformação oustrain softening). No contexto do discutido

na seção anterior, portanto,τ0 passa por um máximo antes do inı́cio do escoamento.É possı́vel

3Onde a tensão real sempre aumenta, mesmo após o desenvolvimento da estricção
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demonstrar que uma maior propensidade ao amolescimento leva a uma maior localização da

deformação, o que resulta numa dificuldade maior ao desenvolvimento do pescoço. Assim, por

exemplo, o poliestireno, PS, e o poli(metacrilato de metila), PMMA, apresentam comportamen-

tos distintos em tração, com o primeiro rompendo com um baixo alongamento e sem a formação

de um pescoço significativo, enquanto que o segundo pode apresentar um alongamento virtu-

almente infinito com um desenvolvimento significativo de pescoço. Experimentalmente o PS

apresenta amolescimento por deformação mais intenso queo PMMA.

Ao contrário da estricção, o empescoçamento não leva necessáriamente à ruptura do corpo,

mas sim a um aumento da sua resistência, o que leva a um processo industrial conhecido como

estiramento a frio e que tem por objetivo aumentar a resistência de polı́merosna forma de

fios ou filmes (neste último caso é possı́vel deformar o material em tração biaxial, levando ao

estiramento em duas direções e consequentemente a um aumento de resistência isotrópico no

plano do filme).

4.3.5 Escoamento descontı́nuo em aços carbono

A Figura 4.8 apresenta uma curva tensão - deformação esquemática tı́pica de aços doces,

ondeσ+
e e σ−e representam os limites de escoamento máximo e mı́nimo, respectivamente eεe

representa a deformação correspondente ao escoamento descontı́nuo.

Apesar de o limite de escoamento mı́nimo ter sido representado nesta Figura como um

patamar constante, ele tem, na realidade uma aspecto serrilhado, contendo potencialmente mui-

tos máximos e mı́nimos locais. Cada ponto de máximo corresponde à propagação ao longo

do corpo de uma instabilidade de deformação por cisalhamento conhecida comoBanda de

Lüders, que corresponde a um degrau na superfı́cie do corpo (delet´erio na estampagem) orien-

tado a 45odo eixo de tração.

O escoamento descontı́nuo em aços doces está associado a um mecanismo de bloqueio das

discordâncias por “atmosferas” de átomos de carbono: quando as discordâncias se libertam (no

ponto de máximo local) elas escorregam com pouca resistência no reticulado, provocando uma

queda na carga.

O limite de escoamento máximo em aços que apresentam escoamento descontı́nuo é muito

dependente da geometria do corpo e da rigidez do sistema máquina + corpo, portanto a quanti-

dade relevante na engenharia é o limite de escoamento mı́nimo.

Se o material for incicialmente deformado além deεe (por exemplo, por um passe de

laminação a frio de cerca de 5% de redução) ele passará ase comportar como um material
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σu
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Figura 4.8: Curvaσ × ε esquemática de um aço doce tı́pico.

metálico convencional. Na prática industrial isto defineum processo designado por “skin pass”

e é empregado em chapas de aço para estampagem. Como a difusividade do carbono na ferrita

é muito elevada mesmo à temperatura ambiente os efeitos do“skin pass” desaparecem se o aço

for armazenado por muito tempo antes do uso.

4.3.6 Escoamento serrilhado

Outros fenômenos podem levar ao surgimento de máximos na curva tensão - deformação,

entre eles podemos citar o escoamento serrilhado. Este fenˆomeno está associado a mecanismos

termicamente ativados de bloqueio de discordâncias, comono caso do chamado “efeito Portevin

- LeChatelier” (ocasionado pelo bloqueio de discordâncias por átomos de soluto ou por lacunas).

A Figura 4.9 apresenta um modelo explicativo do efeito “Portevin - LeChatelier” (PLC). Se-

gundo este modelo, materiais que apresentam PLC possuem umadependência atı́pica da tensão

de escoamento com a taxa de deformação. Materiais “convencionais” apresentam uma tensão

de escoamento crescente com a taxa de deformação (isto é,m> 0). Materiais que apresentam

PLC possuem uma região no domı́nio das taxas de deformação onde a tensão de escoamento

é decrescente (isto é, comm < 0). Esta região, obviamente é propensao ao surgimento de

uma instabilidade plástica por cisalhamento, como discutido na seção 4.3.3, já que a resistência
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plástica dos materiais (representada na Figura??) passa por dois pontos ondemse anula. A ins-

tabilidade de deformação que se forma permite aumentar dramaticamente a taxa de deformação

passando para o ramo de alta velocidade da curva da resistência plástica (região 1). O desen-

volvimento desta instabilidade, entretanto, permite relaxar parcialmente a tensão, que decresce

ao longo da curva 2. Novamente o material encontra-se na região de instabilidade e desta vez

iria requerer um aumento da tensão aplicada para continuac¸ão da deformação plástica, entre-

tanto a taxa de deformação local é muito alta para continuação da deformação plástica no ramo

de alta velocidade da curva. A propagação da instabilidade de deformação cessa (região 3) e

o material passa ao estado de deformação homogênea, correspondente ao ramo de baixa taxa

de deformação, o que permite um novo incremento da tensão(ao longo da curva 4) e o ciclo

recomeça.

log τ0

log ε
.

4

1

2

3

m<0

m>0

Figura 4.9: Modelo explicativo do efeito Portevin - LeChatelier (PLC)

A conexão do efeito PLC com o travamento de discordâncias por solutos está no surgi-

mento da região de tensões decrescentes com a taxa de deformação. De fato, o ramo de baixa

velocidade corresponderia ao estado em que as discordâncias encontram-se associadas a solu-

tos. A deformação plástica, portanto, tem que ocorrer a um taxa compatı́vel com a difusividade

do soluto, que deve acompanhar a discordância. Se a discordância se dissociar dos solutos, ela

poderá, entretanto, escorregar a uma taxa muito mais alta,pois a restrição à sua movimentação

desaparece. Desta forma surge o ramo de alta velocidade da curva. Este modelo permite tirar
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algumas conclusões a respeito do do efeito PLC:

• O efeito PLC requer que a taxa de deformação do ensaio seja compatı́vel com a difusi-

vidade do soluto responsável pelo travamento das discordˆancias. Isto requer, portanto,

temperaturas relativamente altas se o soluto for substitucional e deixa de ser observado

em temperaturas mais altas ainda, já que neste caso a discordância nunca se dissociará de

sua atmosfera de solutos.

• O escoamento descontı́nuo observado em aços de baixo carbono (discutido na seção??)

é um caso particular de efeito PLC, onde o soluto é o carbono(que possui muito alta

difusividade na ferrita à temperatura ambiente).

• A observação do efeito PLC dependerá da rigidez da máquina de ensaios, já que em uma

máquina pouco rı́gida estas variações de taxa de deformação poderão ser mascaradas pela

resposta de deformação da máquina.

Exerćıcio 4.3Suponha que um dado material tem seu comportamento mecânico descrito pela

relação constitutiva de Zerilli-Armstrong:

σ = σ0 +C1exp[−(C3−C4 ln ε̇)T]+Kεn +kd−
1
2 (4.39)

Ondeσ0, C1, C3, C4, K e k são constantes positivas ed representa o tamanho de grão medido

emµm. Agora responda:

a. Identifique na expressão 4.39 o parâmetro (ou combinação de parâmetros) correspondente

ao coeficiente de sensibilidade à taxa de deformação (m).

b. Deduza a condição necessária para a formação de estricção neste material.

c. Suponha que a constanteC4 seja negativa, discuta qual seria o impacto sobre o comporta-

mento mecânico do material.

Soluç̃ao

1. Por definiç̃ao, o coeficiente ḿe dado pela relaç̃ao:

σ ∝ ε̇m (4.40)

Analisando a equaç̃ao 4.39 vemos que podemos fatorar o segundo termo do lado direito

da equaç̃ao como:

σ ∝ exp(−C3T)×exp(+C4T ln ε̇) (4.41)
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σ
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σ1
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Figura 4.10: Representação esquemática do resultado deensaios de tração, seguido de com-
pressão, em material que apresenta efeito Bauschinger pronunciado.

comparando as Equações 4.40 e 4.41 vemos que m= C4T.

2. Partindo doAnsatzda Equaç̃ao 4.14 escrevemos:

dF1 = s1dσ +σds1 = (4.42)

4.4 Efeito Bauschinger

Até o momento discutiu-se a deformação dos componentes em tração. Para deformação

em compressão os efeitos são semelhantes e pode-se assumir que a curva tensão - deformação

(real) é idêntica em tração e em compressão.

Quando o material é deformado primeiramente em tração eem seguidaem compressão,

entretanto, surge em certos materiais o chamadoefeito Bauschinger, como esquematizado na

Figura 4.10.

• Materiais que apresentam efeito Bauschinger pronunciado são ditos materiais plásticos

anisotrópicos

• O efeito Bauschinger está associado ao surgimento de heterogeneidades de deformação

no interior do material durante o primeiro ciclo de tração.
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O efeito Bauschinger tem um papel preponderante na Fadiga deBaixo Ciclo, como será

descrito mais adiante.
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5 PLASTICIDADE EM SOLICITAÇÕES
MULTIAXIAIS: CRITÉRIOS DE
ESCOAMENTO E DE FALHA

Quando um sólido é sujeito a uma tensão normal ao longo do eixo x1, a condição para

escoamento plástico pode ser expressa por:

σ11≥ σe (5.1)

ondeσe é o limite de escoamento do material como determinado em um ensaio de tração ou

de compressão uniaxial. O que acontece, entretanto, para um estado de tensão mais complexo?

5.1 Tensão equivalente

Baseado em F. A. McKilntock e A. S. Argon “Mechanical Behavior of Materials” Addisson-

Wesley, 1966.

A tendência do material escoar plasticamente em um estado de tensões multiaxial será dada

por uma função escalar do tensor de tensões denominada “tensão equivalente”,σ , e a condição

será expressa por:

σ ≥ σe (5.2)

No momento não é possı́vel derivar uma expressão rigorosa para a tensão equivalente em

termos da ativação dos modos de deformação efetivamente observados no material (para o caso

de policristais, tal busca é uma linha de pesquisa muito ativa). Na prática da mecânica dos

materiais utilizam-se critérios empı́ricos, denominadoscrit érios de escoamento.
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5.1.1 Critério de von Mises

No inı́cio do século XX, von Mises, Huber e Hencky propuseram de forma independente

um critério de escoamento que pode ser expresso por meio da seguinte tensão equivalente:

σ =

√
1
2

[
(σ1−σ2)

2+(σ2−σ3)
2+(σ3−σ1)

2
]

(5.3)

Este critério, conhecido hoje em dia comocrit ério de von Mises, admite três interpretações

fı́sicas, uma das quais veremos em detalhe a seguir. Antes, entretanto, precisamos introduzir

alguns conceitos novos sobre tensores em geral e sobre o tensor de tensão em particular.

Energia elástica

Podemos calcular a energia elástica de um estado de tensãotriaxial através da sua definição:

Uel ≡ 1
2 ∑i ∑ j σi j εi j = 1

2 ∑i σiεi (5.4)

= ∑i

[
(σi)

2

2E −∑ j 6=i
νσiσ j

E

]

onde usamos aqui o fato de que o tensor pode ser diagonalizado, sendoσi e εi as tensões e

deformações principais.

É possı́vel demonstrar, usando a teoria matemática dos tensores, que certas combinações

dos elementos de um tensor não se alteram quando o referencial é rodado (estas quantidades

são, portanto, escalares). Estas combinações são chamadas deinvariantes do tensor. Como a

energia, por si só, é um escalar, ela deve, de alguma forma,estar relacionada aos invariantes do

tensor de tensão.

O primeiro invariante de um tensor de segunda ordem é chamado de traço do tensor e

corresponde à soma dos seus elementos diagonais:

I1 = Tr|σi j | ≡∑
i

σii (5.5)

O segundo invariante corresponde à soma dos menores principais do tensor (os menores

principais são os determinantes das três matrizes 2× 2 que são obtidas quando eliminamos a

linha e a coluna correspondente a cada um dos elementos diagonais):
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I2 = det

∣∣∣∣∣
σ11 σ12

σ21 σ22

∣∣∣∣∣+det

∣∣∣∣∣
σ22 σ23

σ32 σ33

∣∣∣∣∣+det

∣∣∣∣∣
σ11 σ13

σ31 σ33

∣∣∣∣∣ (5.6)

Usando os dois primeiros invariantes do tensor de tensão podemos escrever a energia elástica

como:

Uel =
1

2E

[
(I1)

2−2I2(1+ν)
]

(5.7)

Porém, lembramos duas constantes que definimos anteriormente: o módulo de volumeB =
E

3(1−2ν) (sec. 2.2.2)e o módulo de cisalhamento,G = E
2(1+ν) (2.1.2) e reescrevemos a expressão

acima como:

Uel =
(I1)

2

18B
+

1
6G

[
(I1)

2−3I2
]

(5.8)

Definimos agora a tensão média hidrostática,σm≡−P como:

σm =
σ1+σ2 +σ3

3
=

I1
3

(5.9)

Temos, portanto que o primeiro termo deUel pode ser escrito como:

UP =
P2

2B
(5.10)

Este termo, por sua vez pode ser reescrito lembrando uma relação fundamental da termo-

dinâmica, como:

∂U
∂P

=−V⇒UP =−PV (5.11)

A energia elástica pode ser, portanto, decomposta em duas parcelas:

• uma componente “hidrostática”, correspondendo às forças que levam à variação do vo-

lume do corpo durante a deformação

UP =−PV (5.12)

• e uma componente chamada “reduzida”, que contém toda a informação sobre as forças

que levam à mudança de forma do corpo durante a deformação elástica.

UD =
1

6G

[
(σ1)

2+(σ2)
2 +(σ3)

2−σ1σ2−σ2σ3−σ3σ1

]
(5.13)
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A componente reduzida pode ser reescrita como:

UD =
1

12G

[
(σ1−σ2)

2+(σ2−σ3)
2+(σ3−σ1)

2
]

(5.14)

Calculando para o caso do escoamento em um estado de tensão uniaxial ( σ1 = σe, σ2 =

σ3 = 0) teremos que:

UD =
(σe)

2

6G
(5.15)

ou seja,

UD|uni≤ UD|tri ⇒ σe≤
1√
2

[
(σ1−σ2)

2+(σ2−σ3)
2+(σ3−σ1)

2
] 1

2
(5.16)

Portanto o critério de von Mises equivale a dizer que a energia reduzida no estado de tensão

triaxial deve ser maior ou igual que aquela correspondente ao escoamento em um estado unia-

xial de tensão.

A justificativa para o uso da energia reduzida como critériopara o escoamento vem da

observação experimental de que tensões hidrostáticasnão são capazes de produzir deformação

plástica em meios sólidos. Meyers & Chawla em “Princı́pios de metalurgia mecânica” mencio-

nam um pequeno experimento envolvendo crustáceos que demonstra isto por absurdo.

5.1.2 Critério de Treska

Um critério mais simples que o de von Mises havia sido proposto por Treska em 1864.

Este se baseia na premissa de que os materiais escoam devido atensões de cisalhamento. Desta

forma Treska propôs que o escoamento plástico em um estadotriaxial de tensões se iniciaria

quando a máxima tensão de cisalhamento atingisse o valor correspondente ao observado no

caso uniaxial (Fig. 5.1).

|σe

2
| ≤ |σ1−σ3

2
| ⇒ |σe| ≤ |σ1−σ3| ≡ σ (5.17)

5.1.3 Representaç̃ao gráfica dos crit́erios de escoamento

Os critérios de escoamento admitem uma representação gráfica particularmente didática.

Para tanto, consideramos a aplicação do critério de von Mises ao EPT (para simplificar, adota-
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σ

τ

σ

τ

σe

τmax=σe/2

σ1

σ2

σ3

Figura 5.1: Representação da equivalência de estados detensão segundo o critério de Treska.

remosσ2 = 0):

(σe)
2≤ 1

2

[
(σ1)

2−2σ1σ3+(σ3)
2
]

(5.18)

Quando vale o sinal da igualdade esta expressão irá representar, portanto, uma elipse no

planoσ1×σ3.

O critério de Treska, por sua vez, irá resultar em um polı́gono inserido nesta elipse (veja a

Fig. 5.2).

σ1

σ3

σe

σevon Mises
Treska

Figura 5.2: Representação gráfica dos critérios de escoamento de Treska e von Mises para o
EPT.

Pela análise da Fig. 5.2 tiramos algumas conclusões com respeito aos dois critérios:

• Os dois critérios são equivalentes em alguns pontos e prevêem tensões de escoamento
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muito semelhantes.

• O critério de Treska prevê tensões equivalentes menoresou iguais ao previsto pelo critério

de von Mises (ou seja, Treska é mais conservador).

Para o caso geral (ou seja, não no EPT) também é possı́vel fazer uma representação tri-

dimensional dos critérios na forma de um tubo oblı́quo de seção circular com eixo ao longo

da diagonal do primeiro octante (von Mises), contendo um prisma hexagonal em seu interior

(Treska). Esta representação, entretanto, não será vista aqui.

Encruamento isotrópico

É possı́vel demonstrar (ver McClintock e Argon) que o aumento da tensão de escoamento

em materiais isotrópicos previamente encruados tem o efeito formal de expandir a elipse de von

Mises, como reproduzido na Figura 5.3.

σ1

σ3

σ

ε

Figura 5.3: Representação gráfica do encruamento em um material plástico isotrópico.

Anisotropia pl ástica

No caso de materiais plásticos anisotrópicos, a elipse, além de se expandir pode sofre uma

translação. O caso limite em que a elipse apenas translada(sem se expandir) é chamado “en-

cruamento cinemático” (Fig. 5.4):



5.1 Tens̃ao equivalente 141

σ1

σ3

Figura 5.4: Representação gráfica do encruamento cinem´atico em um material plástico ani-
sotrópico.

Exerćıcio 5.1

Demonstre que um material que sofre encruamento cinemático também apresenta efeito

Bauschinger (vide 4.4).

Soluç̃ao

Consideremos a Figura 5.4. Vemos que a situação ondeσ3≡ 0 corresponde a um carrega-

mento uniaxial puro. Sob a ação de um carregamento em tração, portanto, teŕıamos a elipse

cheia se movendo para a posilção da elipse ponto-tracejada. Invertendo-se agora o sentido da

deformaç̃ao, vemos que o material irá se deformar no ńıvel de tens̃ao determinado pela elipse

ponto-tracejada, quée muito menor que o esperado para a situação inicial e mais ainda em

relação ao novo limite de escoamento em tração, o que define o efeito Bauschinger.

Crit ério de escoamento para materiais ortotŕopicos

McClintock e Argon sugerem a seguinte tensão equivalente para o caso de materiais or-

totrópicos:

σ =
{

1
H+G

[
(σ22−σ33)

2+G(σ33−σ11)
2+H (σ11−σ22)

2
]

+L(σ23)
2+M (σ31)

2 +N(σ12)
2
} 1

2
(5.19)

Estes autores, entretanto, advertem que, até 1966, apenasem poucos casos as cinco cons-

tantes haviam sido determinadas.
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5.2 Teoria da deformação elasto-plástica em deformações finitas

O formalismo empregado até aqui para descrever tensões e deformações é conveniente

para os casos em que a deformação é infinitesimal. Nestas condições as equações podem ser

linearizadas e o princı́pio de superposição pode ser aplicado. Na prática isto significaria que a

deformação total de um corpo (ε) pode ser dividida em uma parcela elástica (εel) e uma parcela

plástica (εpl):

ε = εel + εpl (5.20)

Quando as deformações pláticas são grandes, entretanto, surgem problemas neste tipo de

decomposição. Neste caso a prória definição do tensor de deformação introduz não linearida-

des nas equações e a decomposição apresentada na equação 5.20 torna-se impraticável, senão

impossı́vel. Em certas condições é possı́vel estabelecer hipóteses simplificadoras e continuar

usando as deformações e tensões até aqui introduzidas.Podemos, por exemplo, assumir que as

deformações elásticas são nulas e que o sólido não encrua após o escoamento. Este caso limite,

chamado dematerial idealmente pĺastico, é comumente empregado na mecânica dos materi-

ais. O que devemos fazer, entretanto, quando as deformações elásticas não são desprezı́veis? E

quando o encruamento existe? Para estes casos (incluindo o importante exemplo dos polı́meros)

surge a necessidade de se usar um formalismo alternativo, chamado deteoria das deformaç̃oes

finitas (finite strain theory). O referência a respeito deste assunto que será seguida aqui é o

artigo do Prof. E. H. Lee da Universidade de Stanford (“Elastic-plastic deformation at finite

strain” Trans. ASME: J. Appl. Mech., 36 (1969) 1 – 6). A teoria, entretanto, é consideravel-

mente mais antiga e pode ser encontrada, por exemplo no livrode Hill.

Lee inicia sua discussão introduzindo a cinemática do problema da deformação de um

sólido elasto-plástico. Consideremos a situação representada na Figura 5.5. A deformação do

elemento de volumex1 sob ação de uma força parax3 é dada pela transformação (não mais afim)

A. Postulamos entretanto que a deformação total pode ser decomposta em uma parcela elástica

Ae (que leva do estado intermediáriox2 ao estado finalx3) e uma parcela plásticaAp(que leva

do estado inicialx1 ax2).

Assumindo agora que a temperatura permanece constante e queas superfı́cies são livres de

tração1, podemos escrever a transformaçãoA como:

1Estas restrições, evidentemente, pode ser facilmente levantadas introduzindo-se as outras derivadas parciais
na equação 5.21.
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x1

x2

x3

x1

x2

x3

A

Ap

Ae

Figura 5.5: Representação esquemática da deformaçãode um elemento de volume de um corpo
elasto-plástico, decomposta em uma parcela elástica e outra plástica.

Ai j =
∂x3

i

∂x1
j

(5.21)

Da mesma forma,Ae eAp são dadas por:

Ae
i j =

∂x3
i

∂x2
j

(5.22)

e

Ap
i j =

∂x2
i

∂x1
j

(5.23)

Pela regra da cadeia teremos então:

A = ApAe (5.24)

Esta relação substitui a Equação 5.20 e é válida para qualquer tipo de deformação.

A seguir Lee deduz a expressão da taxa de acréscimo de trabalho Ẇ dispendido2 no pro-

2Como Lee ressalta, este é o trabalho envolvido no movimentodo ponto material dex1 parax3 subtraı́do da
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cesso de deformação dex1 parax3:

Ẇ =

∫

V3
∑
i j

σi j
∂v3

i

∂x3
j

dV3 (5.25)

ondev3e é a velocidade do ponto na configuraçãox3 e V3 é o volume do sólido nesta

configuração. Introduzindo a seguinte notação para o tensor de tensão:

T⇒
∣∣Ti j
∣∣=
∣∣σi j
∣∣ (5.26)

e considerando que:

∂v3
i

∂x3
j

= ∑
k

∂v3
i

∂x1
k

∂x1
k

∂x3
j

= ȦA−1 = L (5.27)

Introduzimos também uma mudança de variáveis para integrar sobre o volume da configuração

x1, ou seja,V1, obtendo:

Ẇ =
∫

V1
tr(TL )det(A)dV1 (5.28)

onde tr(. . .) e det(. . .) representam os operadores de tomada do traço e do determinante

das matrizes contidas nos argumentos. Nota-se que detA é o Jacobiano da transformação de

variáveis na integral de volume.

Usando agora a Equação 5.24 para substituirA na Equação 5.28 e desenvolvendo a dife-

rencial do produto das matrizes obtemos:

Ẇ =
∫

V1
tr
[
T
(
ȦeAp+AeȦp)Ap−1Ae−1

]
detAedetApdV1 (5.29)

Entretanto sabe-se que na deformação plástica o volume ´e constante, isto implica em detAp =

1. A Equação 5.29 pode ser então reescrita como:

Ẇ = Ẇe+Ẇp (5.30)

onde

Ẇe =
∫

V1
tr
[
TȦeAe−1

]
detAedV1 (5.31a)

parcela devida ao incremento da energia cinética.
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e

Ẇp =

∫

V1
tr
[
TAeȦpAp−1Ae−1

]
detAedV1 (5.31b)

Exerćıcio 5.2Escreva os tensores de forma explı́cita e represente a identidade entre as equações

5.25 e 5.30. A seguir escreva os elementos das matrizes correpondentes aos tensores definidos

nas equações 5.31a e 5.31b.

Como Lee ressalta, é muito tentador interpretar estas duasquantidades como a taxa de

armazenamento de trabalho elástico e plástico respectivamente. Ele faz a ressalva, entretanto,

que no caso elasto-plástico a configuração obtida após odascarregamento (ou seja,x2) está

sendo continuamente deformada, não correspondendo, portanto à configuração original como

no caso puramente elástico. Isto implica que parte do trabalho plástico pode ser computado na

parcelaẆe. Caso as propriedades elásticas do sólido não se alteremcom a deformação plástica,

entretanto, a identificação pode ser feita sem problemas.

Retornando agora à parcela plástica, podemos assumir semperda de generalidade que o in-

tegrando na equação 5.31b correponde à taxa de armazenamento de energia plástica por unidade

de volume não deformado:

ẇe = tr
(

TAeȦpAp−1Ae−1
)

detAe (5.32a)

A equação acima mostra, aparentemente, que as deformaç˜oes plástica e elástica estão aco-

pladas na determinação da taxa de armazenamento do trabalho plástico. Lee, entretanto, argu-

menta que este acoplamento pode ser eliminado se a rotaçãorelativa ax1 embutida emx2 for

eliminada do problema. Definindo-se a nova configuraçãox̄2 a partir de um referencial solidário

com respeito à esta rotação, Lee mostra que a Equação 5.32a pode ser reescrita como:

ẇp =
[
T ˙̄Ap(Āp)−1

]
detĀe (5.32b)

Finalmente, expandindo-se os elementos dos tensores obtemos:

ẇe = ∑
i j

σi j
∂ v̄i

∂ x̄2
j

detĀe (5.32c)

O segundo termo do produto representa a velocidade de deformação plástica na configuração

x̄2, mas, como usual na deformação plastica, o divergente desta velocidade deve se anular. Desta
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forma ela não contribui para o traço e o critério de escoamento pode ser escrito na forma:

σ [T (detAe)] = σe (5.33)

Ondeσ corresponde à função tensão equivalente, discutida anteriormente e que pode ser

representada pela função de von Mises ou de Treska ou qualquer outra similar.

A seguir definimos o tensorQ tal que:

Q = T
(
detF̄e) (5.34)

e reescrevemos o critério de escoamento como:

σ (Q)−σe(φ ,T)≤ 0 (5.35)

ondeφ representa o funcional:

φ =

∫ t

0
α (T) ẇpdτ (5.36)

Este funcional representa a contribuição do encruamentono aumento do limite de escoa-

mento e, portanto,α (T) é uma função crescente da temperatura, que representa o aumento da

mobilidade das discordâncias com a temperatura e consequentemente, permitindo portanto um

maior incremento na densidade de discordâncias com menos gasto de trabalho plástico.

Na expressão 5.35 o sinal da igualdade representa de formac¸ão plástica e a inequalidade

representa um estado elásico. Para a continuação da deformação plástica, a derivação desta

expressão com o sinal de igualdade leva à seguinte equaç˜ao diferencial:

tr

(
∂σ
∂Q

Q̇

)
− ∂σe

∂φ
φ̇ − ∂σe

∂T
Ṫ = 0 (5.37)

A seguir Lee argumenta que o encruamento resulta sempre num incremento de limite de

escoamento3, e portanto:

∂σe

∂φ
φ̇ > 0 (5.38)

3Isto a rigor não é correto quando surgem instabilidades plásticas, mas se nos restringirmos à deformação
plástica homogênea, como certamente era o escopo do trabalho de Lee, a asserção vale.
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e a continuação da deformação plástica estará associada a:

tr

(
∂σ
∂Q

Q̇
)
− ∂σe

∂T
Ṫ > 0 (5.39)

que corresponde à condição de carregamento para a continuação da deformação plástica.

Notamos que no caso isotérmico ela se reduz aσ̇ > 0.

A Seguir Lee introduz o tensor de velocidade de deformaçãoplástica,D̄p, definido como:

D̄p =

[
L̄ p+

(
L̄ p
)T]

2
=

(
∂ v̄i

∂ x̄2
j

+
∂ v̄ j

∂ x̄2
i

)
:

L̄ p

2
= ˙̄Ap(Āp)−1

(5.40)

onde o sı́mbolo(. . .)T representa a transposta do tensor no argumento.

Lee introduz então (usando 5.32b) o potencial plástico (veja R. Hill Mathematical Theory

of Plasticity, Cap. 3, Oxford:Oxford University Press (1950)):

D̄p = k
∂σ
∂Q

[
tr

(
∂σ
∂Q

Q̇
)
− ∂σe

∂T
Ṫ

]
(5.41)

ondek é dado por:

k =

(
αnσ

∂σe

∂φ

)−1

(5.42)

sendon a ordem deT emσ .

O termo entre chaves na equação 5.41 representa a taxa de carregamento e, por conta do

termo ∂σ
∂Q temos que a taxa de deformação é normal à superfı́cie de escoamento. Desta forma

podemos empregar um princı́pio de máxima taxa de dissipação de energia plástica4, que por sua

vez garante a unicidade da solução.

5.2.1 Termodin̂amica da deformaç̃ao elasto-pĺastica

Por fim, Lee argumenta que o tratamento apresentado permite adeterminação da história

de deformação exceto pela variação de temperatura. Para isto o acoplamento termomecânico

deve ser introduzido no problema. Para tanto ele introduz a termodinâmica do processo de

deformação plástica. Primeiramente ele argumenta que os fenômenos elásticos e plásticos

4Este é um princı́pio popular nas teorias convencionais da plasticidade e estabelece que o caminho tomado pelo
processo de deformação plástica é o que permite a maior taxa de dissipação de energia por trabalho plástico.
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são apenas fracamente acoplados e que as propriedades termoelásticas dependem fundamen-

talmente da estrutura cristalina básica, enquanto que o fluxo plástico depende da geração e

migração de discordâncias, que pouco afetam a estruturacristalina. Ele baseia então a termo-

dinâmica em duas interações separadas, uma termoelasticidade reversı́vel e o trabalho plástico

irreversı́vel.

Termoelasticidade reverśıvel

Lee introduz a energia livre de Helmholz,ψ (Ce,T), do problema termoelástico, ondeCe =

(Ae)T Ae, a partir da qual se obtém a tensão e a entropia (Se) do sistema:

T = 2ρ0Ae ∂ψ
∂Ce (Ae)T (detAe)−1 (5.43)

e

Se =−∂ψ
∂T

(5.44)

Na expressão 5.43ρ0 representa a densidade inicial.

Contribuiç ão irreverśıvel da plasticidade

Lee introduz um termo de eficiência (γ p) do trabalho plástico que fornece a quantidade de

trabalho plástico que é convertida em calor no processo dedeformação5, calculando a variação

de energia interna do sistema como:

ρ0U̇
e = ẇe+ γẇp (5.45a)

e

ρ0U̇
p = (1− γ)ẇp (5.45b)

Sendo que a segunda parcela se refere à energia armazenada (na forma de discordâncias e

outros defeitos cristalinos) no sistema por conta da deformação plástica.

A produção de entropia elástica resultante do trabalho plástico é dada por:

5Tipicamenteγ varia entre 0,9 e 1,0 no decurso da deformação plástica.
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Tρ0Ṡe = γẇp (5.46)

Por fim, Lee combina todas as contribuições desenvolvidasnesta seção e determina a

história termo-elasto-plástica do sistema por meio das equações 5.43 (para a deformação elástica),

5.35 e 5.41 (para o fluxo plástico) e 5.44, 5.45a e 5.46 (para oacoplamento entre estas contribuições).

5.3 Critérios de falha

Os critérios de escoamento discutidos anteriormente, a rigor, só se aplicam a materiais

metálicos dúcteis. Para materiais metálicos frágeis ecerâmicas, que se rompem antes de atingir

o limite de escoamento, eles são substituı́dos pelos chamados critérios de falha. Trincas, como

vimos anteriormente, são os defeitos internos do materialque levam à fratura do sólido e elas

se propagam sob a ação detens̃oes normais. Os critérios de falha, portanto, se referem a uma

tensão normal máxima suportável pelo material (ao contrário dos critérios de escoamento, que

se referem a uma tensão máxima de cisalhamento).

5.3.1 Critério de Rankine

O primeiro critério de falha tratado aqui é o chamado “critério de Rankine”6, onde a ruptura

ocorreria quando a máxima tensão normal de tração superasse o limite de resistência obtido em

um ensaio de tração uniaxial, ou seja:

σ f ≤ |σ1| (5.47)

Resist̂encia de materiais fŕageis

O critério de Rankine presume tacitamente que o limite de resistência em compressão é

idêntico àquele observado em tração. Tal não ocorre naprática: experimentalmente se sabe

que o limite de resistência em compressão de materiais fr´ageis é cerca de oito vezes maior que

aquele observado em tração uniaxial. Os critérios de falha mais modernos procuram incorporar

esta observação experimental.

6William John Macquorn Rankine (1820 - 1874), cientista escocês mais conhecido como um dosfundadores
da termodinâmica, ao lado de Sadi Carnot e J. P. Joule. Seu tratado de mecânica dos materiais, entretanto, teve um
impacto tão ou mais importante que os de seus estudos de termodinâmica.
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5.3.2 Critério de Mohr-Coulomb

O primeiro critério aqui tratado, desenvolvido por Otto Mohr, baseia-se na construção da

Fig. 5.6, que, no EPT pode ser expresso como representado na Figura 5.7.

Ensaios uniaxiais

σ

τ

σt
fσc

f

Figura 5.6: Representação gráfica da equivalência de estados de tensão segundo o critério de
Mohr-Coulomb.

5.3.3 Critério de Griffith

Em 1925 Griffith propôs um critério de falha baseado na concentração de tensão na ponta

dos defeitos caracterı́sticos do material. Como vimos anteriormente (Sec. 3.2.3), tensões

de compressão resultam em tensões tangenciais de tração para defeitos orientados paralela-

mente ao eixo de aplicação da carga. Griffith considerou portanto uma distribuição aleatória de

orientações de defeitos e calculou a tensão de ruptura, presumindo que cada defeito tivesse uma

resistência intrı́nsecaσ f .

O critério de Griffith pode ser expresso matematicamente pela seguinte relação:

{
(σ1−σ3)

2 +8σ f (σ1 +σ3) = 0 se σ1+2σ3 > 0

σ3 = σ f se σ1+2σ3≤ 0
(5.48)

A primeira condição representa uma parábola inclinada,com seu eixo ao longo da diagonal

do primeiro quadrante.

Estas relações encontram-se representadas na Figura 5.8, novamente para o caso de um

EPT.

• Na Fig. 5.8 a linha marcada como “trincas aleatórias” representa o esperado para o caso
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σt
f

σc
f

σ3

σ1

Figura 5.7: Representação gráfica do critério de falha de Mohr-Coulomb para materiais frágeis
no EPT.

em que as trincas são aleatoriamente distribuı́das também ao longo dos planosx1x2 e

x2x3, nestes casos fatalmente a tensão de compressão aplicadairá resultar em tensões

tangenciais de tração acima do valor crı́tico nestes defeitos.

• O critério de Griffith prevê que o limite de resistência emcompressão é exatamente oito

vezes maior que em tração, o que é compatı́vel com a observação experimental.

• Como já havia ocorrido na comparação dos critérios de Treska e de von Mises, o critério

de Mohr-Coulomb é mais conservador que o de Griffith.

5.3.4 Critério de McClintock - Walsh

McClintock e Walsh introduziram um refinamento no modelo de Griffith. Este que as faces

da trinca nunca se tocam e desta forma são incapazes de comunicar tensões (tanto normais

quanto tangenciais). Esta hipótese é razoável quando tensões de tração agem sobre a trinca,

porém, sob o domı́nio de tensões de compressão este efeito não pode mais ser negligenciado.

Os autores então introduziram uma componente de atrito entre as faces da trinca, proprocional
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σf
−8σf

σ1

σ3

trincas paralelas a x2
trincas aleatorias

Figura 5.8: Representação gráfica do critério de falha de Griffith para materiais frágeis no EPT.
A linha pontilhada representa a tensão de ruptura obtida assumindo que as trincas se encontram
aleatóriamente distribuı́das em todas as orientações do volume e não apenas no plano da placa,
como na derivação original de Griffith.

a um coeficiente de atrito (µ) e à tensão normal atuando sobre a trinca. Com este resultado os

autores forma capazes de obter uma melhor reprodutibilidade para resultados de mecânica de

rochas, onde altas pressões de confinamento (ou seja, altastensões médias de compressão) são

comuns.

Exerćıcio 5.3 Considere a figura 5.9, que representa um tubo de raio exterior r = 25 mm e

paredes finas de espessurat = 0,5 mm submetido a um torqueT. Suponhamos que este tubo

venha a ser feito:

I - de latão 70/30, com limite de escoamentoσe = 115 MPa, limite de resistênciaσu = 331

MPa, módulo de rigidezE = 100,3 GPa e coeficiente de Poissonν = 0,35 ou

II - de alumina (99,8% densa), com limite de ruptura em traç˜ao σr = 205 MPa, módulo de

rigidezE ≃ 405 GPa.

Com base nestas informações, responda:

a . Qual critério de falha (Treska, Rankine ou von Mises) você deve usar para cada um dos

dois casos? Justifique (observe que no caso do tubo de cobre, este irá falhar quando sofrer
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deformação plástica, já no caso do tubo de alumina, ele irá falhar quando se fraturar).

b . Qual o máximo valor do torque que pode ser aplicado em cadatubo sem que ele falhe (de

acordo com o critério que você escolheu no ı́tem anterior)?

c . Qual a máxima deformação angular que o tubo de cobre suporta sem falhar?

d . Para qual plano (ou em quais planos) você espera que apareçam trincas no tubo de alumina?

Observação: como o tubo tem paredes finas, assuma por simplicidade que o estado de

tensões é uniforme ao longo da sua espessura.

TT

Figura 5.9: Representação de um tubo de paredes finas submetido a um torque.

Soluç̃ao

Dados:

• Equaç̃ao de Coulomb para a torção (r é o raio exterior e Ié o momento de ińercia do

tubo):

τmax=
Tr
I

(5.49)

• Momento de ińercia da seç̃ao transversal de um tubo de raio r com parede fina de espes-

sura t:

I ≈ 2πr3t (5.50)

a . No tubo de lat̃ao podemos utilizar os critérios de Treska ou o de von Mises. O critério de

Treskaé mais conservador, portantóe mais adequado para a determinação de um torque

máximo admisśıvel. A aplicaç̃ao do crit́erio de Treska tamb́emé mais conveniente, já que

o estado de tensão na parede do tubo será de cisalhamento puro (confira o exercı́cio 1.6),

portanto a tens̃ao determinada j́a é a tens̃ao ḿaxima de cisalhamento. No caso do tubo de

alumina, quée um material fŕagil, devemos usar o critério de Rankine, que, dos três,é o

mais adequado.

b .
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5.4 Critérios de escoamento em poĺımeros

Ao contrário dos materiais cristalinos, os polı́meros apresentam uma forte dependência de

suas propriedades mecânicas na pressão hidrostática. Isto se deve à existência devolume livre

na estrutura do polı́mero. Este efeito causa, entre outras coisas, uma anisotropia na resistência

mecânica em solicitações de tração e de compressão (olimite de escoamento em compressão é

cerca de 10 a 20 % maior que em tração).

Isto pode ser incorporado ao critério de escoamento de von Mises através da introdução de

uma dependência do limite de escoamento na tensão hidrostática média, por exemplo:

σe = σ0
e +kσm (5.51)

Da mesma forma, critérios foram estabelecidos para levar em conta a tendência do polı́mero

se deformar por microfibrilamento (“crazing”), já que estemecanismo de deformação só ocorre

sob a ação de tensões normais de tração. Um critério que tem este objetivo é:

σ1−σ3 = A+
B

σ1 +σ3
(5.52)

A Fig. 5.10 apresenta a representação gráfica dos critérios que:

a . consideram o efeito da pressão hidrostática e

b . consideram a competição entre bandas de cisalhamento emicrofibrilamento no polı́mero.

P1>P0

0

1 σ1

σ3 σ3

σ1

Bandas de 
cisalhamento

"crazing"

Figura 5.10: Representação gráfica de alguns critériosde escoamento utilizados para polı́meros.
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5.5 Critério de escoamento em materiais metálicos amorfos

Em um artigo recente (Nature Materials, vol. 2, 449-452, 2003), C. A. Schuh e A. C. Lund

propuseram o uso de um critério baseado no de Mohr-Coulomb para descrever o escoamento

de vidros metálicos, que apresentam uma forte anisotropiaplástica. O modelo destes autores é

baseado em modelos atomı́sticos e foi testado por meio de simulações de dinâmica molecular.

5.6 Aplicação: estampabilidade de chapas

A teoria desenvolvida anteriormente é essencial para a compreensão da maior parte dos

processos de conformação mecânica dos materiais. Devido à sua importância tecnológica, en-

tretanto, a estampagem de chapas metálicas será discutida nesta aula. Não se trata de uma

discussão aprofundada, entretanto. Apenas apresentaremos alguns conceitos importantes para

esta indústria e que estão ı́ntimamente relacionados à deformação plástica em estados triaxiais

de tensão.

Estampagem é um processo de conformação dechapas, que são obtidas, por sua vez, por

laminação. O processo de laminação freqüentemente introduz uma distribuição preferencial de

orientações cristalinas ao longo da direção de laminac¸ão e/ou uma distribuição preferencial de

planos cristalinos relativamente à normal da chapa. Estasdistribuições preferências formam o

que se conhece comotextura. A textura, por sua vez, introduz anisotropia nas propriedades

mecânicas da chapa. No caso da estampagem o que interessa éa anisotropia do comportamento

plástico do material.

Uma série de parâmetros mecânicos são utilizados para definir a qualidade de uma chapa

para fins de estampagem. Dentre os que já vimos temos o coeficiente de encruamento,n (que

está ligado ao alongamento uniforme por meio da relação de Considère, lembra-se?): quanto

maiorn, maior será a estampabilidade da chapa.

Coeficiente de anisotropia pĺastica

Outro parâmetro importante é obtido do ensaio de traçãoem um corpo de prova padronizado

retirado da chapa, este parâmetro, conhecido comocoeficiente de anisotropia pĺastica, R,

definido como:

R=
ε r

w

ε r
t

(5.53)
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ondeε r
w eε r

t são respectivamente a deformação real observada na largura e na espessura do

corpo de prova, respectivamente. Este parâmetro, portanto, mede a resistência ao afinamento

da chapa no processo de estampagem e quanto maior seu valor, maior será a probabilidade da

chapa ser estampada com sucesso.

De acordo com informações do Prof. Ronald L. Plaut e do Dr Antenor Ferreira Filho

(Brasmetal-Waelholz), a prática industrial de medida daR corresponde a:

I - aplicar uma deformação de cerca de 15% ao corpo de prova

II - medir o alongamento ao longo do comprimento (ε r
l ) e ao longo da largura (ε r

w) e

III - calcularR usando a conservação do volume durante a deformação pl´astica.

Este procedimento tem uma precisão maior que aquele sugerido pela definição anterior.

O coeficiente de anisotropia plástica é medido para diversas orientações e uma série de

parâmetros é calculada em função dos valores obtidos. Apenas para exemplificar, o valor deR

médio em relação às orientações da chapa é definido como:

R=
R0+2R45+R90

4
(5.54)

onde o sub-escrito se refere ao ângulo relativo entre a direção do comprimento do corpo de

prova e a direção de laminação da chapa.

5.6.1 Embutimento profundo, estiramento. . .

Desde cedo ficou evidente para a indústria que os parâmetros de qualidade de chapas anteri-

ormente discutidos são insuficientes para caracterizar seu desempenho durante o processo de es-

tampagem. Este, normalmente, envolve a conformação de uma chapa de geometria simples (por

exemplo, plana) para algo mais complexo (por exemplo, uma lata de refrigerante), desta forma

a deformação local é muito heterogênea, diferindo ponto-a-ponto. Desta forma desenvolveram-

se ensaios de estampagem que procuram simular o processo de forma mais aproximada. Estes

ensaios são divididos em duas classes:

1. ensaios de embutimento e

2. ensaios de estiramento.
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Os ensaios de embutimento normalmente envolvem a deformação de uma chapa fixa em

uma matriz por meio de um punção, até que esta se rompa.

• Ensaios de embutimento→ a chapa pode deslizar lateralmente em relação à matriz, as

deformações se aproximam de um cisalhamento puro com duasdeformações principais

de mesmo módulo, mas sinais invertidos, a espessura da chapa não se altera significativa-

mente (exemplos, Swift e Fukui).

• Ensaios de estiramento→ a chapa fica fixa em relação à matriz, as deformações se aproxi-

mam de tração biaxial, envolvendo portanto a redução daespessura da chapa (exemplos,

Erichsen e Olsen).

5.6.2 Curva limite de conformaç̃ao (CLC)

Os ensaios de embutimento e estiramento, por si só, não são capazes de modelar correta-

mente o processo de estampagem. Um avanço significativo, entretanto, foi obtido por Keeler

e Backofen em 1963, que descobriram que o surgimento de estricção em um ensaio de esti-

ramento está associado a valores crı́ticos das duas deformações principais no plano da chapa.

Goodwin estendeu o conceito para a região onde uma das deformações principais é negativa

(ou seja, em direção aos ensaios de embutimento profundo)e os diagramas resultantes, que

relacionam os valores da deformação principais crı́ticas para o surgimento da instabilidade se

chamamcurvas limite de conformaç̃ao (CLC) (em inglês“Forming Limit Curves, FLC”).

A CLC é determinada em um ensaio de embutimento/estiramento proposto por Hecker

em 1974. Neste ensaio imprime-se sobre a chapa por um processo serigráfico uma grade

de cı́rculos. Esta chapa é deformada por um punção hemisférico, porém as condições de

deformação (dimensões da chapa, condições de lubrificação) são variadas, tal que elas resul-

tem em diferentes combinações de deformações principais crı́ticas, que são medidas na chapa

deformada. Os pontos obtidos são, então, utilizados paraa construção da CLC.

As deformações crı́ticas da chapa são medidas no ponto onde surge a instabilidade e são

definidas de acordo com a Figura 5.11.

• Deformação maior→ e1

• Deformação menor→ e2
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2,54mm
e2 e1

circulo 
original

circulo
deformado

Figura 5.11: Definição das deformações maiores e menores.

5.6.3 Ańalise de grade de ćırculos

O último ingrediente na análise do processo de estampagemé dado pelaanálise de grade

de ćırculos (“Circle Grid Analysis”). Neste procedimento uma grade de cı́rculos (como a do

ensaio de Hecker) é impressa sobre a chapa, que é usada paraa estampagem da peça que se

deseja fabricar. Após isto as deformações maiores e as deformações menores são registradas

em todas as posições da peça, o que permite identificar regiões crı́ticas (ou seja, as que mais se

aproximam da CLC do material). Com isto pode-se proceder a correções do projeto da matriz

de estampagem ou alterações no material para evitar a ocorrência de perdas em produção.

Atualmente há uma linha de pesquisa muito importante que procura simular o processo de

estampagem por cálculos numéricos pelo método de elementos finitos (o Prof. Ronald trabalha

nesta linha de pesquisa no nosso departamento).

Exerćıcio 5.4Z. Buchar, em um artigo publicado na revistaJ. Mater. Proc. Tech.vol. 60(1996),

pp. 205-208, descreve uma aplicação interessante das CLCs e da análise por grade de cı́rculos

(AGC). Segundo este autor, durante a estampagem de paineis de porta de um automóvel não

identificado observava-se freqüentemente a incidência de rupturas em uma determinada região

da mesma. Ele descreve a solução do problema, baseado na AGC combinada à CLC do aço em

questão. Leia o artigo original e responda:

a. Qual era a razão da alta incidência de rupturas na região da porta em questão?

b. Qual foi a solução do problema dada pelo autor e qual a suarelação com a CLC do aço?
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6 PLASTICIDADE E MECÂNICA DA
FRATURA: NOÇÕES DE MECÂNICA
DA FRATURA ELASTO-PLÁSTICA

6.1 Correção para plasticidade limitada

Como vimos anteriormente, Griffith havia proposto que, paraum material idealmente frágil,

a condição para a fratura instável seria dada por:

σ ≥
√

2Eγ
πa

(6.1)

Esta equação lançou as bases teóricas que permitiram o desenvolvimento da mecânica da

fratura a partir das idéias de Irwin e do conceito do Fator Intesificador de Tensões.

Orowan e Irwin propuseram independentemente, por volta de 1950, uma generalização

deste conceito, capaz de estender as fronteiras da MFLE paramateriais não tão frágeis, que

apresentam uma certa plasticidade (limitada) antes da ruptura. A idéia de Irwin-Orowan se

baseia na interpretação do termoγ da equação de Griffith como um trabalho que o sistema

deve realizar sobre a trinca para estendê-la em um comprimento da, desta forma os autores

propuseram queγ fosse escrito como:

γ = γS+ γP (6.2)

ondeγS é o termo de tensão superficial, idêntico ao proposto por Griffith, e γP seria um

termo proporcional ao trabalho de deformação plástica por unidade de área de trinca.

A proposta de Irwin-Orowan, assim como a de Griffith, é mais importante para a com-

preensão do fenômeno que para cálculos efetivos: o novo termo, γP necessita ser estimado

para cada caso particular e, mais importante que isto, nem mesmo constante ele será, pois
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deverá aumentar com o incremento emK (e conseqüentemente, com o tamanho da trinca

e da tensão remota). O termoγP resulta, fundamentalmente, da energia dissipada devido à

deformação plástica localizada, que aumenta seu raio decurvatura e leva, portanto, a uma me-

nor concentração de tensão à sua frente. A plasticidadelocalizada serve portanto como uma

blindagem do campo de tensão (ou seja, deG), que é a responsável pelo incremento de tena-

cidade em materiais que apresentam plasticidade (mesmo quelimitada), frente aos materiais

idealmente frágeis.

Um avanço considerável no problema da correção para plasticidade limitada foi dada por

Irwin em 1958. Este autor partiu da argumentação que a singularidade emr−
1
2 do estado de

tensão à frente de uma trinca é um artefato do cálculo e que, eventualmente fenômenos como

elasticidade não linear e plasticidade ocorrem, impedindo que a tensão atinja os valores infinitos

de tensão, como calculados.

Estimativa de Irwin para o tamanho da zona pĺastica

Considerando o caso da plasticidade, podemos assumir que, `a frente da trinca e nas regiões

onde o estado de tensão supera um certo critério de escoamento, formar-se-á um certo volume

limitado de amostra que estará deformado plasticamente. Aeste volume limitado de amostra

dá-se o nome dezona plástica.

Como discutido anteriormente, a existência da zona plástica blinda o campo de tensões na

frente da trinca. O processo está esquematizado na Figura 6.1.

x1

σ

σ0

σe

re

re/2

zona plastica

a

Trinca

trinca isenta
de z. plastica

campo 
amortecido

Figura 6.1: Representação do efeito de blindagem da zona plástica sobre o campo de tensão
desenvolvido por uma trinca.

A zona plástica age como uma perturbação no campo de tens˜ao da trinca, que pode ser
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aproximado (fora da zona plástica, Fig. 6.2) pelo campo gerado por uma trinca virtual de

tamanho efetivoae f = a+ re
2 .

x1

σ

σ0

aef=a + re/2

Trinca virtual

campo 
real

campo
virtual

Figura 6.2: Campo “efetivo” gerado por uma trinca de comprimentoae f = a+ re.

Uma estimativa para o tamanho da zona plástica pode ser obtida assumindo-se que ela tem

a forma de um cilindro que tangencia a ponta da trinca. Sendo assim, o seu diâmetro será

dado pelo ponto ao longo do eixox1 emθ = 0 para o qual a tensão atinge o valor do limite de

escoamento de acordo com a equação 3.58, ou seja:

re∼
1

2π

(
K
σe

)2

(6.3)

O resultado anterior, a rigor vale apenas para o EPT. Irwin também considerou o efeito da

restrição plástica no EPD e obteve, para esta condição, a seguinte estimativa:

re∼
1

6π

(
K
σe

)2

(EPD) (6.4)

Assim, o procedimento de Irwin para realizar a correção para plasticidade limitada (“small

scale yielding”) corresponde a substituira porae f nas equações para o campo elástico da trinca,

utilizando-se as equações válidas para os materiais el´asticos lineares.

É importante ressaltar, entretanto, que a geometria da zonaplástica de forma alguma se

assemelha a um cilindro. Usando-se as equações deduzidasanteriormente para o estado de

tensão no modo I e assumindo que vale o critério de escoamento de von Mises podemos mostrar

que a geometria da ZP no plano perpendicular à linha de terminação da trinca é dada por (Fig.

6.3):
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re =
K2

2πσ2
e

cos2
θ
2

(
1+3sin2 θ

2

)
(EPT) (6.5)

x1

x2

r

θ

Figura 6.3: Representação mais realista (baseada na análise de Irwin) para a forma da zona
plástica em torno da ponta de uma trinca.

Modelo de Dugdale - Barenblatt

A análise de Irwin, exposta nas páginas anteriores, permite o uso do ferramental da MFEL

para materiais que apresentam plasticidade limitada. Ela ´e, entretanto, uma análise um tanto

grosseira do problema. Para precisar melhor o resultado devemos considerar resultados mais

rigorosos, como por exemplo, os obtidos por Dugdale (1960) ou Barenblatt (1962).

D. S. Dugdale1, por exemplo, investigou o desenvolvimento da zona plástica em chapas de

aço (portanto, no EPT) em função do incremento de carregamento. Apesar de seu trabalho ser,

hoje em dia, considerado principalmente pelo modelo lá desenvolvido, é importante ressaltar

que este modelo foi validado contra resultados experimentais obtidos pelo próprio autor.

O autor inicia sua análise definindo as variáveisσe e σ como a tensão de escoamento da

chapa em condições uniaxiais e a tensão homogênea aplicada à placa, perpendicularmente a

um corte de comprimento 2ℓ Ou seja, trata-se da tensão remota, definida anteriormente). Sob a

ação desta tensão homogênea, parte da placa próxima aocorte escoa plasticamente, conforme

esquematizado na figura 6.4.

A seguir ele postula que esta trinca pode ser considerada equivalente a uma trinca hipotética

de comprimento 2a carregada elasticamente com a tensãoσ superposta a uma tensão de tração

σe distribuı́da conforme esquematizado na Figura 6.5.

1D. S. Dugdale, Yielding of steel sheets containing slits,J. Mech. Phys. Solids8 (1960) pp. 100 – 104.
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2a

σ

2ls s

Figura 6.4: Representação esquemática das variáveis envolvidas no modelo de Dugdale. Neste
modelo uma zona plástica (haxurada na figura) de comprimento s se desenvolve nas proximi-
dades de um corte de comprimento 2ℓ em uma placa fina sujeita a uma tensão uniformeσ .
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2a

σ

σe σe
y

x

Figura 6.5: Experimento de pensamento (Gedankenexperiment) proposto por Dugdale para re-
solver o problema da determinação do comprimento da zona plástica formado na borda de um
corte em uma placa sujeita a uma tensão uniformeσ . Esta configuração seria o equivalente
elástico do problema esquematizado na Figura 6.4.
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A seguir ele usa um resultado de Mushkhelishvili [M] para a função tensão correspondente

ao problema de um corte em uma placa restrito por uma tensão de fechamento em parte de sua

superfı́cie. Dugdale introduz as variáveisα e β de acordo com:

x = acoshα (6.6a)

e

ℓ = acosβ (6.6b)

Dugdale então define a variávelσy=0 como a tensão atuante nos pontosy = 0 e a expressa

na forma de um série de potências deα tomando o termo dominante:

σy=0 =−2σeβ
πα

(6.7)

A tensão análoga para a tensãoσy=0 em função da tensão externa é:

σy=0 =
σ
α

(6.8)

As duas tensões são superpostas e aplica-se a condição de contorno paraα = 0 (ou seja, para

x = a) de que a tensão deve permanecer finita, o que obriga o coeficiente deα−1 na expansão a

se anular, consequentemente:

σ − 2σeβ
π

= 0 (6.9)

Usando a definição deβ (Equação 6.6b) obtemos:

s
a

= 2sin2
(

π
4

σ
σe

)
(6.10)

Dugdale então expande a Equação 6.10 em série de potências de σ
σe

, em torno do valor
σ
σe

= 1, obtendo:

s
a
≃ 1−

(π
2

)(
1− σ

σe

)
(6.11)

Por fim, ele invoca o princı́pio de Saint-Venant, advogando que a tensão no pontox = a
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não pode depender da exata distribuição de tensões ao longo do segmento−ℓ ≤ x≤ ℓ quando
ℓ
a é pequeno e aproxima esta distribuição a uma tensão compressiva constante−σe atuando ao

longo de todo o segmento−a≤ x≤ a superposta a uma tensão trativa central concentrada de

valor 2ℓσe. A resultante destas tensões está representada na Figura6.5.

Quando σ
σe

é muito pequeno, ou seja, em condições de plasticidade limitada, temos que

sin
(

π
4

σ
σe

)
≃
(

π
4

σ
σe

)
o que leva a:

re≃
π
8

(
K
σe

)2

(6.12)

onde assumimos explı́citamente quere≡ s e usamos a definição deK = σ
√

πa.

Este resultado, consideravelmente mais preciso é muito semelhante ao resultado de Irwin,

já queπ
8 ∼ 1

π .

Lembramos novamente que o trabalho de Dugdale foi validado contra dados experimentais

e que a concordância obtida entre estes resultados e o modelo é muito boa.

Efeito da geometria sobreKc

Até o momento utilizamos o termo “plasticidade limitada” sem muita preocupação de de-

finir o que isto quer dizer. Efetivamente podemos dizer que uma determinada condição de

carregamento sobre a trinca satisfaz a hipótese de plasticidade limitada quandore, que é a di-

mensão caracterı́stica da zona plástica, for muito menorque as demais dimensões lineares do

sistema (Fig. 6.6), como por exemplo, o tamanho da trinca,a, a largura do sólido,B ou o tama-

nho do ligamento (L = W−a). Chamando qualquer uma destas dimensões lineares deX, por

simplicidade, poderemos expressar a condição de validade por:

2.5

(
Kc

σe

)2

> X (6.13)

A Figura 6.7 representa esquematicamente a variação deKc com a espessura da placa para

um material dúctil. Na figura é possı́vel identificar dois limites:

a . para espessuras tendendo a zero temos um incremento linear deKc com a espessura, o que

é caracterı́stico de um estado plano de tensões e

b . para espessuras muito grandes temosKc tendendo a um valor constante (KIc) que é carac-

terı́stico de um estado plano de deformações EPD.



6.1 Correç̃ao para plasticidade limitada 167

a

W
B

F

L

Figura 6.6: Definição das dimensões de um corpo de prova que devem ser comparadas com o
tamanho previsto da zona plástica para garantir a validadede um ensaio de tenacidade à fratura
em deformação plana.

Kc

B

KIc

EPD

EPT

~2.5(Kc/σe)
2

Figura 6.7: Representação esquemática da variação deKc com a espessura da amostra.
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Analisando-se a Figura 6.7 vemos que o valor correspondentea KIc é o menor lá represen-

tado. Isto na verdade é um fato experimentalmente observado. KIc é o menor valor possı́vel de

Kc. Isto ressalta a importância de se medir a tenacidade à fratura em deformação plana mesmo

para aplicações (ou seja, componentes) onde o estado plano de deformações não possa ser re-

alizado: Cálculos usandoKIc levam a uma estimativa conservadora da tensão permissı́vel de

trabalho.

Além disto, vemos que a estimativa de transição para o EPDdada pela Equação 6.13 é

vastante conservadora. A transição começa bem antes e o valor estimado é sufuciente para

garantir que um ensaio foi realizado sob a dominância do EPD.

Finalmente discutimos o que fazer no caso de materiais frágeis. Vemos que a tensão cor-

respondente aσe é muito superior à tensão de ruptura observado em um ensaio de tração. Desta

forma o critério da Equação 6.13 é observado mesmo para tamanhos diminutos de corpos de

prova.

6.2 Aplicação: Ensaio de Tenacidade à fratura no EPD

Norma ASTM E1820-08a.

A definição deKIc segundo a norma é “A propriedadeKIc determinada por este método de

ensaio caracteriza a resistência do material à fratura emum ambiente neutro na presença de uma

trinca com pequeno raio de curvatura na ponta sobre uma restrição severa em tração, tal que o

estado de tensão na ponta da trinca se aproxima do EPD, e a zona plástica na ponta da trinca é

pequena em relação às dimensões da amostra na direçãoda restrição.”

O ensaio é caracterizado por uma particularidade. A validade sua validade somente pode

ser determinada após a realização do mesmo o que leva a alto custo em termos monetários e

em homem/hora. Além disto o ensaio requer a nucleação de uma pré-trinca por fadiga, o que

normalmente requer que se disponha de uma máquina de traç˜ao servo-controlada, que é um

equipamento caro.

6.2.1 Caracteŕısticas do ensaio

Utiliza corpo de prova entalhado (tipos mais comuns são SE(B)2, flexão com entalhe em

apenas um lado, e C(T), compacto em tração).

2Single-edge bending
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A pré-trinca é usualmente crescida por fadiga, para se tornar semelhante a uma trinca na-

tural no corpo de prova, e seu comprimentoa deve se situar no intervalo 0.45W≤ a≤ 0.55W.

O plano da trinca deve ser paralelo tanto à direção da espessura quanto à da largura dentro de

10◦ de tolerância e seu tamanho é usualmente medido após a realização do ensaio.

A norma sugere ainda realizar pelo menos três réplicas do teste.

Após a relização do ensaio, que leva a uma curva do tipo carga versus deslocamento relativo

(normalmente medido por um extensômetro especial, denominadoclip gage, que é posicionado

geralmente na boca do entalhe, em posição pré-determinada. Sobre esta curva desenhamos uma

reta com inclinação 5% menor que a inclinação original da curva partindo da orı́gem. O cálculo

da carga crı́tica condicional (PQ) para três casos previstos em norma está representado na Figura

6.8.

Carga

Deslocamento

P5=PQ

P5

PQ

Pmax=PQ

P5

I II III
Pmax

Pmax

5%

5%

5%

Figura 6.8: Representação das curvas tı́picas obtidas emum ensaio de tenacidade à fratura no
EPD, admitidas na norma ASTM E1820-08a e do procedimento para determinação da carga
crı́tica condicional,PQ.

O procedimento para o cálculo deKIc é o seguinte:

• CalculePMAX
PQ

, se este valor for maior que 1,10 o ensaio não produzirá um resultado válido

paraKIc e deverá ser descartado.

• Calcule o valor condicionalKQ correspondente aPQ usando as fórmulas tabuladas para

a geometria especı́fica do corpo de prova (por exemplo, as Equações 3.64 são usadas no

caso de corpos de prova C(T)).

• Calcule 2,5
(

KQ
σe

)2
, se esta quantidade for menor que a espessura da amostra e queo

comprimento inicial da pré-trinca e que o comprimento do ligamento do corpo de prova

o ensaio será válido e teremos queKIc = KQ.
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• Se o espécimen falhar no último requisito será necessário usar um corpo de prova maior.

Exerćıcio 6.1

A liga de Alumı́nio 2024 (uma liga Al-Cu endurecı́vel por precipitação) pode ser obtida

em dois nı́veis de resistência (e tenacidade) diferentes por meio de tratamentos térmicos de

envelhecimento. O tratamento indicado por “T3” resulta em um limite de escoamentoσe =

345 MPa e tenacidadeKIc ∼ 40 MPa.m
1
2 , já o tratamento designado “T851” resulta em um

incremento do limite de escoamento paraσe = 455 MPa, porém acompanhado de uma queda

de tenacidade paraKIc = 26,4 MPa.m
1
2 . Pergunta-se:

a . Qual a máxima tensão segura de trabalho para este material no estado T3 supondo-se que a

metodologia de inspeção adotada detecta defeitos superficiais acima de 3 mm de profundi-

dade?

b . Por motivos de economia de peso desejamos trabalhar com o material no estado T851 man-

tendo a relação entre tensão de trabalho e limite de escoamento inalterada. Isto seria acon-

selhável?

c . Recalcule o ı́tem a. para os dados do tratamento T851 e comente.

6.3 Mecânica da Fratura Elasto-plástica

O procedimento descrito na primeira parte desta aula permite, de certa forma, ampliar o

escopo da Mecânica da Fratura Linear Elástica para incluir a análise de materiais dúcteis. Para

tanto basta trabalharmos em condições onde a zona plástica seja muito pequena em termos

das dimensões lineares do sistema que estamos investigando. Isto vale se trabalharmos, por

exemplo em tensões baixas em relação ao limite de escoamento do material, o que é, entretanto,

uma condição muito restritiva para a maioria dos materiais dúcteis. Quando a zona plástica

atinge dimensões consideráveis a aplicação do conceito de fator de intensificação de tensões ao

problema se torna questionável.

A limitação da MFEL a materiais muito frágeis/tensões muito baixas logo frustrou a co-

munidade cientı́fica. Entretanto, aplicar o ferramental desenvolvido para trabalhar com projetos

direcionados à tenacidade a materiais de ductilidade elevada era muito tentador e logo os pesqui-

sadores iniciaram a busca por uma alternativa ao conceito defator de intensificação de tensões

que seja válido também para materiais elásticos não lineares e materiais plásticos. Com isto foi

inaugurada aMecânica da Fratura Elasto-Plástica.
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6.3.1 COD e CTOD

Baseado em P. S. C. da Silva “Comportamento mecânico e fratura de componentes e estru-

turas metálicas”, UFPR, 1999.

Um parâmetro importante da MFEP foi proposto em 1965 por Wells após analisar corpos

de prova fraturados de aços de alta tenacidade usados em construções soldadas. Esta autor

observou dois fatos:

1. as condições ditadas pela MFEL não se aplicavam e

2. as superfı́cies das trincas tinham se separado e a ponta datrinca havia adquirido um raio

de curvatura significativo.

Estas observações levaram o autor a propor que este arredondamento fosse usado como

critério de tenacidade de materiais dúcteis.

O parâmetro, denominadoCTOD (de “crack-tip opening displacement”, ou ainda abertura

de ponta de trinca) tinha inicialmente um caráter empı́rico, porém o próprio Wells, segundo

Paulo Sérgio da Silva, relacionou em seu trabalho originalCTOD aK no limite de plasticidade

limitada usando as fórmulas de Irwin, obtendo:

CTOD= δ =
4
π

K2

σeE
(6.14)

A equação acima é rigorosa nos limites da MFEL e neste casoa fratura ocorre quando

K≥KIc ⇒ δ ≥ δIc. Pelo uso do modelo de Dugdale-Baremblatt é possı́vel obter uma expressão

semelhante:

CTOD= δ =
K2

σeE
(6.15)

As expressões da página anterior são determinadas assumindo EPT e um material ideal-

mente plástico (ou seja, que não encrua). No caso mais geral teremos:

δ =
K2

λσeE
(6.16)

ondeλ é uma constante adimensional, que é calibrada caso a caso.Para situações onde o

EPT é predominante,λ ≃ 1,0, no caso de EPD, por outro lado,λ ≃ 2,0.
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C. F. Shih (J. Mech. Phys. Solids, vol 29, p. 305, 1981) demonstrou que existe uma relação

biunı́voca entre CTOD e outro parâmetro da MFEP: a integralJ (que será vista mais adiante),

confirmando desta forma a hipótese de Wells de que este parâmetro caracteriza a resistência ao

crescimento de trincas em materiais dúcteis.

No inı́cio houve uma série de tentativas de se medir CTOD diretamente, que não foram

bem sucedidas. O procedimento adotado atualmente envolve amedição de outra quantidade: a

abertura da boca da trinca ou COD (“Crack Opening Displacement”, ∆). O valor de CTOD é,

então, estimado em funçao de COD. Para corpos de prova solicitados em flexão de três pontos

(Fig. 6.9):

r(W-a)
a

W

∆

δ

Figura 6.9: Representação esquemática do método para estimar CTOD a partir de medidas de
COD.

por semelhança de triângulos:

δ =
r (W−a)∆

r (W−a)+a
(0≤ r ≤ 1) (6.17)

O procedimento experimental (por exemplo, o definido pelas normas do ensaio) estabelece

que a fórmula da página anterior seja aplicada apenas à parcela plástica da abertura da ponta da

trinca (Fig. 6.10). A relação entre COD e CTOD será, portanto, dada por:

δ = δel +δpl =
Kc

λσeE
+

rpl (W−a)∆pl

rpl (W−a)+a
(6.18)

O ensaio de CTOD

Norma ASTM E1820-08a
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∆

F

Fc

∆c∆pl

Figura 6.10: Curva carga versus deslocamento tı́pica de um ensaio de CTOD.

A norma do ensaio define:

• δIc: CTOD medido próximo ao inı́cio da propagação estável de trinca (ou “pop-in”)

definido como ocorrido a∆ap = 0.2 mm + 0.7δIc , onde∆ap é a parcela plástica da

propagação estável da trinca medida no ensaio.

• δc: CTOD medido próximo ao inı́cio da propagação instávelde trinca (ou “pop-in”)

quando esta ocorre com∆ap < 0.2 mm + 0.7δIc,

• δu: CTOD medido no inı́cio da propagação instável de trinca(ou “pop-in”) quando o

evento ocorre com∆ap > 0.2 mm + 0.7δIc

• A norma define aindaδ ∗c como o valor medido na propagação instável de trinca sem ser

precedido por crescimento estável significativo.

Corpo de prova - a norma original (ASTM E 1290) admitia apenasduas geometrias:

I - Flexão de três pontos - SE(B) e

II - Compacto em tração, C(T).

A nova norma (ASTM E 1820-08a) admite ainda a realização doensaio com o formato

compacto em disco (disk-shaped compact, DC(T)).
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A pré-trinca é crescida por fadiga previamente ao ensaio eestá sujeita às mesmas restrições

que as devidas ao ensaio de tenacidade à fratura em deformac¸ão plana.

Uma particularidade curiosa é que existe uma separação geográfica entre as preferências

quanto aos ensaios de MFEP. Os autores britânicos preferemo ensaio de CTOD (talvez por-

que Wells fosse inglês), enquanto que os americanos preferem o ensaio de integral J, que será

discutido mais adiante.

A norma ASTM atual, por exemplo, praticamente tornou o ensaio de CTOD obsoleto, já que

em todos os casos este parâmetro é calculado a partir de valores medidos para J, abandonando

a idéia da rotação plástica do corpo de prova como havia sido discutido no inı́cio desta seção.

Recentemente a Japan Welding Engineering Society comissionou um estudo3 objetivando a

comparação das diferentes metodologias propostas pelasnormas americana (ASTM E1820-

08a) e britânica (BS7448). Este estudo concluiu que há umadiferença significativa entre os

valores de CTOD medidos pelas duas normas e que o valor definido pela norma ASTM resulta

em valores inferiores aos medidos na norma BS. Este diferenc¸a depende da razãoσu
σe

, sendo que

apenas para valores maiores que 0.8 deste parâmetro a diferença se torna negligı́vel (atingindo

até 60% de diferença para valores menores que 0.8).

Discuss̃ao de CTOD

CTOD permite expandir o escopo da mecânica da fratura para casos envolvendo plastici-

dade ilimitada, porém nestes casosδ não seŕa uma propriedade intrı́nseca do material (depen-

derá da espessura e da geometria do sistema).

CTOD também não possuia valor como critério de projeto até a introdução do conceito

de curva de desenho por CTOD (discutido em detalho por Paulo Sérgio da Silva, já citado

anteriormente).

6.3.2 IntegralJ

Outro parâmetro importante da MFEP é a chamada “integralJ”, introduzida inicialmente

por Eshelby em 1951 no contexto do estudo de discordâncias eaplicado independentemente por

Cherepanov (1967) e Rice (1968) para a investigação da propagação de trincas em materiais

dúcteis.

Usando o princı́pio da conservação de energia, Eshelby demonstrou que, para um material

3T. Tagawaet al., Investigation into the CTOD testing methodology revised in ASTM E 1290,In: Proceedings
of the 17th European Conference on Fracture, ESIS:Brno, RepTcheca (2008) pp. 522 – 529.
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elástico não linear, a integral de linha sobre o contornoΓ, definida por:

J =

∫

Γ

(
weldx2−T · ∂u

∂x1
dl

)
(6.19)

ondewel =
∫

σi j dεi j é a densidade de energia elástica,T é o vetor tração normal, atuando

no sentido exterior ao contorno,u é o vetor deslocamento (já introduzido anteriormente) e dl

é um elemento de linha no contorno, é independente do caminho (ou seja, ela se anula se o

contorno for fechado, vide Fig. 6.11).

x1

x2

Γ

T
dl

Figura 6.11: Representação de um contorno de linha em um s´olido elástico não linear, usado
para demonstrar a independência do caminho da integralJ.

A aplicação deJ a trincas se baseia no contorno esquematizado na Fig. 6.12:

Rice e Cherepanov argumentaram que nos trechos do contorno que se situam nas faces das

trincas (ou seja,Γ2 eΓ4) tanto as tensões quanto a tração devem se anular (por serem superfı́cies

livres), desta forma:

JΓ1 +JΓ3 = 0⇒ JΓ1 = J−Γ3 (6.20)

Como o contorno escolhido é arbitrário, entretanto, a relação obtida acima implica queJ

é uma constante independente do caminho, desde que este se inicie em uma face da trinca e

termine na outra (o que equivale dizer, desde que ele circunde a ponta da trinca).

Discuss̃ao da integral J

Apesar da aparente complexidade da definição deJ, a integral de linha é usada, unica e

exclusivamente, para obter o resultado da Equação 6.20, ou seja, queJ independe do caminho
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zona 
plastica

Trinca

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

Figura 6.12: Contorno de integração utilizado na análise do uso deJ como critério para
propagação de trincas.

de integração. No caso de trincas é possı́vel mostrar queJ corresponde à diferença de energia

de dois corpos sólidos contendo trincas de tamanhosa e a+da.

J≡ dU
da

?? (6.21)

A última definição sugere queJ é a generalização da força de extensão de trincaG para o

caso elasto-plástico e que, portanto, os mesmos métodos experimentais usados para a determinação

deG podem ser utilizados na determineção de J.

Como discutido anteriormente, os resultados valem para um material elástico não linear. A

equivalência com o material plástico é feita supondo queele é representado por um material

não linear elástico com a mesma curva tensão× deformação.

Esta restrição indica queJ não deveria ser um parâmetro válido para os casos envolvendo

carregamento cı́clico (fadiga) ou quando há crescimento lento de trinca apreciável4. A prática

demonstrou, entretanto, que estas restrições, se existirem, não provocam erros apreciáveis na

avaliação dos resultados.

4O que é uma contradição, já que os métodos experimentais para a determinação deJ requerem que a trinca se
mova de forma infinitesimal
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R = cte
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Fragil Comportamento
 R

Figura 6.13: Representação esquemática das “curvas R” de um material frágil ideal e de um
material que apresenta “comportamento R”.

6.3.3 CurvaR

Podemos retornar agora à ideia básica de Griffith, de que a fratura instável de um corpo

sólido ocorrerá quando houver o balanço entre a energia elástica liberada pelo crescimento da

trinca (G, J ou mesmoδ ) e a energia consumida para formá-la (genericamente descrita como

R). Segundo Irwin:

∂G
∂a

=
∂R
∂a

(6.22)

Da definição deG temos:

G =
K2
(
1−ν2

)

E
=

πσ2a
(
1−ν2

)

E
(6.23)

PortantoG corresponde a uma reta em função do tamanho da trinca, que passa pela origem

e cujo coeficiente de inclinação aumenta quandoσ aumenta.

Já a resistência ao crescimento da trinca não é conhecida a priori, mas esperamos que ela

tenha um comportamento não linear com o tamanho da trinca, já que ela depende da formação

da zona plástica, que também aumenta de forma não linear com o tamanho da trinca.

Esquematicamente podemos representar a condição de estabilidade através de um diagrama

que relacionaG eRcom o tamanho da trinca. Este diagrama (Fig. 6.13) recebe o nome decurva

R.

A curva R pode ser medida (normalmente por ensaios de CTOD ouJ), e atualmente os

ensaios de normalizados de determinação deJ ou CTOD são, na verdade, métodos para a
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determinação das curvasJ−R ou δ −R. Uma aplicação interessante das curvas Rs é no mo-

delamento de propriedades de materiais cerâmicos avançados por meio dos mecanismos de

tenacificação.

Relaç̃ao entre as medidas de tenacidade

Em resumo, temos dois tipos de abordagens na mecânica da fratura:

1. análise das tensões na ponta da trinca (Inglis,Kc)

2. análise da energia liberada durante o crescimento da trinca (Griffith,Gc)

As medidas da mecânica da fratura elasto-plástica (δc, Jc) tem um caráter hibrido e podem

ser interpretadas tanto como um parâmetro de campo de tens˜oes, quanto pertencentes a uma

abordagem energética.

Estas distinções são, obviamente, artificiais. As diferentes medidas de tenacidade à fratura

são equivalentes e interrelacionadas. Estas relações podem ser expressas esquematicamente

por:

J = G =
K2

E′
= λσeδ (6.24)

ondeE′ = E no EPT e E
(1−ν2)

no EPD e 1≤ λ ≤ 2.

As expressões acima, entretanto, somente valem rigorosamente no domı́nio da MFEL, para

materiais elasto-plásticos uma componente “plástica” necessita ser adicionada às definições de

J e δ .
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7 MECANISMOS DE DEFORMAÇÃO
PLÁSTICA E DE FRATURA DOS
MATERIAIS

7.1 Deformação plástica de monocristais

Até o momento tratamos da deformação plástica e da fratura de um ponto de vista fenome-

nológico, ou seja, descrevemoso queacontece, mas nãoo como.

Os dois fenômenos, entretanto, dependem da movimentação relativa de átomos, seja de

forma individual, seja de forma coletiva. O estudo da deformação plástica e da fratura do ponto

de vista atômico (ou molecular, no caso de polı́meros) é chamado deatoḿısticae é essencial no

desenvolvimento de novos materiais de engenharia com propriedades otimizadas, já que estes

são projetados através do controle destes mecanismos.

7.1.1 Tens̃ao de cisalhamento projetada

A figura a seguir representa esquemáticamente um monocristal cilı́ndrico sendo solicitado

em tração ao longo de seu eixo, que corresponde à direção cristalográfica
−→
ℓ ≡ [u′v′w′]. Na

mesma figura encontramos representado um sistema de escorregamento que consiste de uma

discordância com vetor de Burgers
−→
b ∝ [uvw] escorregando no plano cuja normal é−→n = (hkl).

Definimos (Fig. 7.1):

• O ânguloφ = n̂ℓ entre a direção de carregamento e a normal do plano de escorregamento

e

• O ânguloλ = b̂ℓ entre a direção de carregamento e o vetor de Burgers da discordância.

Por meio de considerações geométricas simples é possı́vel domonstrar que a tensão de
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n
b
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b
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λ

Figura 7.1: Definições dos ânculos usados no cálculo da tensão de cisalhamento projetada.
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cisalhamento projetada na direção do vetor de Burgers e noplano de escorregamento será dada

por:

τ = σ cosφ cosλ (7.1)

Para reticulados de Bravaiscúbicos é possı́vel representar a equação acima em termos dos

ı́ndices de Miller correspondentes às direções e planoscristalográficos por meio dos cossenos

diretores:

coŝab=
−→a ·−→b
|−→a ||−→b |

(7.2)

7.1.2 Lei de Schmid

Em 1950 Schmid e Boas propuseram a seguinte regra, que supostamente rege a ativação de

sistemas de escorregamento em monocristais:

Metais escoam plasticamente quando a tensão de cisalhamento projetada atuando

sobre o sistema de escorregamento atinge o valor crı́tico

τCRSS= Mσe = σecosφ cosλ (7.3)

O fatorM recebe o nome de fator de Schmid e a regra acima é conhecida pelo nome de lei

de Schmid. A constanteτCRSSé conhecida comotens̃ao de cisalhamento projetada cŕıtica

(“critical resolved shear stress”) e supostamente é constante para um dado sistema de escorre-

gamento.

A lei de Schmid é experimentalmente verificada em uma sériede situações, notadamente

em metais hexagonais compactos que, por natureza, apresentam poucos sistemas de escorre-

gamento. Diversos fatores, entretanto, podem provocar desvios da lei de Schmid. Entre estes

podemos citar:

• a ativação de dois ou mais sistemas de escorregamento logono inı́cio da deformação

plástica,

• a ativação de maclação mecânica (que não obedece à lei de Schmid) logo no inı́cio da

deformação plástica e
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• núcleos de discordâncias com configurações complexas (não planas), que precisam se

rearranjar para que a discordância possa deslizar (este éo caso dos metais CCC, por

exemplo).

Analisando a forma da lei de Schmid, verificamos que a máximatensão projetada será

obtida quandoφ = λ = 45o. Por outro lado, casoφ ouλ = 0o ou 90o, a tensão se anulará.

Exerćıcio 7.1Prove as afirmações do parágrafo anterior.

Desta forma é esperado que os sistemas de escorregamento que serão ativados logo no

inı́cio da deformação plástica se situarão a aproximadamente 45o do eixo de aplicação da

carga, o que coincide com estimativas anteriores feitas em conexão com a análise do estado de

tensão do carregamento uniaxial.

Outra conseqüência da lei de Schmid é que a tensão projetada crı́tica será a mesma indepen-

dente do sinal deτ, desta forma a lei de Schmid não prevê a ocorrência de anisotropia plástica

(efeito Bauschinger, por exemplo).

Exerćıcio 7.2Considere um monocristal cilı́ndrico de cobre orientado com seu eixo ao longo

da direção [123], que corresponde também ao eixo de carregamento. Calcule o fator de Schmid

para cada um dos doze sistemas de escorregamento e o limite deescoamento do monocristal,

supondo queτCRSS= 50 MPa.

Relembrando: o cobre tem a estrutura cristalina CFC com parˆametro de redea0 e se de-

forma por sistemas de escorregamento do tipo:

a0

2
< 110> {111} (7.4)

Geometria da deformaç̃ao plástica

A lei de Schmid, a rigor, somente é válida para o inı́cio da deformação plástica de monocris-

tais. A razão disto é que, com o progresso da deformação plástica, a orientação de monocristal

em relação à força que está sendo aplicada se altera (o reticulado do cristal “roda” no espaço,

em conseqüência da deformação plástica, como esquematizado na Fig. 7.2).

Esta “rotação” do reticulado explica o surgimento detextura em policristais deformados

plasticamente. Modelos numéricos (por exemplo, o modelo de Taylor) podem ser emprega-

dos para prever qual será afunção de distribuição de orientaç̃oes cristalogŕaficas (ODF,

de “orientation distribution function”) de um material policristalino sujeito a um dado nı́vel
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sist. primario

sist. secundario

Figura 7.2: Representação esquemática da origem da rotação do reticulado de um monocristal
durante a deformação plástica do mesmo.

de deformação. Estes modelos pressupõem, basicamente,a validade da lei de Schmid, conside-

rando cada grão como um monocristal que está sujeito a restrições de deformação geradas pelos

seus vizinhos (no modelo “clássico” de Taylor assume-se que a deformação total é homogene-

amente distribuida por todos os grãos do material).

Um aspecto importante relacionado à Figura 7.2 é que a deformação plástica, em sı́, não e a

causa da rotação. De fato, se as garras da máquina representadas na figura pudessem se mover

lateralmente seria possı́vel em tese continuar a deformação plástica sem alterar a orientação do

cristal. É a máquina de ensaios (que é muito mais rı́gida que o corpo de prova) que impõe a

rotação ao cristal. De fato, a rotação é uma caracterı́stica do processo de conformação, o que

complica sobremaneira o problema.

7.1.3 Est́agios da deformaç̃ao plástica de monocristais

Um monocristal orientado de tal forma que apenas um sistema de escorregamento seja ativo

no inı́cio da deformação plástica é ditoorientado para monodeslizamento(“single slip” ou

“easy glide”). Caso o monocristal esteja orientado de tal forma que mais de um sistema seja

ativado já no inı́cio da deformação plástica, diz-se que estáorientado para polideslizamento

(“polyslip”).

Eventualmente, em função da rotação do reticulado, outros sistemas de escorregamento pas-

sam a se tornar propı́cios à ativação, aumentando a probabilidade de interação de discordâncias
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(encruamento). Para deformações ainda maiores o nı́vel de tensão pode aumentar tanto que

mecanismos alternativos de superação de obstáculos podem ser ativados (por exemplo, desliza-

mento com desvio, “cross slip”). Estes fatores devem ser levados em conta na interpretação do

comportamento mecânico de monocristais deformados plasticamente.

A Figura 7.3 apresenta esquematicamente a curva tensão de cisalhamento vs. deformação

angular para um monocristalde metal CFCgenérico orientado para monodeslizamento.

τ

γ

θΙ

θΙΙ

θΙΙΙ

τCRSS

Figura 7.3: Representação esquemática da curvaτ × γ de um monocristal CFC orientado para
monodeslizamento.

A curva anterior pode ser dividida em três regiões distintas:

• Estágio I ou região de monodeslizamento, caracterizado por baixas taxas de encruamento

(θI ≈ θII
10) e estrutura de deformação composta por linhas de escorregamento paralelas e

regularmente espaçadas e as discordâncias são igualmente paralelas formando aglomera-

dos predominantemente dipolares1 .

• Estágio II ou região de encruamento linear, caracterizado por um aumento significativo

da taxa de encruamento (θII
G ≈ 1

300) e o inı́cio da formação de uma estrutura celular de

deformação, com o tamanho de célula decrescendo conforme a deformação aumenta (a

definição da estrutura celular depende da Energia de Defeito de Empilhamento - EDE -

do material, sendo maior quanto maior for o valor de EDE).

• Estágio III ou região de encruamento parabólico, caracterizado por uma queda da taxa de

encruamento.́E neste estágio que fenômenos de recuperação dinâmicae o deslizamento

com desvio começam a ser ativados (daı́ a queda da taxa de encruamento).

1Na lı́ngua inglêsa usa-se o termo técnico “braids”, ou tranças, para descrever estas estruturas.
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O estágio I não é observado me policristais, já que sempre haverá um (ou mais de um)

grão onde orientado para polideslizamento já no inı́cio da deformação plástica. Nestes casos a

deformação já se inicia no estágio II e progride rapidamente para o estágio III.

O estágio II é pouco afetado pela temperatura e é muito semelhante em diferentes materiais,

porém sua extensão máxima dependerá deste parâmetro (já que o escorregamento com desvio é

termicamente ativado).

O estágio III é afetado, além da temperatura, pela energia de defeito de empilhamento,

pois esta controla a separação das parciais de Schokley que devem se recombinar para que

o deslizamento com desvio possa ocorrer (grosseiramente, quanto maior a separação entre as

parciais, menor a facilidade com que a discordância poder´a sofrer deslizamento com desvio).

Recentemente tornou-se corrente a identificação de um estágio IV, que corresponde a um

novo estágio de encruamento linear porém com taxa de encruamento da ordem deG1000. Segundo

Kuhlman-Wilsdorf2 este estágio pode ser observado até deformações verdadeiras da ordem de

4,0. Para deformações ainda maiores identificou-se mais recentemente um estágio V, onde a

taxa de encruamento cai novamente.

7.2 Teorias do encruamento

Baseado em D. Kuhlmann-Willsdorf “Theory of workhardening1934-1984”Metall. Trans.

vol. 16A, 1985, pp. 2091-2108.

Logo após a introdução praticamente simultânea do conceito de discordância na fı́sica do

estado sólido por Polanyi, Orowan e Taylor (1934) este começou a ser aplicado à plasticidade

das ligas metálicas. Já de inı́cio estabeleceu-se uma dualidade na interpretação do fenômeno do

encruamento:

• A interpretação dinâmica de Polanyi-Orowan e

• A interpretação estática de Taylor

2D. Kuhlman-Wilsdorf, H. G. F. Wilsdorf, J. A. Wert, LEDS theory of workhardening stages and “planar”
versus “distributed” glide, Scripta Metall. Mater. v. 31 (1994) pp. 729 – 734.
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Teoria de Becker (1925-1929)

Muito antes da “invenção” do conceito de discordância, R. Becker havia proposto que a

deformação plástica macroscópica em materiais cristalinos dependeria, em contraste com o

escoamento viscoso de fluidos, da ativação de regiões especı́ficas de volumeV, tal que quando

uma dada tensão crı́tica (digamosσcrit ) fosse atingida, ocorreria um incremento unitário da

deformação plástica (digamosλ ), provisoriamente suposta proporcional à tensão macroscópica

aplicada. Incrementos macroscópicos da deformação pl´astica ocorreriam, portanto, a uma dada

tensãoσa quando, pela ação de flutuações térmicas, a energia el´astica localVσ2
a

2E ultrapassasse
Vσ2

crit
2E .

Desta forma, a teoria de Becker associa a deformação plástica aofluxo viscosoe, por isto,

é uma teoria dinâmica.

Teoria de Polanyi-Orowan

Polanyi e Orowan, independentemente, aplicaram a idéia deBecker ao “novo” conceito de

discordância, identificando o evento unitário como a criação ou o escorregamento de uma dis-

cordância no volumeV. As tensões normais e o módulo de rigidez são substituidos por tensões

de cisalhamento,τa e τc e pelo módulo de cisalhamentoG e τc é identificado, modernamente,

comτCRSS.

Orowan supôs que a energia de ativação do evento unitário seria independente da tensão

aplicada obtendo:

dγ
dt

= Cexp




−

[
V (τc−qτa)

2
]

2GkBT




 (7.5)

ondekB é a constante de Boltzmann eq é um fator denominado “fator de multiplicação de

discordâncias”, introduzido em épocas anteriores para compatibilizar a tensão teórica de cisa-

lhamento de planos cristalinos com os limites de escoamentoexperimentalmente observados.

O grande sucesso da teoria de Polanyi-Orowan está na previsão da dependência do limite

de escoamento com a temperatura, na forma:

τe = τc−B
√

T (7.6)

ondeB é uma constante.

Orowan também introduziu o conceito de que as discordâncias, além de serem os porta-
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dores da deformação unitária, são fortes concentradores de tensão e introduzem defeitos que

bloqueiam planos de escorregamento. A teoria de Polanyi-Orowan se concentra na ativação

térmica da taxa de deformação como fenômeno fundamental (de acordo com a teoria de Bec-

ker). Nas palavras do próprio Orowan (Z. Phys.vol. 97, 1935, p. 576):

“Strain hardening is basically an unimportant side effect of plastic flow”

Teoria de Taylor

Em contraste com a teoria de Polanyi-Orowan, Taylor propôsuma teoria “estática”, baseada

num arranjo regular de baixa energia formado por colunas paralelas de discordâncias retas em

cunha tais que o sinal das discordâncias se invertia em colunas vizinhas. Este arranjo especial

recebe o nome modernos de “reticulado de Taylor” (Figura 7.4).

l

Figura 7.4: Representação esquemática de um reticuladode Taylor.

Considerando um reticulado quadrado de espaçamentoℓ o modelo pode ser resumindo

da seguinte forma: como as discordâncias não podem se formar no interior do cristal, elas

devem vir ou da superfı́cie ou de um contorno de grão, situado a uma distânciaL. Desta forma,

para proceder à deformação plástica uma discordânciaem média deve viajar uma distânciaL
2,

produzindo uma deformação dada por:

γ =
ρbL

2
(7.7)
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ondeb representa o vetor de Burgers da discordância eρ representa a densidade de dis-

cordâncias no reticulado (medida em unidades de comprimento de linha de discordância por

metro cúbico de cristal), que é dada em função do espaçamento do reticulado por:

ρ =
1
ℓ2 ⇒ γ =

bL
2ℓ2 (7.8)

A seguir Taylor procedeu a uma análise cuidadosa das tensões geradas pelo arranjo de

discordâncias mostrando que a tensão necessária para deslizar as colunas relativamente umas as

outras de forma a produzir mais deformação plástica é inversamente proporcional à separação

entre as colunas:

τ =
C
ℓ

=

(√
2C√
bL

)
√

γ (7.9)

ondeC é uma constante. Desta forma se obtém a famosa equação deTaylor:

τ = τCRSS+αGb
√

ρ (7.10)

ondeα é uma constante que assume valores tipicamente entre 0,3 e 0,6.

A equação de Taylor descreve o chamado encruamento parab´olico, que nas palavras de

Kuhlmann-Wilsdorf

“ . . . has been vindicated to the fullest extent, and has turned outto be one of the

most reliably robust relationships of all plastic deformation theory.”

A equação de Taylor é verificada experimentalmente em metais e ligas e até mesmo para

cerâmicas (acima da temperatura de transição dúctil-frágil).

Cr ı́tica às teorias antigas

Apesar de bem sucedidas na previsão de certos aspectos da deformação plástica, as teo-

rias de Polanyi-Orowan e Taylornão s̃ao efetivamente representativas do que ocorre durante a

deformação plástica e, portanto, no encruamento.

Kuhlmann-Wilsdorf critica teorias baseadas nas diferenças de tensões residuais (teorias do

tipo Polanyi-Orowan) geradas por concentradores de tensão (empilhamentos de discordâncias)

com base no argumento simples de que a deformação plástica sempre se inicia no ponto mais
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fraco (ou seja, com a tensão residual mais favorável) e portanto estas devem estar balanceadas

no interior do cristal, não contribuindo de forma significativa para o encruamento.

A própria teoria de Taylor apresenta deficiências, que ficam evidentes quando verificamos

que ela prevê apenas o estágio III (parabólico) da deformação plástica de monocristais. O que

ocorre nos estágios I e II?

Efetivamente, conforme Kuhlmann-Wilsdorf descreve, as tentativas de unificação das interpretações

dinâmica e estática levou necessariamente ao abandono deduas hipóteses básicas da teoria de

Becker:

• a ativação térmica da emissão das discordâncias e

• o papel relevante dos concentradores de tensão.

Conforme os resultados que a autora discute, estas duas hip´oteses são conflitantes com

evidências experimentais.

A natureza das teorias modernas

Baseado em D. Kuhlman-Wilsdorf, Q: Dislocation structures— how far from equilibrium?

A: very close indeed, Mater. Sci. Eng. A315 (2001) 211 – 216.

Segundo Kuhlman-Wilsdorf, as teorias modernas do encruamento podem ser divididas em

duas classes, a primeira, denominada SODS (Self-organizing dislocation structures), defende

que as estruturas e padrões desenvolvidos na deformaçãoplástica são uma consequência do

caráter termodinâmico fortemente irreversı́vel (lembre-se que cerca de 90% do trabalho plástico

é dissipado na forma de calor). Padrões de auto-organizac¸ão são freqüentemente observados na

natureza e associados a um forma de maximizar a produção deentropia pelo sistema, conforme

reza a teoria da termodinâmica dos processos irreversı́veis (Consulte os livros de I. Prigogine

para discussões a respeito deste assunto).

Kuhlman-Wilsdorf defende uma posição alternativa, denominada LEDS (Low energy dis-

location structures, que propõe que as estruturas de discordâncias formadas seriam aquelas

mais próximas possı́veis do equilı́brio termodinâmico.Argumentos favoráveis listados por esta

autora para justificar a teoria LEDS são:

• As estruturas de discordâncias se formam de maneira praticamente instantânea mesmo

a taxa de deformação tão baixas quanto 10−6 s−1 (portanto independente do fluxo de

trabalho aplicado).
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• Assim que a deformação é suspensa a temperaturas baixas ou moderadas (ou seja, quando

fenômenos de recuperação são raramente observados) asestruturas de deformação per-

manecem praticamente inalteradas por um perı́odo indefinido.

• Finalmente se a deformação é interrompida sob carga e a temperatura é aumentada conti-

nuamente as poucas alterações da microestrutura de deformação se restringem à eliminação

de resı́duos de discordâncias, até que a recristalizaç˜ao (eventualmente dinâmica) se pro-

cessa.

Segundo esta autora as evidências experimentais apontam para uma relação um-a-um entre

a máxima tensão previamente aplicada no material e a microestrutura de deformação desenvol-

vida.

Não cabe aqui uma descrição detalhada da teoria LEDS, porém é fácil notar que a dua-

lidade “teoria dinâmica” (Becker-Orowan-Polaniy) versus “teoria estática” (Taylor) é mantida

nas teorias modernas.

Exerćıcio 7.3

Você compareceu a uma festa onde encontrou um colega do curso de Engenharia Mecânica

(suposto entendedor de engenharia dos materiais) “botandobanca” para uma roda de amigos

leigos no assunto, contando os rudimentos da teoria de Orowan-Polanyi para o encruamento.

Você, sabendo que esta teoria está ultrapassada, resolvedar uma lição ao dito cujo, enume-

rando as falhas da teoria e as bases das teorias modernas (como a teoria do comprimento de

malha,mesh length theory, por exemplo), que se baseiam na formação de estruturas estáveis de

discordâncias e no princı́pio da auto-similaridade.

a . Descreva os fundamentos das abordagens alternativas propostas por Polanyi-Orowan e por

Taylor para explicar o encruamento.

b . Existe uma razão muito simples, vinculada à deformaç˜ao de monocristais, que demonstra

que ambas as abordagens são inadequadas, que razão é esta?

c . De acordo com a teoria do comprimento de malha, o que ocorreno estágio de encruamento

linear? Quando se dá a transição para o estágio de encruamento parabólico?

7.3 Microestruturas de deformação
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Baseado em D. Kuhlman-Wilsdorf, H. G. F. Wilsdorf, J. A. Wert, LEDS theory of workhar-

dening stages and “planar” versus “distributed” glide, Scripta Metall. Mater. v. 31 (1994) pp.

729 – 734.

Segundo Kuhlman-Wildsdorf, os materiais metálicos podemser divididos em duas cate-

gorias dependendo das microestruturas de deformação quese formam durante a deformação

plástica:

• Metais puros CFC e HC, bem como metais e ligas CCC em geral apresentam escorre-

gamento “distribuı́do” (também conhecido como “wavy” glide, devido à forma ondulada

das bandas de escorregamento).

• Ligas CFC e HC apresentam escorregamento “planar”.

Estas diferenças estão associadas às microestruturas de deformação desenvolvidas nestes

materiais. Metais com escorregamento distribuı́do desenvolvem uma estrutura celular, já mate-

riais com escorregamento planar desenvolvem uma estruturade deformação mais homogênea,

semelhante a um reticulado de Taylor.

As estruturas celulares correspondem a coleções de contornos de rotação (i.e. paredes de

discordâncias que separam regiões volumétricas mutuamente relacionadas por um dado ângulo

de rotação) e constituem uma estrutura tipo mosaico de blocos desorientados. A presença de

desorientação através da parede evidencia a existência de uma certa predominância de dis-

cordâncias de um dado sinal, apesar disto praticamente todas as demais discordâncias encontram-

se combinadas formando dipolos ou multipolos de maior ordem.

Os reticulados de Taylor (cuja forma mais simples, contendoapenas um vetor de Burgers,

é apresentada na Figura 7.4) corresponde a um arranjo quaseregular de discordâncias sem

que haja predominância de um dado sinal, de tal forma que as tensões geradas por uma dada

discordância seja compensada pela visinha de sinal inverso e as tensões de longo alcance (ou

seja, acima da distância de primeiros visinhos no reticulado de Taylor) se cancelam.

A preferência da natureza por estruturas dipolares ou multipolares de discordância pode

ser explicada considerando-se que cerca de 90% da energia delinha de uma discordância está

associada ao campo elástico de longo alcance gerado por ela. Cancelar o campo de longo

alcance, portanto reduz a energia efetiva de linha da discordância, tornando esta estrutura mais

estável. Esta é a base da teoria LEDS, ou seja, entre todas as possı́veis estruturas de deformação

que possivelmente se formariam sob as restrições de geometria de deformação e mobilidade das

discordâncias dadas, aquela que resulta na mais baixa energia é a escolhida.
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Segundo Kuhlman-Wilsdorf, os estágios da deformação plástica podem ser compreendidos

face a transformações das estruturas de baixa energia formadas no cristal. Assim:

• No estágio I formar-se-ı́am configurações de dipolo de discordâncias isoladas, tal que o

campo elástico mútuo seja blindado, ou seja, a microestrutura de deformação se asseme-

lha a um reticulado de Taylor.

• Na transição do estágio I para o II as tensões residuais de tração ou de compressão per-

mitem ativar outros sistemmas de escorregamento, mesmo quando a tensão projetada é

inferior à crı́tica para este segundo sistema. A estruturanesta fase é denominada estrutura

de tapete (“carpet” ) por Kuhlman-Wilsdorf e segundo esta autora ela consiste deparedes

de rotação (tilt walls) de discordâncias com ângulo alternado, formando um reticulado de

Taylor rodado. Segundo a autora o emaranhamento de discordˆancias em materiais com

escorregamento distribuı́do obscurece a estrutura em tapete.

• Durante o estágio II a formação da estrutura em tapete continua e o reticulado de Taylor

se densifica, segundo o princı́pio da auto-similaridade3.

• A transição do estágio II para o III corresponde à conversão do reticulado de Taylor em

uma estrutura composta por células equiaxiais, o que exigea mobilidade tridimensional

das discordâncias, ou seja, deslizamento cruzado, ascensão e ativação de outros siste-

mas de escorregamento. Desta forma o estágio III é retardado ou mesmo suprimido em

materiais com deslizamento planar.

• No estágio III a auto-similaridade leva a uma redução do diâmetro de célula e a um

aumento da desorientação entre células, enquanto isto ataxa de aprisionamento de dis-

cordâncias nas paredes de células diminui (levando a uma diminuição da taxa de encrua-

mento).

• A transição do estágio III para o IV ocorre por incompatibilidade entre a energia devida à

desorientação nas paredes de célula, que cresce mais rápido do que a energia de linha das

discordâncias decresce.

• No estágio IV a incompatibilidade acima mencionada leva a uma alteração da forma

das células, que deixam de ser equiaxiais assumindo formasalongadas, achatadas ou

outras, que dependem da geometria imposta na deformação (por exemplo, em trafilação as

células tornam-se alongadas, na laminação elas se tornam achatadas e assim por diante).

3Auto-similaridade se refere a um processo onde uma dada estrutura geométrica permanece inalterada exceto
pela sua escala. Uma transformação auto-similar, portanto, mantém a estrutura básica inalterada, reduzindo ou
aumentando continuamente a escala da mesma.
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À época da redação do artigo acima mencionado o estágio Vainda não havia sido iden-

tificado, mas ele está associado a uma nova transformaçãoda estrutura de discordâncias onde

a desorientação entre células cresce tanto que os contornos de célula se transformam em con-

tornos de alto ângulo. A estrutura de deformação no estágio V, portanto, corresponde a uma

estrutura de grão equiaxiais (vide seção 7.3.1).

7.3.1 Aplicaç̃ao: Equal-Channel Angular Pressing (ECAP)

Baseado em R. Z. Valiev, T. G. Langdon “Principles of equal-channel angular pressing as a

processing tool for grain refinement”Progr. Mater. Sci.51 (2006) 881–981.

O processo conhecido como “Equal-channel angular pressing” (ECAP) tem recebido muita

atenção nos últimos anos dada a sua capacidade de produzir microestruturas de deformação al-

tamente desenvolvidas, correspondendo a deformações verdadeiras altı́ssimas. Uma das carac-

terı́sticas deste processo está na possibilidade de se obter microestruturas com grãos equiaxiais

sub-micrométricos (ou até mesmo nanométricos), o que tem um óbvio impacto na tecnologia.

A capacidade de produzir amostras altamente deformadas, entretanto, tem sido empregada

por diversos pesquisadores com o intuito de investigar o desenvolvimento da microestrutura

de deformação nestes limites de altissimo encruamento. Neste livro iremos nos concentrar

principalmente nesta caracterı́stica do ECAP.

A Figura 7.5 apresenta os princı́pios básicos do ECAP e algumas definições importantes.

Figura 7.5: Princı́pios do processo de ECAP.
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No processo de ECAP um tarugo é prensado através de uma matriz que apresente seção

transversal constante, mas que contém uma brusca variaç˜ao angular no interior. A capacidade

do ECAP de produzir deformações elevadı́ssimas sem variação da seção transversal do tarugo

é uma das suas principais vantagens.

Na Figura 7.5 estão representadas também as definições dos planos X, Y e Z, que serão

usados na discussão que se segue.

A Figura 7.6 apresenta esquematicamente a deformação imposta a um tarugo em uma ma-

triz com ângulo interno de 90oapós um passe de ECAP. Nota-se que a deformação imposta é

uma deformação angular da ordem deγ = 1.0.

Figura 7.6: Representação da deformação impressa em umtarugo processado por ECAP du-
rante um passe em uma matriz com ângulo interno de 90o.

O processamento por ECAP não precisa, obviamente, se limitar a apenas um passe através

da matriz. Na aplicação de diversos passes pode-se definirquatro rotas de processamento, que

são descritas a seguir:

• Rota A (nenhuma rotação)

• Rota BA (±90o em torno de X)

• Rota BC (+90o em torno de X)

• Rota C (180o em torno de X)
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A Figura 7.7 apresenta uma representação esquemática dadeformação imposta ao tarugo

em função do número de passes e da rota escolhida. Nota-seque as rotas BC e C são as que

permitem uma melhor homogeneidade da deformação imposta. De fato, estas são as rotas que

produzem as microestruturas mais homogêneas, como será visto posteriormente.

Figura 7.7: Representação esquemática da deformaçãoaplicada a um tarugo processado por
ECAP ao longo das quatro rotas clássicas.

Dentre os parâmetros de processamento que mais afetam a microestrutura e as propriedades

mecânicas do tarugo porcessado por ECAP temos a composiç˜ao, a temperatura de prensagem e

os ângulos da matriz. A composição do tarugo afeta, por exemplo, o tamanho de grão final, de

tal forma que ligas possuem em geral tamanhos de grão mais finos para as mesmas condições

de processamento. Assim, por exemplo, alumı́nio puro processado por ECAP possui tamanhos

de grão finais da ordem de 1µm, enquanto que ligas de alumı́nio contendo 3% Mg possuem

tamanhos de grão finais cerca de uma ordem de grandeza menor.

A temperatura afeta o tamanho de grão final, de tal forma que quanto menor ela for, tanto

menor será o tamanho de grão final.

Por fim, os ângulos da matriz afetam as propriedades do tarugo atravéz da deformação total

imposta e de sua concentração. Figura 7.8 apresenta quatro matrizes de ECAP com ângulos

variáveis. Os ângulos a que nos referimos são denominados “ângulo externo” (o ângulo obtuso)
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e “interno” (o ângulo agudo). Nota-se que quanto menor for oângumo externo maior será a

deformação total imposta no tarugo. Já um menor ângulo interno implica na concentração desta

deformação em uma região menor. Naturalmente existe umabalanço entre os ângulos internos

possı́veis para um dado valor de ângulo externo em matrizesreais.

Figura 7.8: Quatro matrizes de ECAP com ângulos internos e externos variáveis.

A Figura 7.9 mostra a microestrutura desenvolvida em um tarugo de alumı́nio puro após 4,

6, 9 e 19 passes de ECAP (deformação total acumulada da ordem de 4,0) segundo a rota BC

usando as matrizes apresentadas na Figura??. Nota-se que não apenas a matriz com ângulo ex-

terno de 90o produz a microestrutura mais homogênea como também esta ´e composta de grãos

microcristalinos (como evidenciado pela presença de anéis no padrão de difração de área seleci-

onada, o que prova que os contornos lá visı́veis são de altoângulo). Já a matriz de 157,5o produz

uma microestrutura composta por subgrãos, consideravelmente mais heterogênea (a presença de

pontos isolados no padrão de área selecionada correspondente mostra que a desorientação en-

tre as regiões desta microestrutura é baixa, o que só podeser compatı́vel com a presença de

contornos de baixo ângulo nesta microestrutura).

A Figura 7.10 mostra a microestrutura desenvolvida em uma amostra de alumı́nio poli-

cristalino após um passe em ECAP mostrando o caráter altamente anisotrópico da deformação

produzida. Os grão no plano Y estão claramente deformados, assim como os do plano X, mas

os grão do plano Z aparentemente não mudam de forma.

Após dois passes, a variação de rota de processamento passa a ser possı́vel. A Figura 7.11

mostra as microestruturas desenvolvidas por meio das rotasA, B (com dois passes as rotas BA

e BC são equivalentes) e C. Aparentemente a microestrutura desenvolvida na rota C é mais

homogênea.

Valiev e Langdon relatam resultados obtidos no processamento por ECAP de monocris-
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Figura 7.9: Microestruturas produzidas em um tarugo de alumı́nio puro processada com 4, 6, 9 e
19 passes de ECAP (resultando em uma deformação total acumulada da ordem de 4,0) segundo
a rota BC usando as matrizes mostradas na Figura 7.8.

Figura 7.10: Aspecto da microestrutura desenvolvida em umaamostra de alumı́nio policrista-
lino após um passe em ECAP.
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Figura 7.11: Microestruturas desenvolvidas após dois passes de ECAP segundo as rotas A (a),
B (b) e C (c).

tais de alumı́nio de alta puresa. Estes resultados, apesar de pouco relevantes do ponto de vista

tecnológico, permitem obter informações valiosas sobre os mecanismos de deformação envol-

vidos em ECAP, pois é possı́vel orientar o monocristal de forma a impor um dado sistema de

escorregamento ativo no plano de máximo cisalhamento. A Figura 7.12 apresenta as condições

geoméricas e o resultado de uma destas experiências, ondeo cristal foi deformado em um passe

de ECAP com um ângulo de entrada cerca de 20◦ fora da orientação ideal. A microestru-

tura desenvolvida nesta amostra é formada por uma grande quantidade de contornos de baixo

ângulo (vide a figura de difração em área selecionada no detalhe) alongados aproximadamente

a 60◦ em relação ao eixo X, consistente com a direção de máximo cisalhamento esperada para

esta orientação.

(a) (b)

Figura 7.12: Relações geométrias entre o sistema de escorregamento e a matriz de ECAP em
experiências envolvendo monocristais CFC (a) e o resultado de uma destas experiências, com
um monocristal de alumı́nio de alta pureza após um passe de ECAP com um ângulo de entrada
cerca de 20o fora da orientação ideal (b).
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A investiação do desenvolvimento da microestrutura em materiais policristalinos é mais

desenvolvida e, obviamente, mais relevante do ponto de vista tecnológico. A microestrutura

desenvolvida em Alumı́nio puro policristalino após um passe de ECAP é apresentada na Figura

7.13. Observa-se nesta figura que, apesar de todas as microestruturas serem consistentes com

distribuições de contornos de grão de baixo ângulo (como no caso do alumı́nio monocristalino),

o plano Y começa a apresentar uma maior dispersão na desorientação etra grãos.

Figura 7.13: Microestrutura desenvolvida em alimı́nio policristalino após um passe de ECAP.

A mesma amostra, processada em dois passes de ECAP encontra-se reproduzida na Figura

7.14. É evidente que diferenças tanto no tamanho médio de sub-grão, quanto na dispersão

de desorientações são observadas em função da orientação (do plano de observação) quanto

da rota de processamento. As amostras processadas segundo arota B apresentam maiores

desorientações, particularmente nos planos X e Z.

Finalmente após 4 passes de ECAP 7.15 as diferenças passama ser mais evidentes, com as

microestruturas mais homogêneas sendo produzidas pelas rotas BC e C. As figuras de difração

de área selecionada também mostram que a desorientaçãocondiz com uma distribuição aleatória

de direções de grão, ou seja, os contornos observados na figura são majoritariamente de alto

ângulo.

A Figura 7.16 mostra a variação da fração volumétrica de contornos de alto ângulo em
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Figura 7.14: Aspecto das microestruturas desenvolvidas após 2 passes de ECAP em alumı́nio
policristalino segundo as rotas de processamento A (a), B (b) e C (c).

Figura 7.15: Microestruturas desenvolvidas após quatro passes por ECAp em alumı́nio policris-
talino.
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função do número de passes aplicados segundo a rota BC para o alumı́nio puro. Esta fração se

aproxima de um ponto de saturação em torno de 80% para um número de passes superior a 6,

denotando o carater refinador de grão do processo.

Figura 7.16: Fração volumétrica de contornos de alto ângulo em função do número de passes
aplicados segundo a rota BC para alumı́nio puro.

Recentemente Mishraet al.4 publicaram resultados experimentais na caracterizaçãoda

evolução microestrutural de cobre sujeito a ECAP segundoa rota BC e propuzeram um modelo

capaz de explicar o surgimento da microestrutura composta por grãos sub-microcristalinos. O

modelo, mostrado na Figura 7.17, prevê a evolução da microestrutura em cinco etapas: partindo-

se de uma distribuição homogênea de discordâncias formam-se células alongadas separadas

por sub-contornos, que bloqueiam o deslizamento de outras discordâncias. Eventualmente as

células alongadas fragmentam-se e os contornos se reorientam transformando-se em contornos

de alto ângulo.

Este modelo, apesar de atrativo, deve ser validado por medidas independentes por outros

grupos e em outros metais.É interessante notar que as microestruturas produzidas porECAP

são muito semelhantes àquelas observadas no interior de bandas de cisalhamento nos mesmos

metais. De fato o processo de ECAP pode ser interpretado comoa propagação controlada de

uma banda de cisalhamento por todo o comprimento do tarugo e esta semelhança aparentemente

é justificável.

4A. Mishra, B. K. Kad, F. Gregori, M. A. Meyers, Microstructural evolution in Copper subjected to severe
plastic deformation: Experiments and Analysis, Acta Mater. v. 55 (2007) 13–28.
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Figura 7.17: Modelo proposto por Mishraet al. para explicar a evolução microestrutural do
cobre sujeito a ECAP, gerando a estrutura sub-microcristalina. (a) Distribuição homogênea
de discordâncias, (b) Formação de células alongadas, (c) Bloqueio do escorregamento de dis-
cordâncias por sub-contornos, (d) Fragmentação das células alongadas e (e) Reorientação dos
sub-contornos para produzir contornos de alto ângulo.
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7.3.2 Heterogeneidades microestruturais de deformação

Baseado em B. Bay, N. Hansen, D. A. Hughes, D. Kuhlman-Wilsdorf, Evolution of FCC

deformation structures in polyslip, Acta Metall. Mater. 40(1992) 205 – 219.

A descrição da evolução microestrutural de materiais metálicos plasticamente deformados

feita até aqui ignora as heterogeneidades espaciais que sedesenvolvem no interior dos grãos.

Mesmo antes do consenso sobre o papel das discordâncias na deformação plástica a consciência

do surgimento de heterogeneidades de deformação era corrente. Assim estruturas conhecidas

como bandas de deformação, bandas de transição e bandasde rotação eram identificadas, prin-

cipalmente por meio de metalografia óptica.

Com o advento do microscópio eletrônico de transmissão tornou-se evidente, entretanto,

que a estrutura de discordâncias inerente a materiais com escorregamento distribuı́do é celular.

A conexão entre esta estrutura “microscópica” com as heterogeneidades na escala dos grão

passou a ser um problema contundente.

Bayet al. publicaram em 1992 um artigo de revisão que se propôs a unificar a terminologia

e descrever com detalhes esta conexão. Estes autores se restringiram a metais CFC caracteri-

zados por escorregamento distribuı́do (ou seja, com alta energia de defeito de empilhamento,

EDE). Este modelo será descrito a seguir.

Desde os princı́pios da teoria da plasticidade surgiu o consenso de que para que a deformação

plástica de policristais seja contı́nua, há a necessidade de se ativar pelo menos cinco sistemas de

escorregamento independentes em cada grão5. Esta é a base, por exemplo, do modelo de Taylor

para a deformação plástica de policristais, onde se assume que a deformação é homogêneamente

distribuida no interior de cada grão, com a ativação dos cinco sistemas de escorregamento que

minimizam o trabalho de deformação.

Com o advento do microscópio eletrônico de transmissão tornou-se evidente que esta ima-

gem de deformação plástica em policristais é incompleta. Quando o uma região do interior de

um grão deformado plasticamente é observada, nota-se queum número menor que cinco (tipi-

camente três) de sistemas de escorregamento está ativo naquela região. Quando o grão inteiro é

observado, nota-se que outrs regiões deformaram segundo outros sistemas de escorregamento,

de forma que globalmente os cinco sistemas de escorregamento previstos pela teoria de Taylor

5Esta restrição é puramente geométrica. A deformaçãode cada parte do cristal como um corpo rı́gido eventual
iria requerer seis graus de liberdade, sendo estes as três componentes de um vetor mais três ângulos para descrever
a sua rotação, na deformação plástica um dos graus de liberdade é eliminado dada a observação experimental
que que ela se processa a volume constante (o que impõe uma restrição ao movimento do elemento de volume),
assim são necessários cinco graus de liberdade na deformação plástica, que são supridos por cinco sistemas de
escorregamento independentes.
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são ativados no grão, mas não simultaneamente.

Bay et al. denominam estas regiões de “Blocos de Células” (Cell Blocks, CB). No interior

dos CBs forma-se uma estrutura celular, com células equiaxiais, onde as paredes de células são

formadas a partir dos vetores de Burgers dos sistemas ativosnaquela região. Como o número

de sistemas ativos em cada CB é inferior a cinco, obviamentea deformação mútua de dois

CBs visinhos não pode ser, por sı́ só, compatı́vel. CBs visinhos devem ser, portanto, separados

por estruturas diferentes. Os autores denominam estas estruturas de “Paredes Densas de Dis-

cordâncias” (Dense Dislocation Walls, DDWs) e sua estrutura de discordâncias é formada pela

combinação de vetores de Burgers dos dois CBs visinhos.

Para deformações verdadeiras da ordem de 5% a 10% as DDWs sesubdividem em duas pa-

redes, denominadas por Bayet al. de “Paredes Duplas” (Double Walls, DWs). A região situada

entre as DWs é denominada por estes autores de “Microbandasde primeira geração” (MB-

I). As DWs e as células no interior das MB-I são inicialmente formadas pelas discordâncias

que compõem a DDW pré-existente, porém logo elas desenvolvem sua própria combinação

de sistemas de escorregamento. A formação de uma MB-I é, portanto, é um mecanismo de

nucleação de um novo CB, que permite compatibilizar a rotação de diferentes partes do grão

original. MB-I formam-se de forma gradual a partir das DDWs enão se observa o surgimento

de deformação angular quando se atravessa as fronteiras da MB-I ou na intersecção de uma MB-

I com um contorno de grão (deformação angular em MB-I pré-existentes pode se desenvolver

com a continuação da deformação plástica).

Segundo Bayet al. tanto as DDWs quanto as MB-I não apresentam uma relação de

orientação especı́fica com o grão matriz, podendo se alinhar tanto com um plano de alto ı́ndice

ou com um plano de escorregamento. Esta distinção e a ausência de deformação angular através

da interface é importante para diferenciar as MB-I das “Microbandas de segunda geração” (MB-

II), que se formam em Nı́quel e Cobre laminados (mas não sãoobservadas em Alumı́nio). As

MB-II, portanto, formam-se com uma relação de orientaç˜ao fixa com o grão matriz e apresen-

tam uma deformação angular significativa através da interface.

Os autores ainda descrevem resultados de observação de estruturas de deformação em li-

gas Al-Mg (que apresenta escorregamento distribuı́do), que forma reticulados de Taylor e não

células de discordâncias. Neste caso não há sentido em se referir a CBs, mas os autores de-

nominam as regiões de atividade de sistemas de escorregamento especı́ficos de “Domı́nios” e

as interfaces de “contornos de domı́nio”. Os autores identificam ainda “Microbandas” com as

caracterı́sticas semelhantes as MB-I observadas nos materiais com escorregamento distribuı́do.
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7.4 Mecanismos de fratura dúctil

De acordo com George Dieter (Mechanical Metallurgy, McGraw-Hill, 2ed., 1976, p. 247):

“Fratura é a separaç̃ao ou fragmentaç̃ao de um corpo śolido em duas ou mais

partes sob a aç̃ao de tens̃ao.”

Segundo esta definição, o processo de fratura envolve necessariamente a propagação de

uma ou mais trincas no corpo sólido, sendo que estas trincaspodem ser pré-existentes (como

no caso dos materiais frágeis) ou serem nucleadas durante ocarregamento do sólido.

Fratura em geral é caracterizada como:

• Dúctil, quando a propagação da trinca é acompanhada de extensa deformação plástica

macroscópica e

• Frágil, quando a propagação da trinca ocorre sem o desenvolvimento de uma zona plástica

extensa.

Um caso especial ocorre durante solicitações cı́clicas:a fratura por fadiga , que será dis-

cutida no Capı́tulo 12.

Fratura d úctil de monocristais

A fratura dúctil de monocristais com baixo teor de defeitosocorre pela ação sucessiva de

discordâncias (ou seja, por heterogeneidade de deformação) em um ou mais de um sistema de

escorregamento.

Monocristais orientados para monodeslizamento (principalmente em estruturas onde a transição

para o polideslizamento pode ser significativamente atrasada, como os materiais HCP) fraturam

por cisalhamento, um exemplo deste comportamento é mostrado na Figura 7.18. Quando há a

ativação de mais de um sistema de escorregamento a fraturaprocede da formação da estricção,

neste caso a seção da amostra vai sendo continuamente reduzida até tornar-se praticamente um

ponto (Fig. 7.19).

McClintock e Argon denominam este processo deruptura (“rupture”), para diferenciá-

lo da fratura dúctil por coalescimento de microcavidades (que será vista mais adiante), uma

designação alternativa seriacolapso pĺastico, já que a separação se dá pela ausência de seção

resistênte no corpo de prova.
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Figura 7.18: Exemplo de ruptura por cisalhamento de um corpode prova monocristalino de
alumı́nio

(a) (b)

Figura 7.19: (a) Representação esquemática da formaç˜ao de um “pescoço” em monocristal ori-
entado para polideslizamento: processo que eventualmentelevará à ruptura por colapso plástico,
(b) exemplo de colapso plástico em um monocristal de ferro deformado a -196oC (à esquerda).
O mesmo material, orientado diferentemente, mas deformadosob as mesmas condições rompe
por clivagem (à direita).
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Apesar de fortemente intuitivos, a fratura por cisalhamento e o colapso plástico são fenômenos

raros, pois materiais normais apresentam barreiras à movimentação de discordâncias (contornos

de grão, partı́culas de precipitados ou inclusões). Estes provocam concentrações de tensão em

uma região localizada e, portanto, podem promover a nucleação da trinca antes do desenvolvi-

mento completo do colapso plástico, levando à fratura prematura do material.

Fratura por coalescimento de microcavidades (“dimples”)

Um mecanismo possı́vel de nucleação de trinca dúctil em material policristalino ou mono-

cristalino contendo defeitos ocorre pela ação de empilhamentos de discordâncias contra barrei-

ras (“dislocation pile-ups”) que geram as chamadas trincasde Zener-Stroh (Fig. 7.20).

Plano 
de escorregamento

Empilhamento
Trinca de 
Zener-Stroh

Barreira

Figura 7.20: Representação esquemática do mecanismo deZener-Stroh para nucleação de trin-
cas pelo colapso de empilhamentos de discordâncias.

Outro mecanismo possı́vel de nucleação de trincas em materiais dúcteis é pela rotação do

reticulado (Fig. 7.21) produzida por:

• contornos de sub-grão ou

• por maclas mecânicas.

cont. sub-grao macla

Figura 7.21: Representação esquemática dos mecanismosde nucleação de trincas por rotação
de reticulado.
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Os mecanismos anteriores são viáveis e explicam como surgem trincas em materiais dúcteis

mesmo na ausência de partı́culas de segunda fase, porém osprincipais mecanismos de nucleação

de trincas em materiais dúcteis envolvem precipitados ou inclusões (Fig. 7.22):

• por meio da fratura da partı́cula friável ou

• pela decoesão da interface.

Precipitado

Banda de deslizamento

Figura 7.22: Representação esquemática dos mecanismosde nucleação de trincas pela ação de
precipitados.

Seja qual for a origem (trinca de Zener-Stroh, trinca por rotação de reticulado ou trinca

mediada por precipitado), após nucleada a trinca produz umconcentrador de tensão no interior

do material. Por ação da tensão remota surge uma zona plástica ao redor deste concentrador que

tende a arredondar a sua superfı́cie (ou seja, aumentar o raio de curvatura) para contrabalançar o

incremento da tensão reduzindo a severidade do entalhe,Kt . A micro-cavidadeassim formada

adquire logo um formato esférico (ou elipsoidal, dependendo do estado de tensão) e, com o

aumento da tensão real remota, seu raio começa a aumentar.

As micro-cavidades assim formadas, também conhecidas pelo termo em inglês “dimples”,

crescem com o incremento da tensão real até que as superfı́cies de duas cavidades vizinhas

se toquem, gerando uma cavidade de dimensões maiores. Noteque o crescimento das micro-

cavidades provoca um aumento da concentração de tensão local e o processo se retro-alimenta.

Este processo de propagação de trincas é conhecido comofratura por coealescimento de

micro-cavidadesou simplesmentefratura por dimples (Fig. 7.23).

A seqüência de eventos que levam à fratura por coalescimento de micro-cavidades é:

• Nucleação da micro-cavidade

– por fratura do precipitado



7.4 Mecanismos de fratura dúctil 209

– por decoesão da interface matriz-precipitado

• Crescimento da micro-cavidade

• Coalescimento das micro-cavidades

• Fratura final

– por propagação instável de trinca (seKIc for ultrapassado)

– por colapso plástico localizado

Figura 7.23: Representação esquemática do modelo de fratura por coalescimento de microcavi-
dades.

A superfı́cie de fratura por coalescimento de micro-cavidades é rugosa e tem uma aparência

acinzentada pois as cavidades espalham a luz em diversas direções.

Freqüentemente encontra-se no centro de algumas cavidades a partı́cula que deu origem

à mesma. Isto obviamente depende do cuidado com que se preserva a superfı́cie de fratura

após o ensaio. Vibração, dano mecânico e contamização da superfı́cie de fratura pode causar

a perda das partı́culas remanescentes. Deve-se lembrar ainda que, estatı́sticamente, apenas

aproximadamente metade das cavidades irá conter as partı́culas originais, já que a outra metade

deverá estar na outra superfı́cie de fratura.

No momento em que duas micro-cavidades se tocam a seção resistente local desaparece,

portanto a borda de uma cavidade corresponde ao local onde houve colapso plástico localizado.

Em imagens de elétrons secundários obtidas em Microscópio Eletrônico de Varredura (MEV)

as bordas das cavidades ficam iluminadas por um efeito de borda, que aumenta a concentração

eletrônica no local.



7.4 Mecanismos de fratura dúctil 210

Modelo de McClintock para a fratura por coalescimento de microcavidades

Baseado em F. A. McClintock, On the mechanics of fracture from inclusions,in: “Ducti-

lity” Cap. 9, ASM, 1968, pp. 255-277

McClintock propôs um modelo simplificado para a fratura dúctil por coalescimento de

micro-cavidades geradas a partir de inclusões. Este modelo permite estimar o alongamento

de um material em termos de diversos parâmetros mecânicose microestruturais que fornece

indı́cios significativos sobre a dependência da ductilidade de um material com respeito a es-

tes (especialmente com relação ao efeito da triaxialidade do estado de tensão). Iremos agora

descrever este modelo simplificado em detalhe.

Consideremos uma distribuição de micro-cavidades cilı́ndricas com eixo ao longo da direção

x3 (que corresponde ao eixo de carregamento) e seção transversal elı́ptica, com semi-eixos de

dimensõesa e b, separadas por distânciasla e lb, conforme esquematizado na Fig. 7.24. Defi-

nimos os fatores de crescimento relativos,Fza eFzb como:

2a

2b la

lb

Figura 7.24: Representação do reticulado de precipitados usado na construção do modelo de
McClintock.

Fza=
a
la
ai

l ia

e Fzb=

b
lb
bi

l ib

(7.11)

onde o sobre-escritoi se refere aos valores iniciais destas variáveis.

A fratura irá ocorrer quando um dos semi-eixos (digamosb) atinjir a dimensãobf tal que

as cavidades se toquem, ou seja:
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bf =
l f
b

2
⇒ F f

zb≤
l i
b

2bi (7.12)

A seguir o autor representa os semi-eixos em termos do raio m´edio,R e da excentricidade,

mda elipse, definidas como:

R=
(a+b)

2
e m=

(a−b)

(a+b)
(7.13)

e define a distância entre cavidades em termos da deformaç˜oes plásticas nominais (εa e εb

ao longo dos eixosa eb):

{
la = l i

aexp(εa)

lb = l i
bexp(εb)

(7.14)

Em termos destas novas variáveis as equações 7.11 podem ser reescritas como:






Fza = R
Ri

1−m
1−mi exp(−εa)

Fzb = R
Ri

1−m
1−mi exp(−εb)

(7.15)

Por outro lado, a evolução do raio médio e da excentricidade são dadas em termos da

deformação plástica equivalente,ε̄ e das componentes transversais principais do tensor de

tensão,σa e σb por:

ln R
Ri = ε̄

√
3

2(1−n)
sinh

[√
3(1−n)

2
σa+σb

σ

]
+ εa+εb

2

m= σa−σb
σa+σb

+
(

mi− σa−σb
σa+σb

)
exp
{
−
√

3ε̄
(1−n) sinh

[√
3(1−n)

2
σa+σb

σ

]} (7.16)

Segundo McClintock estas equações devem ser integradas incrementalmente de forma que

as tensões e o expoenten sejam aproximadamente constantes em cada passo. Para grandes

razões de crescimento relativo e assumindo que a razão dastensões não varia significativamente

durante a integração as equações podem ser resolvidas para a deformação limite e se aproximam

de:

ε f ≃
(1−n) ln

l ib
2bi

sinh[(1−n)β ]
(7.17a)
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onde

β =

√
3(σa+σb)

2σ
(7.17b)

mede aproximadamente o grau de triaxialidade do estado de tensão, tal que quanto maior

for seu valor, maior será a componente hidrostática de tração do estado de tensão.

A equação derivada por McClintock não resulta em uma boa concordância quantitativa com

dados experimentais (mas seu comportamento qualitativo concorda com estes dados), superesti-

mando largamente o alongamento. Ela permite entretanto intuir o efeito de diversos parâmetros

sobre a ductilidade do material.

Um aumento da fração volumétrica de precipitados pode ser acomodado por um aumento de

bi ou um decréscimo del i
b, ou mesmo por ambos (um argumento equivalente pode ser aplicado

paraa), isto vale independente da forma dos precipitados. Materiais mais “limpos” (ou seja,

com menor fração volumétrica de inclusões), portanto,apresentam ductilidades maiores (via de

regra).

Com relação ao coeficiente de encruamento, a expressão deMcClintock prevê que quanto

maior o parâmetron, maior será a ductilidade (isto está relacionado ao seno hiperbólico no

denominador, pois ele tende a zero mais rapidamente que o numerador quando o argumento

tende a zero).

Por fim, quanto mais “triaxial” for o estado de tensão (ou seja, quanto maior a componente

hidrostática de tração) menos dúctil será o material.Isto permite prever o fato experimental-

mente verificado de que a aplicação de uma pressão externasobre o material tem o efeito de

aumentar a sua ductilidade.

Fratura taça-cone

O desenvolvimento da fratura dúctil em um material, por exemplo, num corpo de prova de

tração, envolve duas etapas:

• uma etapa inicial, onde a fratura se propaga em um plano perpendicular ao eixo de

aplicação da tensão e

• uma etapa final, onde a fratura se propaga a 45o do eixo de aplicação da tensão.

Esta etapa final é conseqüência da formação de uma heterogeneidade de deformação carac-

terı́stica do estado plano de tensão, denominadabanda de cisalhamentoe gera, em corpos de
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prova de tração, a morfologia conhecida comofratura taça-cone.

• A presença da fratura a 45o permite identificar em uma fratografia qual foi o ponto de

término da trinca.

• A fratura a 45o também está presente em corpos de prova de tenacidade à fratura em uma

morfologia conhecida como “shear lip”, que é indicativa de dominância do estado plano

de tensão durante a fratura do corpo de prova.

• McClintock (citado anteriormente) discute 2 critérios aproximados para a transição da

fratura plana à fratura a 45o , que apesar de aproximados permitem identificar os princi-

pais parâmetros que controlam a transição.

7.5 Bandas de cisalhamento

Bandas de cisalhamento correspondem à heterogeneidade dedeformação mais comum ob-

servada em praticamente todas as classes de materiais. Elassão encontradas em:

• Materiais metálicos policristalinos.

• Materiais metálicos monocristalinos.

• Materiais metálicos amorfos (vidros metálicos).

• Materiais cerâmicos cristalinos.

• Materiais cerâmicos amorfos.

• Materiais poliméricos amorfos.

• Sistemas granulares.

Baseado em M. A. Meyers et al.Mater. Sci. Engng. Avol. 317(2001) 204-225.

Bandas de cisalhamento correspondem a regiões de acúmulode deformação angular no

interior de um material, caracterizadas por se localizaremem orientações aproximadamente

a 45o da máxima tensão normal (o ângulo entretanto pode variar). Um exemplo de banda

de deformação em material metálico pode ser visto na Figura 7.25. Bandas de cisalhamento

não interagem fortemente com defeitos microestruturais (por exemplo, elas são praticamente
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Figura 7.25: Exemplo de formação de bandas de cisalhamento em tântalo (CCC) deformado
em compressão comε = −0,6 a uma taxa de deformação elevada (ε̇ = 5500 s−1). Fonte: M.
A. Meyers et al.Mater. Sci. Engng. A, vol. 322(2002), pp. 194-216.

insensı́veis a contornos de grão em materiais cristalinos), formando-se sem orientações prefe-

renciais com a matriz cristalina (porém apresentam forte dependência da geometria de carrega-

mento).

A nucleação e o crescimento de bandas de cisalhamento é o principal mecanismo deformação

plástica de materiais amorfos inorgânicos (metálicos,cerâmicos) e um dos principais mecanis-

mos de deformação de polı́meros amorfos (ao lado de microfibrilamento, oucrazing, sendo que

este último é observado apenas quando a componente hidrostática do tensor de tensão for posi-

tiva). Esta preponderância no caso dos materiais amorfos,entretanto, não diminui a importância

das bandas de cisalhamento no caso dos materiais cristalinos.

Ainda não se compreende totalmente qual é o mecanismo de formação de bandas de cisa-

lhamento, porém especula-se que ele esteja ligado a um efeito sinergético entre a deformação

plástica e o aquecimento localizado gerado por esta. Existem evidências relacionadas a cerâmicas

(Al2O3 e SiC) e sistemas granulares de que a temperatura local pode atingir valores da ordem

da temperatura de fusão do material (Tı́picamente acima de2000oC !). Seja qual for o meca-

nismo, a generalidade do fenômeno indica que ele é um aspecto fundamental da deformação

plástica na natureza.

Modelo de Argon-Bulatov

Em 1994 Argon e Bulatov propuseram um modelo bidimensional estocástico para o estudo

da deformação plástica de sólidos contı́nuos, baseadona subdivisão do meio em unidades de

simetria hexagonal que podem se deformar independentemente. Segundo os resultados obtidos

os autores puderam identificar que o evento unitário da deformação plástica nestes materiais é o

cisalhamento de pequenas regiões que se desenvolvem homogeneamente em altas temperaturas,

mas que se concentram em regiões de cisalhamento intenso (“bandas de cisalhamento”) em

baixas temperaturas. Este modelo permite intuir a origem dalocalização plástica em materiais
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amorfos, principalmente nos inorgânicos. Os resultados encontram-se reproduzidos na Figura

7.26:

Figura 7.26: Resultados de simulações da deformação plástica em 2D de materiais isotrópicos
contı́nuos segundo o modelo de Argon-Bulatov. Regiões de cisalhamento intenso com ge-
ometria aproximadamente elipsoidal (a) se formam ainda no regime elástico e crescem,
organizando-se em padrões caracterı́sticos das bandas decisalhamento (b) e (c). Fonte: Adap-
tado de V. V. Bulatov and A. S. ArgonModell. Simul. Mater. Sci. Eng.vol. 2 (1994) 167–184.

Teoria das zonas de transformaç̃ao por cisalhamento de Falk e Langer

Em 1998 M. L. Falk e J. S. Langer (Phys. Rev. E, vol. 57, 1998, pp. 7192 – 7205) publica-

ram resultados preliminares de simulações por dinâmicamolecular da deformação plástica de

sólidos amorfos usando um modelo bidimensional simplificado, onde as “moléculas” interagem

por meio de um potencial de van der Waals. Com base nestes resultados os autores propuseram

que:

. . . a dynamically complete description of the macroscopic state of this defor-

ming body requires specifying, in addition to stress and strain, certain average

features of what we shall call “shear transformation zones.” These zones are small

regions, perhaps consisting of only five to ten molecules, inspecial configurations
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that are particularly susceptible to inelastic rearrangements in response to shear

stresses.

Segundo os autores o modelo proposto permite reproduzir várias caracterı́sticas da deformação

plástica de sólidos amorfos, como por exemplo:

• deformações elásticas reversı́veis a baixas tensões,

• deformações irreversı́veis (plásticas) a altas tensões,

• a existência de um limite de tensão acima do qual deformação plástica extensa é observada

e

• a forte dependência do estado do sistema na história das deformações passadas.

As zonas de transformação por cisalhamento (STZ,shear transformation zones) formam o

principal ingrediente de uma teoria que se propõe não apenas a descrever a deformação plástica

de sólidos amorfos, mas sim de todos os materiais (por exemplo, o deslizamento de uma dis-

cordância por um vetor de Burgers seria nada mais, nada menos que a formação de uma STZ

na região do núcleo da mesma).

A teoria das STZs promete trazer muita novidade no campo da mecanı́stica da deformação

plástica no futuro próximo. Recomenda-se, portanto, queo leitor interessado no assunto matenha-

se em contato com as publicações de M. S. Falk.

Bandas de cisalhamento em cerâmicas e sistemas granulares

Shih et al. (J. Appl. Phys.vol. 83, 1998, p. 4660f) propuseram uma explicação para

justificar a localização do cisalhamento em cerâmicas e sistemas granulares sujeitos a uma

tensão de confinamento. Segundo estes autores, a localizac¸ão surge para evitar a dilatação na

direção perpendicular ao esforço de cisalhamento e podeocorrer por:

i . cominuição das partı́culas, formando uma camada de detritos que age como lubrificante

e auxilia na localização da deformação (partı́culas dedimensões superiores a um dado

tamanho crı́ticoac) e

ii . deformação plástica localizada, que aumenta a temperatura no local a tal ponto que o

material chega a fundir e solidificar (partı́culas de dimensões inferiores a um dado tamnho

crı́tico ac).
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7.6 Deformação e fratura de poĺımeros

A deformação plástica de polı́meros envolve o deslizamento (ou seja, o cisalhamento rela-

tivo) de macromoléculas. A deformação plástica de pol´ımeros amorfos ocorre por meio de dois

mecanismos competitivos:

• pormicrofibrilamento (MFB ou “crazing”) e

• porbandas de cisalhamento(“shear bands”).

Já no caso de polı́meros semi-cristalinos, a deformaçãoplástica envolve o rearranjo das ma-

cromoléculas que se encontram originalmente organizadasna forma de esferulitos, resultando

no alinhamento das cadeias poliméricas na direção de aplicação da tensão (processo conhecido

comoestiramento a frio (“cold drawing”).

Microfibrilamento é um mecanismo de deformação mais caracterı́stico de polı́meros frágeis,

desta forma ele será discutido em conexão com a fratura de materiais amorfos frágeis (na

próxima seção).

Alguns aspectos importantes:

• Crazes são regiões compostas por cadeias alinhadas (as fibrilas) e porosidade em di-

mensões moleculares, já bandas de cisalhamento são regiões localizadas de cadeias ali-

nhadas na direção de máxima tensão de cisalhamento.

• Ambos os mecanismos apresentam sensibilidade à tensão hidrostática aplicada, sendo

que o microfibrilamento requer uma componente de dilatação no estado de tensão, ou seja,

bandas de cisalhamento são privilegiadas pela ação de tensões hidrostáticas compressivas.

• Microfibrilas não s̃ao trincas, elas podem transferir tensão ao longo de sua espessura,

porém elas são sı́tios privilegiados para a nucleação de trinca.

• Microfibrilas formam-se no plano perpendicular à máxima tensão normal de tração, sem

qualquer contração lateral apreciável.

7.6.1 Nucleaç̃ao de MFBs

A Figura 7.27 representa esquematicamente os eventos que ocorrem durante a nucleação

de MFBs em um polı́mero incialmente coeso.
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Figura 7.27: Representação esquemática dos eventos quepotencialmente levam à nucleação de
uma MFB a partir de um polı́mero inicialmente coeso. Fonte: Peres, F. M.,Diss. mestrado,
Depto. Enga. Metalúrgica e de Materiais, Escola Politécnica da USP, 2005. Disponı́vel em
http://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/3/3133/tde-08112005-092736.

Modelamento micromeĉanico de MFBs

O modelamento micromecânico de MFBs é essencial para a quantificação da tenacidade à

fratura em polı́meros frágeis, como discutido anteriormente. Infelizmente, entretanto, a nossa

compreensão do fenômeno ainda é escassa. Apenas como um exemplo, cito dois trabalhos

recentes sobre o assunto:

• R. Marisen,Polymer, vol. 41, 2000, pp. 1119-1129 e

• M. G. J. Thijsen et al.Int. J. Solids Struct.vol. 37, 2000, pp. 7307-7327.

O primeiro autor discute a estrutura de uma MFB e aplica os resultados clássicos da mecânica

da fratura para analisar a taxa de crescimento da MFB em função do carregamento em função

deK, considerando a MFB como uma trinca com faces ancoradas (pelas fibrilas). Os resulta-

dos são aplicados ao crescimento de MFBs em PMMA. O autor postula em seu modelo que as

fibrilas não sofrem ruptura, concluindo que neste caso há uma desaceleração na taxa de cresci-

mento. Ele argumenta, entretanto, que este efeito deixa de ser válido caso as fibrilas se rompam

(aumentando o valor deK efetivo atuando sobre a ponta da MFB).
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Os autores do segundo trabalho utilizam uma abordagem diferente da adotada por Marisen,

considerando a MFB como uma trinca de Dugdale-Baremblatt, governada por uma lei coesiva

superficial (ou seja, uma relação tensão - deformação hipotética que reproduz as propriedades

de carregamento da MFB). Os resultados foram aplicados a simulações por elementos finitos e

os autores concluem que grades muito refinadas são necessárias para o modelamento correto do

comportamento das MFBs em polı́meros amorfos.

Fratura em polı́meros semi-cristalinos

A Fratura de polı́meros semi-cristalinos pode ser mais complexa que a observada para os

polı́meros amorfos já que uma nova variável interfere como caminho da trinca: a microestru-

tura. Como um exemplo, temos estudos detalhados sobre a fratura de polipropileno isotático,

i-PP (que se caracteriza por cristalinidades elevadı́ssimas, superiores a 99%). Estes estudos

mostram que:

• A fratura em i-PP pode ocorrer em quatro caminhos microestruturais diferentes, podendo

ser inter ou intra ou trans-esferulı́tica (Figura Hertzberg).

• Geralmente há uma transição entre a fratura inter-esferulı́tica (observada a baixas velo-

cidades de propagação da trinca) para totalmente trans-esferulı́tica com o aumento da

velocidade de propagação.

• O caráter inter-, intra- ou trans-esferulı́tico pode ficarobscurecido caso ocorra deformação

plástica significativa previamente à fratura.

Apesar de a tentação ser grande, não devemos generalizarestas observações para outros

polı́meros semicristalinos. Como um exemplo, F. M. Peres6 mostrou que as superfı́cies de

fratura de corpos de prova de tração de polietileno de média densidade (que também se caracte-

rizam por cristalinidades elevadas), não apresemtam nenhum sinal de iteração com a microes-

trutura.

7.7 Maclação mecânica

Maclação mecânica, após escorregamento de discordâncias, é o segundo mecanismo de

deformação de materiais cristalinos em importância. Emalguns casos (estruturas cristalinas

6Peres, F. M.,Diss. mestrado, Depto. Enga. Metalúrgica e de Materiais, Escola Politécnica da USP, 2005.
Disponı́vel emhttp://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/3/3133/tde-08112005-092736.
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complexas) chega a ser o mais importante. Efeitos indiretosdevidos à maclação, entretanto,

são observados mesmo em materiais que apresentam deformac¸ão por escorregamento de dis-

cordâncias, entre estes podemos citar:

• Aumento da taxa de encruamento

• Aparecimento de escoamento serrilhado

• Nucleação de trincas de clivagem

A Figura 7.28 apresenta os deslocamentos atômicos aobservados na interface matriz-macla

em um cristal bi-dimensional retangular centrado hipotético.

u1

u2

u3

u4

a1

a2

Figura 7.28: Macla
(
21
)

em cristal bi-dimensional retangular centrado. Os átomosrepresenta-
dos em vermelho tracejado correspondem às posições esperadas para o cristal perfeito (caso a
macla não existisse).

• Uma macla é caracterizada por dois planos que permanecem n˜ao distorcidos nos dois

lados da interfece (um deles é o plano de hábito).

• Uma macla produz o cisalhamento relativo de duas porções do cristal, sendo que o vetor

deslocamento tem magnitude proporcional à distância do plano de hábito.

• Maclas podem ser interpretadas como rotações ou inversões do reticulado relativamente

ao plano de hábito (para estruturas cristalinas simples, como a representada na figura

anterior, as operações de rotação e inversão podem serequivalentes).
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Representaç̃ao geoḿetrica

Consideremos uma esfera unitária de um cristal e promovamos a formação de uma macla

no hemisfério superior (sendo o plano equatorial o plano dehábito da macla). As coordenadas

da esfera estarão relacionadas às coordenadas originaispor (X′ = X, Z′ = Z e Y′ = Y + SZ,

ondeS é a magnitude da deformação angular produzida pela macla). A geometria da porção

distorcida da esfera será dada por:

X′2+Y′2+Z′2 = 1⇒ X2+Y2+2SZY+Z2(S2+1
)

= 1 (7.18)

A equação do lado direito corresponde a uma forma quadrática que representa um elipsóide

com eixo maior situado a um ânguloφ do plano de hábito. Graficamente podemos representar

as transformações descritas acima comforme apresentadona Fig. 7.29.

• Iniciamos o processo com a esfera original, orientada de talforma a ter seu plano equa-

torial equivalente ao plano de hábito da futura macla (K1).

• Formamos a seguir a macla no hemisfério superior. O deslocamento do polo ao longo da

direção de maclação (η1) corresponderá aS.

• Fica evidente que alguns planos serão comprimidos (por exemplo, em A, as distâncias na

metada maclada são menores que na esfera original).

• Já outros planos serão expandidos (por exemplo, em B, as distâncias são maiores na

metade maclada que na esfera original).

• É importante ressaltar que há um plano (C→C’) que permanece invariante na transformação.

7.7.1 A tens̃ao de maclaç̃ao (σM)

Leitura recomendada: M. A. Meyers et al.Acta Mater.49 (2001) 4025-4039.

Maclação e escorregamento de discordâncias são mecanismos competitivos de deformação

plástica, portanto aquele que ocorrer a uma tensão menor irá dominar os estágios iniciais da

deformação plástica.

A tensão necessária à nucleação da macla (σM) é cerca de cinco vezes maior que a ne-

cessária para seu crescimento logo a maclação é controlada por nucleação.
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K1
η1

X YZ

η2
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θ

2φ

SZ/2

Figura 7.29: Representação geométrica do cisalhamentoproduzido por uma macla no he-
misfério superior de uma esfera unitária.

AparentementeσM é independente (ou tem uma dependência muito fraca) da temperatura,

entrentantoτCRSStem uma forte dependência decrescente com a temperatura, desta forma a

diminuição da temperatura favorece o aparecimento de maclação (idem para a taxa de deformação).

Mesmo em metais que deformam por escorregamento de discordˆancias, maclação é possı́vel

se o nı́vel de tensão ultrapassarσM, causando um aumento do coeficiente de encruamento do

material.

Outros fatores que afetamσM:

• Tamanho de grão (d): a tensão de maclação obedece à relação de Hall-Petch (Eq. 7.19),

assim como a deformação por escorregamento de discordâncias, porém com um coefici-

ente de proporcionalidade muito maior (de três a seis vezes, logo a diminuição do tama-

nho de grão favorece a deformação por escorregamento de discordâncias em detrimento

à maclação.

σM = σ0
M +

kM√
d

(7.19)

• Energia de defeitos de empilhamento (γEDE), um resultado clássico (Venables, 1961) em

metais CFC estabelece que:

σM ∝
√

γEDE

Gb
(7.20)
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aparentemente há uma tendência semelhante para metais CCC e HCP.

• Estado de tensão: aparentemente há uma leve expansão do reticulado nas proximidades

do plano de hábito, isto indica que a componente hidrostática do estado de tensão deve

afetar a tensão de maclação, entretanto, este efeito deve ser muito reduzido, já que não há

diferença apreciável de densidade entre a matriz e a macla.

7.8 Mecanismos de fratura frágil

Fratura frágil é definida como aquela que ocorre com baixa energia absorvida, isto implica

em pouca deformação plástica macroscópica. Dois mecanismos são identificados em materiais

cristalinos:

I . Clivagem→ ruptura das ligações em um dado plano cristalino, fraturatransgranular.

II . Fratura intergranular→ contornos de grão fragilizados, a trinca caminha ao longo dos

contornos de grão.

7.8.1 Clivagem

Clivagem é o nome dado à fratura transgranular em materiais cristalinos (não apenas metálicos).

Este modo de fratura apresenta como caracterı́stica morfológica principal a presença de facetas

correspondentes aos planos cristalográficos nos quais a trinca se propaga. Apesar das facetas, a

morfologia de fratura muitas vezes contém estruturas caracterı́sticas, denominadas “marcas de

rio” (“river marks”). Esta morfologia ocorre quando a trinca principal se propaga em planos pa-

ralelos, formando degraus entre eles. Estes degraus coalescem com o avanço da trinca, gerando

uma morfologia semelhante à de um rio recebendo seus tributários (daı́ o seu nome).

A Figura 7.30 apresenta o modelo atualmente aceito para a formação dos degraus no plano

de clivagem. Uma trinca de clivagem propagando-se da esquerda para a direita incide sobre uma

discordância em hélice com direção de linha perpendicular a este plano. Como conseqüência

um lado do plano se torna mais elevado que o outro produzindo um degrau de magnitude equi-

valente ao vetor de Burgers da discordância.

Naturalmente discordâncias isoladas não são capazes degerar os degraus de tamanho da

ordem de 1µm ou mais, observados experimentalmente. Desta forma diversas discordâncias

devem estar envolvidas na formação destes degraus, agindo coletivamente. Discordâncias em

hélice são particularmente freqüentes nos chamados contornos de rotação (twist boundaries)
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Disc. em helice Plano de clivagem

Degrau

Dir. propag.

Figura 7.30: Modelo explicativo para a formação de degraus em planos de clivagem.

que são contornos de baixo ângulo formados por arranjos dediscordâncias em hélice7. A

Figura 7.31 mostra um exemplo deste fenômeno. Esta figura mostra uma faceta de clivagem em

Fluoreto de Lı́tio que se propagou aproximadamente da partesuperior da foto em direção à parte

inferior. Aproximadamente no centro da foto a trinca de clivagem encontra um contorno de

rotação aproximadamente perpendicular à direção de propagação. Nota-se a profusa nucleação

de degraus quando a trinca ultrapassa este contorno. Posteriormente os degraus coalescem pelo

encontro fortuito de dois degraus diferentes, gerando o padrão clássico de “marcas de rio”.

Um outro exemplo é mostrado na Figura 7.32. Esta figura apresenta a superfı́cie de fratura

de um aço ao silı́cio (liga Fe-3%Si) que fraturou por clivagem, como evidenciado pelas “marcas

de rio”. Esta trinca encontrou um contorno de inclinação (tilt boundary) 8 localizado aproxi-

madamente na diagonal da foto que vai do canto superior direito ao canto inferior esquerdo.

Nota-se que apesar dos degraus pré-existentes terem se desviado por um dado ângulo quando a

trinca atravessou este contorno, não há a nucleação de novos degraus.

Os degraus de clivagem tem um papel importante no cômputo daenergia de fratura. A

decoesão do plano principal é um processo de baixa energia, porém no encontro de dois degraus

ocorre a ruptura do ligamento, que requer deformação plástica, um processo de alta energia.

Este processo está esquematizado na Figura 7.33 ilustra este processo.

7.8.2 Fratura intergranular

A fratura intergranular ocorre quando a interface entre os grãos é menos coesa que o seu

interior, isto pode ocorrer se algum processo diminuir a coesão no contorno (por exemplo, por

7Este nome advém do fato que estes contornos separam duas porções do cristal relacionadas por uma rotação
perpendicular ao plano do contorno.

8Que é formado predominantemente por discordâncias em cunha.
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Figura 7.31: Demonstração da formação de degraus na faceta de uma trinca de clivagem se
propagando na direção vertical, no sentido do lado inferior da figura, quando esta encontra
um contorno de rotação (twist boundary) localizada aproximadamente no centro da imagem.
Posteriormente os degraus coalescem, gerando o padrão cl´assico de “marcas de rio”. O material
é um cristal de Fluoreto de Lı́tio (LiF).

Figura 7.32: Superfı́cie de clivagem em aço silı́cio (3% Si) com a trinca se propagando ver-
ticalmente no sentido da parte inferior da figura. Nota-se que o encontro com um contorno
de inclinação (linha mais clara, na diagonal que vai do canto superior direito ao canto inferior
esquerdo) não produz a nucleação de novos degraus.
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a

b

c

Figura 7.33: Modelo ilustrativo do papel da deformação plástica na ruptura do ligamento
quando do encontro de planos de clivagem paralelos (a) formando um degrau (b). A ruptura do
ligamento em (c) envolve a dissipação de energia por deformação plástica, se ela for possı́vel
no material.
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segregação de elementos como enxofre e antimônio para o contorno de grão no aço ou então

pelo ataque por metal lı́quido, por exemplo no caso de gálioem alumı́nio) ou então quando o

contorno é intrı́nsecamente menos coeso que o interior do grão, o que é o caso de estruturas cris-

talinas mais complexas, onde a estrutura do contorno contém mais espaço livre (por exemplo,

nos aluminetos de ferro ou de nı́quel, para alto teor de alum´ınio).

A fratura intergranular é facilmente distingüı́vel por técnicas de fratografia: ela se caracte-

riza por evidenciar a morfologia tridimensional dos grãos.

É importante ressaltar que a identificação da forma tridimensional dos grãos não implica

necessariamente na ocorrência do mecanismo de fratura intergranular. Isto pode ser observado

na sequência de fractografias apresentada na Figura 7.34.

Estas figuras9 apresentam a superfı́cie de fratura de um corpo de prova de tração extraı́do de

um tubo fundido por centrifugação de liga 20Cr32Ni+Nb (ASTM A351 grau CT15C) no estado

bruto de fusão, observadas em microscópio eletrônico devarredura (com imagens de elétrons

secundários). Vê-se que em baixas magnificações (Fig. 7.34a) a microestrutura dendrı́tica ca-

racterı́stica deste material fundido (uma zona equiaxial na parte superior e uma zona colunar

na parte inferior), sugerindo que esta fratura ocorreu por um mecanismo de fratura intergra-

nular (ou no presente caso, interdendrı́tica). Esta conclusão é corroborada pela imagem na

magnificação intermediária (Fig. 7.34b), onde se observam nitidamente os braços primários

e secundários das dendritas, nota-se, entretanto que a superfı́cie das dendritas é rugosa. Em

magnificação elevada, entretanto, vemos microcavidades(dimples) que atestam que a fratura

ocorreu por um mecanismo essencialmente dúctil na escala microscópica. A propósito esta

amostra rompeu com um alongamento total de 50,8%, o que, definitivamente, não é carac-

terı́stico de um material frágil.

Fratura fr ágil em materiais amorfos

Segundo Argon e McClintock a velocidade de propagação de trincas em sólidos frágeis

é limitada superiormente pela velocidade de Rayleigh, quecorresponde a 0,92 a 0,95 (para

materiais com coeficiente de Poisson 0,25≤ ν ≤ 0,5) da velocidade de ondas elásticas de

cisalhamento no sólido, definida como:

vγ =

(
G
ρ

) 1
2

(7.21)

9Fonte: L. S. Monobe “Caracterização do envelhecimento daliga 20Cr32Ni+Nb fundida por centrifucação e
do seu efeito sobre o comportamento mecânico a frio”Dissertaç̃ao de Mestrado, São Paulo: EPUSP, 2007.
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(a)

(b)

(c)

Figura 7.34: Seqüência de fractografias de um corpo de prova de tração de aço resistente ao
calor ASTM A351 Grau CT15C (20Cr32Ni1Nb) fundida por centrifugação: (a) magnificação
baixa, (b) magnificação intermediária e (c) magnificaç˜ao alta.
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ondeG é o módulo de cisalhamento eρ a densidade do material.

Para velocidades menores (≈ 0,66vγ ), entretanto, a trinca sofrebifurcação. A velocidade

de propagação das trincas tmabém é afetada pela composição do vidro (experimentos de Schar-

din em 1959 sugerem que a adição de PbO ao vidros de sı́lica pode reduzir em cerca de 50% a

velocidade de propagação das trincas).

A superfı́cie de fratura em materiais amorfos frágeis (como vidros ou polı́meros termo-

rı́gidos, por exemplo) apresenta uma série de caracterı́sticas morfológicas especı́ficas que au-

xiliam o observador a deduzir as caracterı́sticas da propagação da trinca durante a fratura do

material:

• Três zonas principais:

– Zona especular (“mirror”)← inı́cio da propagação da trinca.

– Zona difusa (“mist”)← aceleração da trinca e preparação para a bifurcação.

– Zona rugosa (“hackle”)← propagação a velocidade constante, flutuação da frente

da trinca devida à interação com ondas elásticas ou devido à bifurcação.

• Além destas marcas, podem-se observar outras caracterı́sticas morfológicas, como “rib

marks” e linhas de Wallner.

As caracterı́sticas acima, na verdade, também são válidas para a fratura instável transgranu-

lar (por clivagem) em materiais cristalinos. Nesta caso, porém os aspectos podem interferir com

a microestrutura (por exemplo, com contornos de grão ou se sub-grão) tornando mais complexa

sua análise.

Exerćıcio 7.4

A Figura 7.35 apresenta a fratografia da superfı́cie de fratura de um corpo de prova de flexão

em três pontos de uma amostra de junta metal(aço)-cerâmica(TiN/Si3N4) brazada com liga ativa

CuTiSiNi retirada da literatura (G. Blugan et al.Acta Mater. 52, pp. 4579-4588, 2002). A

fratura em questão ocorreu na cerâmica próximo à junta brazada e a imagem apresenta as duas

metades do corpo de prova fraturado, vistas de topo, justapostas de tal forma que o ponto de

iniciação da trinca se situa no centro da imagem. Com base nesta Figura:

a . Descreva as caracterı́sticas morfológicas desta superfı́cie de fratura.

b . Os autores indicam o ponto de origem da fratura na região circundada pelo cı́rculo tracejado.

Como os autores chegaram a esta conclusão?



7.9 Aplicaç̃ao: Ensaios de impacto 230

Figura 7.35: Superfı́cie de fratura de corpo de prova de flex˜ao de três-pontos de uma junta
metal-cerâmica brazada, fraturado na metade cerâmica domesmo, próximo à junta. Vista de
topo das duas metades do corpo de prova. O ponto de origem da fratura encontra-se circundado
pelo cı́rculo tracejado. As linhas tracejadas indicam as fronteiras aproximadas da região onde a
fratura foi perturbada pelas tensões de compressão do corpo de prova de flexão de três-pontos.

Fratura em polı́meros amorfos

A fratura de polı́meros amorfos vı́treos (como por exemplo opoliestireno) também é ca-

racterizada pelas três zonas (mirror, mist e hackle), por´em a origem é diversa (envolvendo

microfibrilamento e a ruptura das fibrilas).

É possı́vel observar-se a formação de cavidades parabólicas na zona difusa, que são evidência

da nucleação de microcavidades à frente da trinca. A par´abola é orientada com seu eixo na

direção da propagação da trinca.

7.9 Aplicação: Ensaios de impacto

A resposta de um material a um esforço mecânico geralmentedepende da forma como a

carga é aplicada sobre o mesmo. Desta forma os ensaios mecânicos, desenhados para quantifi-

car estes comportamentos, devem necessariamente reproduzir estas curvas de carregamento da

forma mais fiel possı́vel. Podemos dividir os ensaios mecânicos em duas classes principais:

• Ensaios estáticos, onde a carga é crescente e aplicada de tal forma a resultar em baixas

taxas de deformação (exemplos: ensaios de tração, dureza, flexão, etc. . .)
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• Ensaios dinâmicos, onde a carga varia rapidamente com o tempo, podendo ser crescente

ou de amplitude variável (exemplos: ensaios de impacto, ensaios de fadiga)

Nesta seção discutiremos os ensaios de impacto e os ensaios empregados para caracterizar

o comportamento mecânico de materiais frágeis.

Os ensaios de impacto são caracterizados por simplicidadee pela simulação realista das

condições de deformação dinâmicas, que ocorrem na pr´atica (esforços de impacto).

Normas: ASTM-E23 (D256 para polı́meros), ABNT MB-1116, DIN50115.

7.9.1 Ensaios de p̂endulo de impacto

A Figura 7.36 representa esquematicamente um pêndulo de impacto e as veriáveis utilizadas

no cálculo da energia absorvida na fratura.

h0

h1

Amostra

Figura 7.36: Representação esquemática de um pêndulo de impacto e das variáveis utilizadas
no cálculo da energia absorvida na fratura.

Alta taxa de deformação, estado triaxial de tensões (na ponta do entalhe), concentração de

tensões na ponta do entalhe levam ao favorecimento da fratura frágil.

Ef = mg(h0−h1) (7.22)

Ondem é a massa do martelo,g é a aceleração da gravidade,h0 e h1 são respectivamente

as alturas inicial e final do martelo.
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A norma admite duas geometrias de corpos de prova:

• Charpy, usado predominantemente em materiais metálicos (Fig. 7.37)

• Izod, usado predominantemente em materiais poliméricos (Fig. 7.38)

55

10

108

Charpy

0,25R

45
o

Figura 7.37: Geometria do corpo de prova Charpy, de acordo com a norma ASTM E23.

Nota-se que apesar de materiais metálicos serem predominantemente ensaiados usando cor-

pos de prova Charpy, a norma admite o uso de corpos de prova Izod.

Ensaio de resist̂encia ao impacto em poĺımeros

Norma ASTM D256-90b:

A norma admite a utilização de corpos de prova Charpy ou Izod, porém Izod é mais comum

para polı́meros.

O corpo de prova deve ser extraı́do de material moldado por compressão para evitar que

orientações moleculares (texturas) caracterı́sticas dos outros processos de conformação de polı́meros

interfiram no resultado do ensaio. Neste caso A direção de compressão deve ser paralela à raiz

do entalhe no corpo de prova usinado.

Análise do ensaio de impacto

Apesar de ser amplamente utilizada como uma medida da energia absorvida na fratura, a

variávelEf na verdade contém contribuições:
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Figura 7.38: Geometria do corpo de prova Izod, segundo a norma ASTM D256-90b.

i . do trabalho de fratura propriamente dito

ii . do trabalho de deformação plástica do corpo de prova

iii . do momento linear transferido à amostra quando esta éexpelida da máquina (!)

A velocidade do pêndulo no momento do impacto pode ser estimada como:

v =
√

2gh0 (7.23)

Supondoh0 = 1 m terı́amosv≈ 4,5 m/s. Assumindo que o comprimento caracterı́stico no

qual o corpo de prova sofre deformação plástica é de aproximadamente 5 mm, teremos que a

taxa de deformação tı́pica de um ensaio de impacto será daordem de:

ε̇ ≈ 103 [s−1] (7.24)

Corroborando a idéia de que o ensaio de pêndulo de impacto caracterı́za esforços dinâmicos

em alta taxa de deformação.
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7.9.2 Transiç̃ao dúctil-fr ágil

Em geral temos que para qualquer material:

Ef = f (T) (7.25)

Vamos exemplificar com os resultados para um aço para vaso depressão de reator nuclear (Fig

7.39).

Figura 7.39: Exemplo de curva de energia de fratura no ensaioCharpy em função da tem-
peratura para aço usado na construção de vasos de pressão de reatores nucleares, apresen-
tando transição dúctil-frágil. Fonte: http://www.mpmtechnologies.com/CharpyFit.htm (acesso:
30/4/2004).

Observamos nesta figura:

• uma região de alta energia absorvida, onde o corpo de prova apresenta uma fratura fibrosa,

contração lateral na raiz do entalhe e superfı́cie de fratura de aspecto acinzentado, que são

tomados como caracterı́sticos da fratura dúctil e

• uma região de baixa energia absorvida, onde o corpo de provaapresenta uma Fratura

plana com pouca ou nenhuma contração lateral na raiz do entalhe e aspecto brilhante

brilhante, que são tomados como caracterı́stios da fratura frágil.

Estas caracterı́sticas são gerais para materiais metálicos com estuturas CCC e HC (mas não

CFC), em particular este efeito é crı́tico em aços ferrı́ticos pois a transição ocorre em tempera-

turas próximas da ambiente (na qual estes aços são utilizados).
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Figura 7.40: Exemplos de geometrias de corpos-de-prova Charpy e de superfı́cie de fratura
obtidos em ensaios de impacto na regão frágil (acima) e na região dúctil (abaixo). Fonte:
http://www.ameceng.com.au/metmech/charpyimpact testing.htm (acesso: 29/4/2004)

Temperatura crı́tica da transição dúctil-fr ágil (Tc)

Com base nos resultados fenomenológicos anteriores podemos postular a existência de uma

temperatura crı́tica da transição dúctil-fr ágil, Tc, que seria caracterı́stica da transição. Como

vimos no exemplo da Figura 7.39, entretanto, a transição ocorre em uma ampla faixa de tem-

peraturas. Isto se reflete na existência de diversos critérios para a definição deTc, como por

exemplo:

Critérios empı́ricos:

• Temperatura correspondente à média entre a energia do patamar dúctil e a energia do

patamar frágil

• Temperatura correspondente a 15 J de energia absorvida

• Temperatura correspondente a 50% de fratura fibrosa

• Temperatura correspondente a existência de 1% de contração lateral na raiz do entalhe.

Obviamente apenas em casos fortuı́tos ou em transições particularmente bruscas estas dife-

rentes definições coincidirão.

A temperatura de transição dúctil-frágil é afetada por: Composição quı́mica, Tratamento

térmico, Processamento, Microestrutura eGeometria do entalhe. Esta última caracterı́stica
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mostra queTc depende da geometria da amostra, o que reduz a sua transferibilidade para

situações reais.

A diminuição do tamanho de grão resulta em um aumento da resistência (relação de Hall-

Petch) e numa diminuição da temperatura de transição d´uctil-frágil. Desta forma justifica-se a

afirmação de que a redução do tamanho de grão é o único mecanismo de endurecimento que

também aumenta a tenacidade. A redução da temperatura crı́tica pode ser quantificada por:

dTc

dd0,5 =− 1
β

(7.26)

Ondeβ é uma constante ed é o tamanho de grão do material.

7.9.3 Ensaio de queda de peso “Drop-weight test”

Norma: ASTM E208 (placas de aço)

Aplica-se um cordão de solda de material frágil a uma das faces da placa, a seguir usina-se

um entalhe neste cordão de solda, cuja geometria não precisa ser sériamente controlada, já que

a função do material frágil é somente nuclear um trinca que incidirá sobre a placa.

A outra face da placa recebe o impacto de um peso em queda livrea partir de uma de-

terminada altura e o resultado obtido é qualitativo (“quebra” ou “não quebra”) onde a ruptura

significa que uma trinca propagou-se no lado tracionado da placa.

O ensaio de queda de peso, portanto, indica a habilidade que omaterial apresenta de parar

uma trinca pré-nucleada (no cordão de solda);

O ensaio de queda de peso permite definir uma temperatura de transição conhecida como

Temperatura de transição para ductilidade nula (NDT, “Nil ductility temperature”), que

apresenta as seguintes propriedades:

• a NDT é maior queTc, portanto o ensaio é mais severo no que tange à fratura frágil,

• a NDT correlaciona melhor com o conceito de tenacidade à fratura (KIc) e, portanto, com

o projeto de engenharia e

• e a NDT depende também da geometria da placa e do tamanho da pré-trinca (largura do

cordão de solda), porém o ensaio pode ser aplicado ao produto acabado, o que reduz a

relevância do problema.
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Exerćıcio 7.5 Catástrofe! O Zézinho10 descobriu que você estava estudando para a P2 de

PMT2405! Ele chegou justamente no momento em que você lia umtexto sobre mecanismos de

fratura em aços inoxidáveis ferrı́ticos. Como não poderia deixar de ser, logo veio a enxurrada

de perguntas:

a . (Z) O que é fratura?

Em seguida ele aponta um gráfico que representa o resultado de ensaios de impacto Charpy

realizados em corpos de prova de um aço inoxidável ferrı́tico tı́pico na região da transição

dúctil-frágil e pergunta:

b . (Z) O que é que este gráfico quer dizer?

Para seu azar o texto continha também uma discussão sobre atransição entre fratura trans-

granular de baixa temperatura para fratura intergranular em alta temperatura, e sobre o con-

ceito de temperatura equicoesiva, o Zezinho então, sem ao menos respirar pergunta:

c . (Z) O que é fratura transgranular? Qual é a diferença entre as duas?

Pouco antes de você perder a paciência e começar a pensar em assassinato, e depois da sua

última resposta, o Zésinho pergunta:

d . (Z) Por quê o tipo (ele não sabe direito o que é que significa mecanismo) de fratura muda

quando a temperatura aumenta?

A seguir, para seu alı́vio, o Zezinho perde o interesse em você e vai torrar a paciência de

outra pessoa.

Dica — lembre-se que você está explicando a matéria para uma criança de 10 anos, que não

sabe o que é tensão, deformação etc. . .

10Zézinho é um personagem mı́tico que eu criei, ele representa aquele pré-adolecente chato, tı́picamente de 10
anos de idade, que está sempre perguntando coisas (pense emseu irmão, irmã, primo, prima, ou mesmo no filho
ou na filha da vizinha).
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8 VISCOELASTICIDADE E FLUÊNCIA
DE POĹIMEROS

8.1 Comportamento viscoso

Baseado em F. A. McClintock e A. S. Argon “Mechanical Behavior of Materials” Addison-

Wesley Pub. Co., Reading-MA (EEUU), 1966.

Até o momento consideramosε = f (σ ,T, ε̇), onde “σ ” representa esquematicamente o es-

tado de tensão ao qual o corpo está sujeito,T representa a temperatura (absoluta) eε̇ representa

a taxa de deformação aplicada sobre o corpo. Esta relação implicitamente assume a hipótese

de que a deformação ocorre instantaneamente (ou seja, quenão depende do tempo,t). Em cer-

tas condições entretanto (notadamente a temperaturas elevadas) esta hipotese é flagrantemente

violada. Desta forma precisamos incluir este efeito do tempo nos nossos modelos mecânicos.

Definimos a temperatura homóloga (τH) como:

τH =
T
Tf

(8.1)

ondeT é a temperatura (absoluta) do sistema eTf é a temperatura (absoluta) de fusão do

material.

A justificativa para o uso da temperatura homóloga se baseiano fato de que as energias de

ativação dos processos termicamente ativados escalam (isto é, são proporcionais) com a ener-

gia de coesão dos átomos e intensidade das interações moleculares no sólido. A temperatura

de fusão, por sua vez, também escala com esta mesma propriedade. Sendo assim a tempera-

tura homóloga permite abstrair as diferenças de intensidade na interação entre os átomos nas

diferentes classes de sólidos.

Em alguns sólidos amorfos (por exemplo, em polı́meros termorı́gidos) não podemos definir

uma temperatura de fusão. Nestes casos substituimos a temperatura de fusão pela temperatura
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da transição vı́trea,Tg, e assumimos queTg⇒ τH ≃ 0,6.

8.1.1 Procedimentos experimentais idealizados

No estudo de fenômenos associados ao comportamento viscoso em sólidos é comum nos

referirmos a dois tipos de ensaios idealizados:

• O ensaio de fluência (“creep”)

• O ensaio de relaxação de tensão (“stress relaxation”)

Ensaio de fluência (Fig. 8.1):

Uma tensão constante é aplicada em um determinado intervalo de tempo e posteriormente

retirada. Registra-se a deformação observada em função do tempo.

σ

tt0 t1

σ0

ε

t

?

Figura 8.1: Representação esquemática do ensaio de fluência idealizado.

Ensaio de relaxação de tensão (Fig. 8.2):

Uma deformação constante é aplicada em um determinado intervalo de tempo e posterior-

mente retirada. Registra-se a tensão observada em função do tempo.

A Figura 8.3 apresenta a definição dos comportamentos ideais dos materiais sob solicitações

de fluência.

Viscosidade

Definimos aviscosidade(η) como a constante que relaciona a tensão de cisalhamento

aplicada sobre um fluido e a taxa de deformação angular produzida por esta tensão. Para fluidos

genéricos teremos:
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tt0 t1

ε0

σ

t

?

Figura 8.2: Representação esquemática do ensaio de relaxação de tensão.

σ ε ε

t t t

Elastico Viscoso

ε

t

Viscoplastico

ε

t

Viscoelastico

Figura 8.3: Comportamentos ideais sob solicitações de fluência.
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τ = η (γ̇)n (8.2)

A equação acima engloba os casos especiais:

• n = 0→ Comportamento elástico ideal

• n = 1→ Fluidos newtonianos (viscosidade linear)

Viscosidade linear

Fluidos newtonianos são governados pela relação constitutiva:

τ = ηγ̇ (8.3)

Neste caso a viscosidade tem dimensão [Pa.s] e pode ser expressa também por uma unidade

própria, oPoise(P), sendo que 1 [P] = 10−1 Pa.s.

O fluxo viscoso é termicamente controlado, portanto podemos escrever:

η = η0exp

(
∆H
kBT

)
(8.4)

ondeη0 e∆H são constantes caracterı́sticas do material (fator pré-exponencial e energia de

ativação, respectivamente) ekB = 8,3145 J.mol−1.K−1 é a constante de Boltzmann.

8.1.2 Modelos simplificados

O comportamento viscoelástico pode ser abstraı́do a partir da combinação de “dispositivos”

idealizados (Fig. 8.4), com respostas puramente linear el´astica (mola) ou puramente linear

viscosa (amortecedor)

τ = Gγ τ = ηγ̇ (8.5)

Com base nos dois dispositivos definidos anteriormente, podemos construir dois modelos

de comportamento viscoelástico (Fig. 8.5):
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Mola Amortecedor

Figura 8.4: Dispositivos ideais utilizados no modelamentodo comportamento visco-elástico.

γ γ

Maxwell Voigt

(1)

(2)

(1) (2)

Figura 8.5: Definição dos modelos de Maxwell e de Voigt com base nos dispositivos ideais.
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Modelo de Maxwell

Como a mola e o amortecedor estão em série, podemos assumirque a tensão atuante sobre

os dois dispositivos será a mesma (τ1 = τ2 = τ) e a deformação total será dada pela soma das

deformações em cada dispositivo (γ = γ1 + γ2). Podemos agora escrever para os dois compo-

nentes:

dτ
dt

= G
dγ1

dt
e τ = η

dγ2

dt
(8.6)

combinando teremos:

dγ
dt

=
dγ1

dt
+

dγ2

dt
=

1
G

dτ
dt

+
τ
η

(8.7)

A equação diferencial da página anterior é linear de primeira ordem e pode ser resolvida

pelos métodos usuais. Estas soluções dependem das chamadas condições de contorno, ou seja,

valores paraτ, γ ou para suas derivadas temporais em determinados instantes.

Por exemplo, as condições de contorno correspondentes aoensaio de fluência podem ser

expressas por:

{
τ = τ0

dτ
dt = 0

(t0≤ t < t1) (8.8)

Substituindo na equação diferencial teremos:

dγ
dt

=
τ0

η
⇒ γ =

τ0t
η

(8.9)

O modelo de Maxwell prevê, portanto, um incremento linear da deformação com o tempo,

mediado pela viscosidade. Ora, isto nada mais é que a solução para o comportamento de um

lı́quido newtoniano sujeito a uma tensão de cisalhamento!Esta solução, portanto,nãodescreve

adequadamente o comportamento viscoelástico de polı́meros noensaio de flûencia, como de-

sejamos.

Já no ensaio de relaxação de tensão deveriamos utilizaras seguintes condições de contorno:

{
γ = γ0
dγ
dt = 0

(t0≤ t < t1) (8.10)
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A equação a ser resolvida, portanto, é:

τ̇ +
G
η

τ = 0 (8.11)

cuja solução é da forma:

τ = τ0exp

[
−G

η
(t− t0)

]
(8.12)

A constanteτ0 = Gγ0 é determinada pela condição inicial (at = t0).

Por análise dimensional verificamos que a constantetr = η
G tem unidade de tempo. Esta

constante define, portanto, uma escala de tempo para o material que está sendo modelado e

recebe desta forma o nome detempo de relaxaç̃ao.

O resultado do modelo de Maxwell para o ensaio de relaxaçãode tensão (Fig. 8.6) pode ser

reescrito, portanto, como:

τ = τ0exp

[
−(t− t0)

tr

]
(8.13)
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Figura 8.6: Resultado tı́pico do ensaio de relaxação de tensão de acordo com o modelo de
Maxwell.
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Modelo de Voigt

Para o modelo de Voigt teremos a mola em paralelo com o amortecedor, desta forma a

deformação permanece a mesma nos dois dispositivos (γ1 = γ2 = γ) e a tensão será dada pela

soma das tensões nos dispositivos (τ = τ1 + τ2), teremos portanto:

τ = ηγ̇ +Gγ (8.14)

que corresponde à equação diferencial (novamente linear de primeira ordem) a ser resol-

vida.

Usando as condições de contorno para o ensaio de fluência teremos:

dγ
dt

+
G
η

γ =
τ0

η
(8.15)

cuja solução é dada por:

γ = γ∞

[
1−exp

(
t− t0

tr

)]
(8.16)

ondeγ∞ = τ0
G é determinada pela condição inicial e corresponde ao valor assintótico da

deformação em no limite tempo tendendo a infinito.

O resultado de um ensaio de fluência de acordo com o modelo de Voigt está representado

na Figura 8.7.

Considerando agora as condições de contorno para o ensaiode relaxação de tensão, teremos

para o modelo de Voigt:

γ =
τ0

G
(8.17)

Portanto o modelo de Voigt prevê que o material irá se comportar como um material elástico

linear em um ensaio de relaxação de tensão, o que também não é razoável (assim como no caso

do ensaio de fluência usando o modelo de Maxwell).

8.1.3 Módulos dinâmicos

Podemos agora definir as seguintes funções:
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Figura 8.7: Resultado tı́pico do ensaio de fluência de acordo com o modelo de Voigt.

• Módulo de relaxação (“relaxation modulus”)

G(t) =
τ(t)
γ0

(8.18)

• Módulo de flexibilidade em fluência (“creep compliance”)

T(t) =
γ(t)
τ0

(8.19)

Estes são os chamadosmódulos dinâmicos, que caracterizam a resposta mecânica de um

material viscoelástico.

Modelos mais sofisticados

Os resultados dos modelos de Maxwell e de Voigt representam certos aspectos do compor-

tamento viscoelástico sujeito a condições de carregamento simplificadas. Eles, entretanto, são

insuficientes para descrever a resposta de um sistema viscoelástico em uma situação mais com-

plexa de carregamento, para tanto é necessário avançar para modelos mais sofisticados, ainda

utilizando os análogos mecânnicos da mola e do amortecedor. Hertzberg, por exemplo, cita o

que chama de modelo de quatro elementos, esquematizado na Figura 8.8.
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(1)

(2) (3)

(4)

τ

Figura 8.8: Um modelo de quatro elementos ideais, capaz de reproduzir o comportamento
visco-elástico tanto em fluência quanto em relaxação detensão.

γ(t) =
τ(t)
G1

+
τ(t)
G2

[
1−exp

(
− t

tr

)]
+

τ(t)
η3

(8.20)

McClintock e Argon demonstram que, qualquer que seja a combinação dos elementos

básicos, a equação diferencial que governa a resposta deum material viscoelástico será da

forma:

p1τ̈ + p2τ̇ + p0τ = q2γ̈ +q1γ̇ (8.21)

ondepi eqi são coeficientes constantes.

Apesar de complexa, esta equação diferencial é linear, oque significa que vale o princı́pio

da superposição, ou seja, a solução da equação pode ser obtida pela soma das soluções parciais

devidas às configurações simplificadas que compõem o modelo.

8.2 Comportamento mecânico de poĺımeros

A resposta de um polı́mero a esforços mecânicos será fortemente marcada por comporta-

mentos viscosos ou viscoelásticos mesmo à temperatura ambiente, já que suas temperaturas de
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fusão estão normalmente por volta de 300oC. Desta forma é comum descrever suas propri-

edades em termos do módulo de relaxação ou do módulo de flexibilidade em fluência. Mais

importante que isto, como vimos nos modelos de Maxwell e Voigt, as respostas serão caracteri-

zadas por um parâmetro, denominado tempo de relaxação, que por sua vez depende do módulo

de rigidez e da viscosidade do material.

Estas duas constantes, por sua vez dependem de variáveis estruturais do polı́mero, a saber,

do peso molecular e da taxa de ligações cruzadas. O módulode rigidez pode ser considerado

constante com a temperatura, em uma razoável aproximação. Já a viscosidade é termicamente

ativada (como vimos anteriormente). Estas considerações levam ao chamadoprinc ı́pio da

superposiç̃ao termo-temporal e ao conceito decurva mestre.

8.2.1 Curva mestre

Experimentalmente observa-se que os resultados de ensaiosde fluência ou de relaxação em

diferentes temperaturas são relacionados na forma de um deslocamento do eixo dos tempos,

como esquematizado na Figura 8.9 (ou, alternativamente, consulte a figura 6.23 do livro de

McClintock e Argon).

ln t

G(t)

T1

T2

T2>T1

aT

Figura 8.9: Curva mestre caracterı́stica de polı́meros e o princı́pio da superposição termo-
temporal. A seta dupla indica o intervalo de tempo no qual as medidas experimentais são
possı́veis.

Este resultado sugere que o comportamento mecânico de um polı́mero a qualquer tempe-

ratura passa a ser conhecido se ele puder ser medido em uma única temperatura de referência.

Este corresponde ao conceito decurva mestreou “master curve” , que é uma curva medida a
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uma dada temperatura de referência e que pode ser usada pararepresentar o comportamento do

material a qualquer temperatura.

Williams, Landel e Ferry propuseram em 1955 uma relação semi-empı́rica para determinar

o fator de deslocamento temporal (aT , “time shift factor”) de um polı́mero:

logaT = log
tT
tT0

=
C1(T−T0)

C2+T−T0
(8.22)

ondeT0 é uma temperatura de referência arbitrariamente escolhida,tT e tT0 são os tempos

necessários para que o módulo de relaxamento (ou o módulode flexibilidade em fluência) atin-

jam o mesmo valor nas temperaturasT eT0 eC1 eC2 são constantes que dependem únicamente

da escolha da temperatura de referência. Williams, Landele Ferry fornecem os valores deC1 e

C2 para duas temperaturas de referência comumente utilizadas (Tab. 8.1).

Tabela 8.1: Parâmetros do modelo de Williams-Landel-Ferry considerando duas temperaturas
de referência diferentes.

Temp. referência C1 C2

Tg -17,44 51,6
Tg+50 K -8,86 101,6

Exerćıcio 8.1

G. E. Dieter, em seu livro (Mechanical Metallurgy, 2a ed., McGraw-Hill, 1976), apresenta

um gráfico semelhante ao reproduzido abaixo, que representa o módulo isócrono do Poliestireno

em função de parâmetros estruturais da cadeia polimérica. O módulo isócrono é definido da

seguinte forma:

“E(t) é um módulo dependente do tempo. Ele é medido aplicando-se uma dada

deformação inicial à amostra (ε0) e então permitindo-se que a tensão relaxe. A

tensão após um dado tempo de relaxação (no caso, t = 10 s) ´e medida. Se uma

seqüência de espécimens for deformada a diferentes nı́veis de deformação inicial,

então a curvaσ(t = 10s)×ε0 pode ser construida, o coeficiente angular desta curva

éE(t)” (Dieter)

Esta curva é equivalente a uma curva-mestre para o polı́mero e pode ser analisada da mesma

forma. Responda:

a . Analise o comportamento viscoelástico esperado para asquatro formas de poliestireno por
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Figura 8.10: Representação esquemática do módulo isócrono do Poliestireno.

volta de 125◦C .

b . Discuta a relação entre a estrutura da cadeia polimérica e o comportamento mecânico do

poliestireno com base nas curvas apresentadas.

8.3 Módulos complexos

Uma forma alternativa de caracterizar o comportamento viscoelástico de um material cor-

responde a submetê-lo a uma deformação cı́clica senoidal (ou alternativamente, a uma tensão

senoidal). Como esquematizado na Figura 8.11 a resposta será caracterizada por uma defasa-

gem de um certo ânguloδ que dependerá das propriedades viscoelásticas do material:

Em um ensaio de controle de tensão, esta será descrita por:

τ(t) = exp[iωt] (8.23)

A resposta (deformação) será dada por:

γ(t) = Aexp[iωt +δ ] (8.24)

ondeA é uma constante, que no momento permanecerá anônima.
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Figura 8.11: Princı́pio da análise do comportamento visco-elástico por meio de uma deformação
cı́clica senoidal.

Definimos osmódulos de armazenamento e de perda“storage and loss moduli” respec-

tivamente como:

G′ = Acosδ e G′′ = Asinδ (8.25)

de forma analoga definimos omódulo complexoe atangente delta:

G∗ = G′+ iG′′ e tanδ =
G′

G′′
(8.26)

Com o auxı́lio do módulo complexo podemos escrever a resposta mecânica do material

como:

τ(t) = G∗γ(t) (8.27)

A resposta dinâmica de um polı́mero a um esforço oscilatório pode ser completamente

definido se as constantesG∗ e tanδ (ou alternativamenteG′ e G′′) forem expressas em ter-

mos da freqüência da onda senoidal. Esta decomposição espectral das propriedades mecânicas

do polı́mero tem caráter semelhante ao das “curvas mestras” estáticas, definidas anteriorment.

Da mesma forma este comportamento pode ser medido em função da temperatura para uma
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freqüência fixa: este é o princı́pio de funcionamento do ensaio termo-mecânico diferencial

(“differential thermo-mechanical analysis”, DTMA). Na prática todas estas abordagens do tipo

“curva mestra” seriam equivalentes, dado o princı́pio de superposição termo-temporal, mas a

conversão de dados entre um formalismo e o outro pode ser muito complexa.

8.4 Relações constitutivas em poĺımeros

Contrariamente aos materiais metálicos, que apresentam relações constitutivas onde a curva

tensão realversusdeformação real é sempre crescente, materiais poliméricos termoplásticos

apresentam amolescimento por deformação (strain softening), como esquematizado na Figura

8.12. Isto se deve às particularidades da estrutura molecular destes materiais.

σr

εr

Figura 8.12: Representação esquemática da variação da tensão real em função da deformaçção
real em um polı́mero termoplástico tı́pico.

As propriedades elásticas, assim como o escoamento, em polı́meros termoplásticos são con-

trolados pela resistência ao escorregamento mútuo das cadeiais e portanto se devem às ligações

secundárias (Van der Waals ou pontes de hidrogênio). Em repouso cadeias vizinhas se rearran-

jam por difusão de curto alcance de forma a maximisar a eficiˆencia destas ligações. Trechos

das cadeias migram na direção do fundo de poços de potencial gerado por estes ligações e as

moléculas adquirem uma geometria irregular, introduzindo pontos de ancoramento que devem

ser vencidos para produzir o deslizamento mútuo.

Sob a ação da tensão estes trechos inicialmente respondem de forma elástica, mas no es-

coamento eles migram e as cadeias assumem configurações mais retas, eliminando os pontos

de ancoramento. Desta forma a eficiência das ligações secundárias diminui, produzindo o amo-

lescimento por deformação. Do ponto de vista da viscosidade, os polı́meros apresentam com-

portamento instrinsecamente não-newtoniano, com a viscosidade diminuindo com a taxa de
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deformação.

Para grandes deformações, entretanto, as propriedades mecânicas do polı́mero são ditadas

pela reorientação das cadeias e portanto são vinculadasàs ligações primarias intercadeias. Neste

regime observa-se que os polı́meros apresentam uma deformação máxima admissı́vel, que é

relacionado ao comprimento livre de cadeia entre dois pontos de emaranhamento (que assumem

o papel das ligações cruzadas nos termorrı́gidos). Estespontos de emaranhamento, que são

pontos onde as cadeias estão organizadas de tal forma que o deslizamento mútuo fica restrito

por razões topológicas. Haward e Thacray1 citam experimentos onde se demonstra que as

grandes deformações aparentemente plásticas observaddas em polı́meros são em grande parte

reversı́veis quando o material é reaquecido, fornecendo energia térmica suficiente para que o

material retorne ao equilı́brio estático ditado pelo conjunto de pontos de emaranhamento.

8.4.1 O modelo de Haward e Thackray

Haward e Thackray, anteriormente citados, propuseram um modelo constitutivo para a

deformação de polı́meros termoplásticos amorfos que hoje em dia serve de base para a mai-

oria dos modelos modernos. Este modelo é representado pelodiagrama apresentado na Figura

8.13.

Mola Hookeana

Amortecedor
de 
Eyring

Mola de 
Langevin

σ

Figura 8.13: Representação esquemática do modelo de Haward e Thackray para a relação cons-
titutiva em polı́meros termoplásticos amorfos.

A resposta elástica inicial deste modelo é dada pela mola Hookeana e tem como objetivo

descrever o comportamento do sistema até o escoamento. A resposta após o escoamento, e

principalmente o amolecimento por deformação são dadospelo amortecedor de Eyring, que

1R. N. Haward, G Thackray, The use of a mathematical model to describe isothermal stress-strain curves in
glassy thermoplastics, Proc. Roy. Soc. A, 302 (1968) 453–472.
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possui uma lei de viscosidade não linear, decrescente com ataxa de deformação. Por fim, o

comportamento para grandes deformações é dado pela molade Langevin, que se caracteriza

por uma deformação limitada pelo emaranhamento das cadeias poliméricas.

A resposta da mola Hookeana, como já definido anteriomente,é dada por

ε r = Eσ r (8.28)

A lei de viscosidade do amortecedor de Eyring dada por:

γ̇ =
τ
η

= K sinh

(
Vτ

2kBT

)
(8.29)

OndeK eV são constantes, sendo queV é chamado de “volume de Eyring” e representa o

volume do segmento de cadeia que tem que se mover por inteiro afim de ocorrer escoamento.

A seguir Haward e Thackray impõem ao sistema uma lei linear de deformação com o tempo

(correspondente por exemplo a um ensaio de tração em controle de deformação):

ε = K1t (8.30)

De acordo com o modelo da Figura??eles dividem então a deformação total na deformação

da mola Hookeana (εH) e uma deformação plástica recuperável (εA):

ε = εH + εA (8.31)

Em seguida eles assumem que a deformação elástica é sempre muito pequena e desconsi-

deram efeitos que podem afetar a resposta elástica em altasdeformações (como variações de

Módulo de Young ou do quociente de Poisson) e escrevem:

ε =
σ (1+ ε)

E
+ εA (8.32)

A seguir eles assumem queεA é um fluxo viscoso escrevendo:

ε̇A =
τ
η

(1+ ε) (8.33)

Supondo agora queεA≫ εH podemos aproximar 8.33 como:
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ε̇A =
τ
η

(1+ εA) (8.34)

Ou seja:

d ln(1+ εA)

dt
=

τ
η

(8.35)

Considerando queτ = 1
2σ (1+ ε) e usando 8.29 escrevemos:

d ln(1+ εA)

dt
= K

{
exp

[
+

Vσ (1+ εA)

4kBT

]
−exp

[
−Vσ (1+ εA)

4kBT

]}
(8.36)

Por fim, a tensão de engenharia atuando na mola de Langevin (σR) é dada por:

σR =
NkBT

3

√
n

[
L
−1
(

1+ εA√
n

)
−
(

1

(1+ εA)
3
2

)
L
−1
(

1√
n
√

1+ εA

)]
(8.37)

Onde
√

n− 1 corresponde à deformação limite da rede de cadeias eL
−1 é a inversa da

função de Langevin, definida como:

L (β ) = cothβ − 1
β

(8.38)

Finalmente o modelo resulta na seguinte equação diferencial não linear:

d ln(1+ εA)

dt
= K

{
exp

[
+

V
(
σ −σR

)
(1+ εA)

4kBT

]
−exp

[
−V

(
σ −σR

)
(1+ εA)

4kBT

]}
(8.39)

ComσR definido pela Equação 8.37.

A solução de 8.39 deve ser determinada por métodos numéricos devido à forte não lineari-

dade da equação diferencial.

O mérito do modelo de Haward e Thackray foi o de, pela primeira vez, fornecer uma

descrição matemática, baseada em parâmetros derivados da estrutura molecular, do compor-

tamento mecânico macroscópico dos polı́meros. A estrutura básica do modelo, apresentado na

Figura 8.13 também é reproduzida em todos os modelos constitutivos modernos, mesmo que

em alguns casos hajam pequenas modificações. Ela sofre, entretanto, de algumas limitações,
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sendo as principais:

• É um modelo baseado em deformação infinitesimal, que, por princı́pio, não deveria ser

conveniente para o tratamento de polı́meros.

• É um modelo unidimensional, sendo incapaz, portanto, de descrever a anisotropia de

propriedades, que é caracterı́stica destes materiais.

Uma descrição baseada na teoria da deformação finita de Lee (Seção 5.2) parece ser mais

apropriada para o presente caso. Uma destas descrições será vista em seguida.

8.4.2 O modelo de Arruda e Boyce

Ellen Arruda e Mary Boyce2 foram as primeiras pesquisadoras a aplicar a teoria de Lee ao

desenvolvimento de modelos constitutivos para polı́meros.

Elas se baseiam nos mesmos elementos básicos representados na Figura 8.13, mas agora as

forças e os deslocamentos atuantes nestes elementos são representados os tensores definidos na

Seção 5.2. O modelo pode ser representado pela figura 8.14.

T

B
T*

Figura 8.14: Adaptação do modelo de Haward e Thackray feita por Arruda e Boyce para incluir
efeitos de anisotropia na a relação constitutiva em polı́meros termoplásticos amorfos.

2E. M. Arruda, M. C. Boyce, Evolution of plastic anisotropy inamorphous polymers during finite straining,
Int. J. Plasticity, vol. 9 (1993) 697 – 720.
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No modelo de Arruda e Boyce a tensão e a deformação unidimensionais assumidas por

Haward e Thackray são substituidas por tensores. A mola linear está sujeita, por exemplo ao

estado de tensão definido pelo tensorT, já introduzido anteriormente (equação 5.26). Esta mola

segue uma relação constitutiva com o tensor de deformaç˜ao real através do tensor das constantes

elásticasCe (de posto 4):

T =
1
J
Ce[lnUe] (8.40)

O tensorUe é obtido a partir deAe usando o teorema da decomposição polar (vide Apêndice

A). Ele é conhecido como o tensor de extensão direito (right stretch tensor) e é definido por:

Ae = ReUe (8.41)

OndeRe é um tensor ortogonal que representa a rotação caracter´ıstica do processo de

deformação. Assumindo-se que o tensorCe é caracterı́stico de um sólido isotrópico podemos

assumir que a rotação no estado elástico é nula e portanto Ue = Ae. FinalmenteJ = det[Ue].

O elemento viscoso representa a equação escalar de Argon para a taxa de deformação an-

gular plástica,̇γP, que surge após as barreiras que se opõem ao deslizamento eà rotação dos

segmentos decadeia sejam superadas:

γ̇P = γ̇0exp

{
− As

kBT

[
1−
(τ

s

) 5
6
]}

(8.42)

Na equação acima, o termo pré-exponencialγ̇0 representa um termo de freqüência de ten-

tativas,As é uma energia de ativação à tensão nula,s= 0.077 µ
(1−ν) é a resistência atérmica ao

escoamento e finalmenteτ é a tensão de escoamento equivalente. Podemos agora resolver a

equação 8.42 paraτ obtendo:

τ = s



1− kBT
As

ln

(
γ̇P

γ̇0

) 6
5



 (8.43)

O amolescimento por deformação é modelado fazendo-ses evoluir com o tempo na forma:

ṡ= h

[
1− s

sss

]
γ̇P (8.44)

ondeh representa a inclinação inicial esss um valor de estado estacionário correspondente
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a um estado “móvel” das cadeias.

Por fim, o tensorT∗ é obtido da diferença tensorial emtreT e a contratensão atuante sobre

a mola não linear:

T∗ = T− 1
J

AeBAe
T (8.45a)

de onde se obtém a tensão equivalente efetiva de cisalhamento:

τ =

[
T∗′ ·T∗′

2

]
(8.45b)

ondeT∗′ representa a parcela reduzida (deviatoric) deT∗.

Finalmente o tensorDP é definido a partir deT∗ de tal forma a possuir módulȯγP e a

direção tensorial definida porT∗′:

DP = γ̇PN (8.46)

ondeN é o tensor normalizado definido como:

N =
1√
2τ

T∗′ (8.47)

A última contribuição ao modelo é baseada em um tratamento mecânico-estatı́stico desen-

volvido pelas autoras para a relaçao constitutiva da elasticidade não linear de elastômeros.

Neste modelo a razão de estiramento individual das cadeias, λcadeia, definida em função do

seu comprimentoℓcadeiae do seu comprimento em repousoℓ0 como:

λcadeia=
ℓcadeia

ℓ0
(8.48)

Esta quentidade, por sua vez, se vincula aos estiramentos macroscópicos principais aplica-

dos,λi j , por:

λcadeia=
1√
3

(
trλi j

)1
2 (8.49)

A relação constitutiva individual das cadeias é dada por:
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σcadeia= λcadeiakBTL
−1
{

λcadeia√
N

}
(8.50)

ondeL −1 é a função de Langevin inversa, já introduzida anteriormente, eN é definido

como o número médio de pontos de ligação cruzada3 da cadeia, sendo que
√

N neste caso

representa a razão entre a máxima extensão da cadeia e a extensão em repouso da mesma.

A resposta da cadeia a estiramentos macorscópicos aplicados é dada em termos da diferença

entre duas tensões principais, para eliminar a dependência da pressão hidrostática:

σ1−σ3 =
nkBT

3

√
NL

−1
[

λcadeia√
N

] (
λ 2

1 −λ 2
3

)

λcadeia
(8.51)

onden é o número médio de cadeias por unidade de volume.

As componentes principais do tensor reduzido de contratensão da mola não linear,Bi, serão

dadas por:

Bi =
nkbT

3

√
NL

−1
{

ΛP
cadeia√

N

}
ΛP

i
2− tr(ΛP

i )
3

ΛP
cadeia

(8.52)

ondeΛP
i e ΛP

cadeiasão os equivalentes plásticos deλi e λcadeia.

Os tensoresB eVP são coaxiais. Ocorre quemathb fVP geralmente não se encontra diago-

nalizado devido às grandes rotações que acompanham o processo de deformação finita. Neste

caso deve-se diagonalizarVP, determinarB e rodarB ao referencial não diagonalizado.

O modelo desenvolvido por Arruda e Boyce é consideravelmente mais complexo que o de

Haward e Thackray. Esta complexidade se deve não apenas ao fato de se descrever o caráter tri-

dimensional das deformações, mas também da fundamentac¸ão mais sólida dos modelos usados

na descrição da parcela não-linear da deformação elástica.

3No contexto de polı́meros em geral, pontos de emaranhamento.
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9 FLUÊNCIA EM MATERIAIS
CRISTALINOS

Escorregamento de discordâncias, deslizamento com desvio, ascensão de discordâncias,

recuperação e recristalização são fenômenos termicamente ativados, portanto quanto maior a

temperatura, maior a probabilidade de eles irão ocorrer espontaneamente no interior do cristal.

Além disto, com o aumento da temperatura aumenta também a fração de lacunas em

equilı́brio em um reticulado, assim como sua mobilidade, ambos (formação e migração de la-

cunas) também são eventos termicamente ativados. Lacunas, entretanto, geram um campo de

tensão próprio no interior do sólido, o que sugere a possibilidade de que este interaja com o

campo de tensão aplicado no corpo.

Por fim, com o aumento da temperatura, mecanismos de deformac¸ão e de fratura ligados

à movimentação relativa de contornos de grão passam a sefazer notar durante a deformação

plástica dos materiais cristalinos.

De forma empı́rica pode-se dizer que fenômenos associadosà fluência em materiais crista-

linos se tornarão perceptı́veis para

τH ≥ 0,4 (9.1)

Deve-se observar, entretanto, que fenômenos associados `a fluência ocorrem potencialmente

a qualquer temperatura na escala microscópica. A regra empı́rica acima é somente um guia para

analisar a necessidade de se considerar efeitos macroscópicos associados à fluência.

Tipicamente um material cristalino irá apresentar três estágios da fluência (Fig. 9.1):

I . transiente ou primário: redução progressiva da taxa de deformação, duraçãolimitada.

II . estaciońario ou secund́ario: taxa de deformação constante (mı́nima), corresponde ao

maior perı́odo de vida de um material em solicitações de fluência.
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ε

t

I II III

tr

εmin

.

ε0

Figura 9.1: Curva tı́pica resultante de um ensaio de fluência em material metálico, incluindo a
definição dos parâmetrosε̇min e tr .

III . terciário: taxa de deformação volta a aumentar, precede a fratura.

9.1 Ensaio de fluência

Baseado em G. E. DieterMechanical Metallurgy, 2aed., McGraw-Hill, 1976.

O ensaio de fluência normalmente é realizado em condições isotérmicas, em condições de

carga ou tensão real constante. Costuma ser de muito longa duração (tipicamente, entre 2000 até

10000h), o que exige uma bateria de máquinas de ensaio no laboratório operadas “em paralelo”.

Os ensaios realizados a carga constante são voltados à caracterização de propriedades tec-

nológicas, necessárias à realização de projeto de engenharia, já os ensaios a tensão real cons-

tante normalmente se dedicam à investigação cientı́ficados materiais.

É comum também a investigação de fenômenos relacionados à fluência em componentes

que estiveram em serviço por um longo tempo e foram descartados (observaçãopost mortem).

A Figura 9.2 apresenta um tı́pico laboratório de fluência,contendo um grande número de

máquinas de ensaio de fluência que operam em paralelo.

Parâmetros da curva de flûencia

A partir de uma curva tı́pica obtida em um ensaio de fluência definem-se dois parâmetros

que caracterizam a resistência do material:
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Figura 9.2: Exemplo de laboratório de ensaios de fluência.Este pertence ao CTA. Fonte:
<http://www.sismetra.cta.br/labs/labfluencia.html>, acesso em 10/5/2004.

• Tempo de ruptura em fluência (tr ) - medida noensaio de ruptura por fluência, que é um

ensaio de curta duração (até 1000h) — aplicável a materiais que necessitam sobreviver

por um tempo limitado em temperaturas elevadas (palhetas deturbina em aviões a jato

militares, por exemplo).

• taxa mı́nima de fluência (ε̇min) - medida noensaio de flûencia, ensaio de longa duração

(de 2000 a 10000h), desenhado para investigar detalhadamente o estágio II, raramente

é levado até a ruptura — aplicável a materiais que irão trabalhar por longos tempos

(décadas) em temperaturas elevadas (por exemplo, reatores nucleares e tubulações instalações

de craqueamento e reforma em indústrias petroquı́micas).

9.1.1 Relaç̃oes emṕıricas

Uma série de expressões empı́ricas tem sido propostas ao longo da história da engenharia

com o objetivo de descrever a deformação por fluência dos materiaistecnológicos. A primeira

foi proposta por E. N. da C. Andrade em 1910 e é expressa por:

ε(t) = ε0

(
1+β t

1
3

)
eκt (9.2)

ondeβ e κ são constantes eε0 é a deformação (elástica) instantânea.

Até hoje a dependência emt
1
3 da deformação em fluência é conhecida comolei de An-

drade.
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Uma proposta mais recente foi feita por Garofalo em 1960 e corresponde à equação:

ε(t) = ε0+ εt
(
1−e−rt)+ ε̇mint (9.3)

As equações de Andrade e Garofalo, obviamente, são incapazaes de descrever o estágio

terciário da fluência.

Outra relação empı́rica importante foi obtida por Monkman e Grant em 1956 e relaciona o

tempo para ruptura à taxa mı́nima de fluência:

log10tr +mlog10 ε̇min = B (9.4)

onde 0,77< m< 0,93 e 0,48< B < 1,3, tipicamente.

Vemos, portanto, que o tempo de ruptura decresce quando a taxa mı́nima de fluência au-

menta, como esperado.

Cottrell (1952) sugeriu que o comportamento sob fluência embaixas temperaturas (τH ≤
0,5), onde predomina o regime transiente ou primário, pode ser descrito por uma lei genérica

do tipo:

ε̇ = At−n′ (9.5)

ondeA e n′ são constantes.

A lei de Cottrell permite descrever diversos casos especiais:

• quandon′ = 0 temos a taxa de deformação constante e portanto o estado estacionário,

• quandon′ = 1 temos queε ∝ ln t, dependência esta que é observada na fluência em tem-

peraturas e tensões muito baixas, onde a recuperação não ocorre (por exemplo, no cobre

abaixo de 200K) e

• quandon′ = 2
3 temos queε ∝ t

1
3 , que é a lei de Andrade para o estágio transiente.

9.1.2 Energia de ativaç̃ao para a fluência

Em temperaturas por volta deτH = 0,5 o estágio estacionário passa a dominar o processo

de fluência. Como a fluência é baseada em processos termicamente ativados é interessante

determinar a forma com que a taxa mı́nima de fluência é afetada pela temperatura.
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Assumindo quėεmin seja expressa por uma relação de Arhenius, teremos:

ε̇min = Aexp

[
− ∆H

kBT

]
(9.6)

ondeA e ∆H são constantes para determinados domı́nios de temperatura e tensão (o fator

pré-exponencial e a entalpia de ativação do processo controlador) ekB = 8,3145 J.mol−1.K−1 =

1,987 cal.mol−1.K−1 é a constante de Boltzmann.

Sherby, Dorn e Orr (1954), por meio de uma correlação extensa de dados de fluência e cons-

tantes de auto-difusão em metais puros, mostraram que a energia de ativação para a fluência é,

no regime de altas temperatura, igual à energia de ativaç˜ao para a auto-difusão. Como a energia

de ativação para auto-difusão é a soma das entalpias de formação e de migração de lacunas, este

resultado mostra que o processo controlador da fluência envolve necessariamente a formação e

migração de lacunas. Um mecanismo de deformação que se torna imediatamente candidato a

processo controlador da fluência é, portanto, a ascensãode discordâncias (“dislocation climb”).

Dorn propôs um método simples para a determinação da energia de ativação para fluência

pela comparação de resultados obtidos a duas temperaturas próximas,T1 eT2. Nestas condições

é razoável supor que as constantesA e∆H sejam independentes da temperatura e teremos então:

ε̇1exp
[

∆H
kBT1

]
= A = ε̇2exp

[
∆H
kBT2

]
⇒

∆H = kB

(
ln ε̇1

ε̇2

)(
T1T2

T1−T2

) (9.7)

Dorn observou também que os dados de fluência poderiam ser correlacionados em uma

escala de tempos efetivos, compensados pela variação da temperatura:

θ = t exp

[
∆H
kBT

]
(9.8)

Em uma escala de temperaturas mais ampla, entretanto, a energia de ativação para fluência

poderá variar. Geralmente esta energia de ativação podeser correlacionada com algum processo

de formação e migração de lacunas, mas em alguns casos o processo controlador poderá ser

outro.

Crit érios de projeto

Na prática a taxa mı́nima de fluência é o principal parâmetro de desenho em projetos vol-

tados a solicitações de fluência. Dieter cita dois critérios comumente adotados nos EEUU na
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década dos 1970:

• a tensão necessária para produzirε̇min = 0,000001h−1 (1 % em 10000h) — usado no

projeto de turbinas de avião a jato e

• a tensão necessária para produzirε̇min = 0,0000001h−1 (1 % em 100000h, cerca de 11

anos e meio) — usado no projeto de turbinas em usinas termo-elétricas e equipamentos

similares.

9.2 Métodos de extrapolação

Frequentemente, ao projetar dispositivos, desejamos prever o comportamento de seus com-

ponentes sob solicitações de fluência a longo prazo (com vidas-úteis previstas em décadas).

Muitas vezes, entretanto, o próprio material de que é feito o componente foi inventado há me-

nos tempo do que a especificação solicita. Nestes casos, obviamente, é impraticável ensaiar o

material nas condições de uso e devemos extrapolar o comportamento sob serviço a partir de

dados obtidos em ensaios de fluência de menor duração realizados em laboratório. Isto é feito

com o emprego de um certo número de fórmulas empı́ricas ou semi-empiricas conhecidas como

métodos de extrapolaç̃ao.

Segundo proposta de Grant e Buckling (1950), o conceito de podemos escrever:

log10t = log10θ +
M
kB

∆H
T

(9.9)

ondeM = log10e= 0,434, supondo queθ e ∆H
kB

sejam funções unicamente da tensão, então

a equação acima será linear em log10t eT−1.

9.2.1 Método de Larson-Miller

Larson e Miller (1969) adotaram a sugestão de Grant e Buckling e graficaram um grande

número de dados de tempo de ruptura em fluência a temperaturas e tensões diferentes, mos-

trando que os dados do logaritmo do tempo de ruptura para cadanı́vel de tensão são realmente

lineares com o inverso da temperatura e que, quando comparados os dados obtidos a diferentes

nı́veis de tensão, todas as retas convergem para um determinado ponto (negativo) no eixo das

ordenadas (Fig. 9.3). Isto permite concluir que:
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1 . O coeficiente angular das retas, ou seja a energia de ativac¸ão, depende unicamente da tensão

aplicada.

2 . O ponto de intersecção corresponde a log10θ e é independente da tensão.

log t

1/T0

x

x

x

x

x

x

x

x

x

C1

σ3σ2σ1

σ3>σ2>σ1

M∆H/R

Figura 9.3: Representação esquemática da fundamentação do método de Larson-Miller.

O método de Larson-Miller pode ser expresso em termos do tempo de ruptura por meio da

equação:

T (log10tr +C1) = P1 (9.10)

ou alternativamente, em termos da taxa mı́nima de fluência:

T (C1− ε̇min) = P1 (9.11)

ondeP1 é conhecido porParâmetro de Larson-Miller .

Conforme a discussão anterior, vê-se queP1 é uma função da tensão aplicada (unicamente),

enquanto queC1 é constante (independente da tensão e da temperatura), podemos então deter-

minar P1 por meio de ensaios a temperaturas diferentes, ao longo de umintervalo de tensão

conhecido. Estes pontos deverão seguir uma curva em princ´ıpio desconhecida, mas bem de-

finida (a função da tensão procurada). Como esta funçãoé única (isto é válido desde que o



9.2 Métodos de extrapolação 267

mecanismo controlador não mude no intervalo de temperatura e tensão invesitigado) ela pode

ser usada para determinar o valor deP1 para uma tensão não investigada (em outras palavras,

ela é umacurva mestrepara a liga).

9.2.2 Método de Dorn

O parâmetro de Larson-Miller é o mais popularmente utilizado no projeto voltado a altas

temperaturas, entretanto, outros parâmetros tem sido propostos e utilizados com o mesmo fim.

Entre estes é conveniente citar o método de Dorn, baseado diretamente no conceito de tem-

peratura efetiva compensada. Este parâmetro, entretanto, não apresenta boa correlação para

materiais resistentes a altas temperaturas.

9.2.3 Método de Manson-Haferd

Em alguns casos, os dados experimentais obtidos para um dadomaterial podem não produ-

zir uma boa curva mestre para o método de Larson-Miller, neste caso pode-se utilizar o método

de Manson-Haferd (1953), baseado na equação:

T−Ta

log10tr− log10ta
= P2 (9.12)

ondeTa e log10ta são constantes (independentes da tensão e da temperatura) derivadas a

partir dos dados experimentais (Fig. 9.4).

O maior poder de descrição do método de Manson-Haferd vemexclusivamente do fato de

que este método usa um parâmetro a mais que o método de Larson-Miller. Do ponto de vista

formal, o método de Larson-Miller é mais fundamental, jáque se baseia na idéia de que a

fluência é um processo termicamente ativado.

Discuss̃ao dos ḿetodos de extrapolaç̃ao

Dos três métodos de extrapolação apresentados, MH é o mais preciso, LM é o mais popular

e D tem fundamentação mais rigorosa (mas falha em descrever propriedades de ligas comple-

xas).

A temperatura usada nos métodos de extrapolação costumaser expressa em graus Rankine

(◦R), o equivalente ao Kelvin quando a temperatura é expressana escala Fahrenheit◦F, para

converter em Kelvin:
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T

log tr

x
x

x

x
x

x

x
x

x

Ta,log ta

1/P2
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σ3>σ2>σ1

Figura 9.4: Representação gráfica esquemática da fundamentação do método de Manson-
Haferd.

Tabela 9.1: Composições das ligas investigadas na dissertação de mestrado do Engo. Alexandre
Sokolowski em 1993.

Liga C Cr Ni Nb Ti

A 0,41% 25,3% 20,5% – –
B 0,42% 23,4% 25,2% 0,61% 0,09%

[K] =
5
9

([oF]+460) (9.13)

Exerćıcio 9.1

O engenheiro Alexandre Sokolowski defendeu em 1993 uma dissertação de mestrado inti-

tulada “Efeito da adição de nióbio e titânio e alteraç˜oes nos teores de cromo e nı́quel sobre a

microestrutura e propriedades mecânicas da liga ASTM A608grau HK” perante banca consti-

tuida no departamento de Engenharia Metalúrgica e de Materiais da Escola Politécnica da USP.

Nesta dissertação o engenheiro Sokolowski publicou uma tabela sumarizando os resultados ob-

tidos em ensaios de ruptura em fluência em duas ligas resistentes ao calor baseadas no aço

ASTM HK40, que são usadas na forma de tubos centrifugados emfornos de pirólise e reforma

em indústrias petroquı́micas. As composições destas ligas são dadas na tabela 9.1:

Os resultados em questão obtidos para duas temperaturas encontram-se na tabela 9.2:

Com base nestes dados responda:
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Tabela 9.2: Resultados obtidos pelo Engo. Alexandre Sokolowski em 1993 referentes à re-
sistência à fluência das duas ligas com composições listadas na tabela 9.1.

Liga T (oC) σ (MPa) tr (h) ε̇min (h−1)

A 982 35 131 3,8× 10−4

A 982 40 67 1,15× 10−3

A 982 46 37 3,5× 10−3

A 982 50 19 6,91× 10−3

A 1050 17 611 —
A 1050 20 245 —
A 1050 24 113 —
A 1050 30 35 —
A 1050 35 21 —

B 982 35 848 1,75× 10−4

B 982 40 352 4,4× 10−4

B 982 46 133 1,15× 10−3

B 982 50 78 2,06× 10−3

B 1050 17 2083 —
B 1050 20 815 —
B 1050 24 367 —
B 1050 30 114 —
B 1050 35 57 —
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a . Qual o expoenten (expoente de tensão em fluência) das ligas A e B a T = 982oC ?

b . Em sua opinião, há mudança de mecanismo de fluência a T =982oC devido à alteração na

composição relativa às duas ligas? Justifique sua resposta.

c . Construa o gráfico da relação de Monkman-Grant para T = 982 oC. Quais são os seus

parâmetros?

d . Um novo ensaio de fluência (obs.:não é ensaio de ruptura em fluência) foi realizado para

a liga A a 982oC a um nı́vel de tensão que resultou em uma taxa mı́nima de fluˆencia

ε̇min = 2.5×10−3 [h−1], qual será o tempo de ruptura previsto pela relação de Monkman-

Grant que você determinou na questão anterior? Um ensaio de ruptura em fluência seria

factı́vel nestas condições? Justifique.

e . Grafique nas folhas distribuidas pelo docente os dados referentes ao parâmetro de Larson-

Miller para as duas ligas (considereC = 20 em ambos os casos), obtendo portanto as suas

curvas-mestre. Qual liga apresenta maior resistência à fluência? Justifique sua resposta?

f . Extrapole o tempo de ruptura em fluência das duas ligas para um nı́vel de tensão de 5 MPa

a 982oC e a 800oC .

g . A principal diferença microestrutural entre as ligas A eB está no aumento da fração em

massa de carbonetos para esta última, que resulta principalmente da precipitação de carbo-

neto (Nb,Ti)C, que é mais estável e tem dimensões menoresque os carbonetos (Fe,Cr,Ni)23C6

(que também estão presentes na liga A). Você pode imaginar uma uma razão que justifique

o aumento da resistência à fluência na liga B? Discuta.

9.3 Fluência em estados triaxiais de tensão

O formalismo desenvolvido para a fluência geralmente se baseia na resposta do material a

estados uniaxiais de tensão, como estabelecido nos ensaios de fluência usuais. Na aplicação

prática, entretanto, estados uniaxiais são raros, dois exemplos de aplicação onde fluência sob

estados triaxiais é importante são:

1 . tubulações de paredes grossas submetidas a pressões hidrostáticas internas e

2 . tubulações submetidas à tração biaxial
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Este problema foi inicialmente tratado por Soderberg em 1936 e a exposição que se segue

é baseada neste texto.

Baseado em C. R. SoderbergTrans. ASME, 58, p. 733, 1936.

Soderberg parte de quatro hipóteses fundamentais para desenvolver o formalismo necessário:

I - as direções principais dos tensores de tensão e de deformação coincidem,

II - o volume se conserva durante a deformação plástica,

III - as máximas deformações angulares são proporcionais às máximas tensões de cisalha-

mento e

IV - o escoamento obedece à regra de von Mises.

A primeira hipótese pode ser expressa matematicamente como:

ε1+ ε2+ ε3 = 0 (9.14)

já a segunda resulta em:

ε1− ε2

σ1−σ2
=

ε1− ε3

σ1−σ3
=

ε2− ε3

σ2−σ3
= C (9.15)

Combinando as equações e substituindoε2 e ε3 teremos paraε1:

ε1 =
2C
3

[
σ1−

1
2

(σ2+σ3)

]
(9.16)

por analogia podemos obter as expressões paraε2

ε2 =
2C
3

[
σ2−

1
2

(σ1+σ3)

]
(9.17)

e ε3:

ε3 =
2C
3

[
σ3−

1
2

(σ1+σ2)

]
(9.18)

Lembrando a definição deσ :

σ =

√
2

2

[
(σ1−σ2)

2+(σ2−σ3)
2+(σ3−σ1)

2
] 1

2
(9.19)
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Soderberg então nota que:

∂σ
∂σ1

=
2σ1−σ2−σ3

2σ
(9.20)

Comparando com as equações da página anterior, temos:

ε1 =
2C
3

σ
∂σ
∂σ1

(9.21)

Vamos agora assumir implicitamente que em um estado triaxial de tensões a deformação

efetiva (ε) definida como:

ε =

√
2

3

[
(ε1− ε2)

2+(ε1− ε3)
2 +(ε2− ε3)

2
] 1

2
(9.22)

de onde se obtém,

ε =
2
3
Cσ (9.23)

e

ε1 =
∂σ
∂σ1

ε (9.24)

Assumindo-se agora que a taxa de deformação mı́nima em um estado de tensão uniaxial

seja conhecida na forma de uma função deσ eT:

ε̇min = ε̇min(σ1,T) (9.25)

e derivando-se no tempo (mantendo a tensão constante), teremos

ε̇1 =
∂σ
∂σ1

ε̇min(σ1,T) (9.26)

A relação acima permite, portanto, calcular as taxas de deformação principais em termos

da taxa mı́nima de deformação obtida em um ensaio uniaxial. As hipóteses de Soderberg são

suficientemente gerais de forma permitir uma boa confiabilidade para esta expressão. Os dados

de fluência em estados de tensão triaxiais, de acordo com Soderberg, correlacionam muito bem

quando plotados em termos da tensão e da taxa de deformação equivalentes.
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9.4 Relaxação de tensão

Relaxação de tensão também é um problema importante emmateriais cristalinos:

• relaxação da tensão em juntas parafusadas,

• relaxação da tensão em juntas montadas por interferência,

• relaxação de tens̃oes residuais.

Considere um componente sujeito a uma deformação total constanteεt:

εt = εel + εpl =
σ
E

+ εpl (9.27)

ondeεel é a componente elástica da deformação eεpl é a componente plástica (de fluência).

Quando o componente aumenta de comprimento (devido à fluência), a única forma da deformação

total permanecer constante será diminuindo a parcela elástica:

ε̇el =−ε̇min(σ ,T) (9.28)

Temos portanto que:

1
E

dσ
dt

=−ε̇min(σ ,T) (9.29)

que é a equação diferencial a ser resolvida.

Comoε̇min é uma função crescente da tensão, a equação acima resulta numa queda contı́nua

da tensão conforme o tempo passa, que é mais intensa para ospontos de concentração de tensões

no interior do componente, o que corresponde ao fenômeno darelaxação de tensão.
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10 MECANISMOS DEFORMAÇÃO E DE
FRATURA EM FLUÊNCIA

A análise feita no capı́tulonaterior permite executar umatarefa de grande importância na

indústria: desenvolver projetos de engenharia em situações onde a deformação por fluência é

relevante.

A compreensão do fenômeno, entretanto, é fundamental para o desenvolvimento de ma-

teriais resistentes à fluência e para o aumento da confiabilidade dos modelos empregados na

descrição do fenômeno.

Desta forma faz-se necessário desenvolver modelos baseados emmecanismos de deformaç̃ao

e fratura em solicitações de flûencia.

10.1 Equação MBD

Baseado em: A. K. Mukherjee “An examination of the constitutive equation for elevated

temperature plasticity”Mater. Sci. Engng. A, 322(2002), 1-22.

Em uma série de artigos publicados entre 1968 e 1969 o grupo de pesquisadores em torno

de J. E. Bird, J. E. Dorn e A. K. Mukherjee propôs a seguinte equação que, hoje em dia, é

conhecida como equação de Mukherjee-Bird-Dorn (MBD):

ε̇min =
ADGb
kBT

(σ
G

)n
(

b
d

)p

(10.1)

ondeD é a difusividade (caracterı́stica do mecanismo controlador da deformação plástica),

G é o módulo de cisalhamento,b é o módulo do vetor de Burgers (das discordâncias res-

ponsáveis pela deformação plástica),σ é a tensão remota aplicada,d é o tamanho de grão

do material eA, p en são constantes caracterı́sticas do material e do mecanismo controlador da

fluência (independentes deT, σ ed).
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A equação MBD permite sistematizar uma série de observac¸ões experimentais referentes

ao estágio II da fluência e classificar modelos de mecanismos controladores, a saber:

• os efeitos da temperatura, da tensão e do tamanho de grão s˜ao separáveis, isto é um não

interfere com o outro (desde que o mecanismo controlador seja o mesmo, é claro),

• o efeito da temperatura é basicamente incorporado na variação da difusividade, que por

sua vez é termicamente ativada,

• os efeitos da tensão e do tamanho de grão são do tipo “lei depotência” (power-law), por-

tanto as constantesp en podem ser determinadas em gráficos bilogarı́tmicos envolvendo

a taxa mı́nima de fluência e uma destas duas variáveis e, porfim,

• os mecanismos controladores de fluência podem ser identificados pelas constantesA, p e

n.

Podemos dividir os mecanismos de fluência em quatro classes, a saber:

a . mecanismos difusionais,

b . mecanismos baseados na superação de barreiras por ascensão de discordâncias (dislocation

creep),

c . mecanismos baseados em escorregamento de discordâncias (dislocation glide),

d . mecanismos baseados em deslizamento de contornos de grão.

10.1.1 Mecanismos difusionais

O fluxo de difusão pode interagir com o campo de tensão (Fig.10.1), provocando uma

deformação que tende a diminuir a energia elástica associada ao sistema.

Mecanismo de Nabarro-Herring

O caso esquematizado na Figura 10.1 sugere que as lacunas são produzidas nas superfı́cies

livres paralelas à direção da aplicação dos esforço mecânico e migram para as superfı́cies per-

pendiculares. As distâncias de difusão, bem como a razãoentre área de superfı́cie livre por

volume de amostra, entretanto, levariam a taxas mı́nimas defluência muito inferiores às ob-

servadas experimentalmente. Nabarro e Herring propuseram, independentemente, um modelo
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σ

atomo

lacuna

a

σ

atomo

lacuna

b

Figura 10.1: Demonstração de que lacunas interagem com campos de tensão. A energia elástica
gerada pelo campoσ (a) pode ser aliviada se lacunas forem nucleadas nas superf´ıcies perpen-
diculares à tensão de tração e se elas migrarem para as superfı́cies paralelas (b).

semelhante ao discutido acima, porém onde as lacunas são produzidasnos contornos de gr̃ao

paralelose migrampara os contornos de gr̃ao perpendiculares(Fig. 10.2).

Este mecanismo, atualmente, é conhecido como mecanismo deNabarro-Herring (NR) e

apresenta a seguinte expressão para a taxa mı́nima de fluência:

ε̇min≈
7σDb3

kBTd2 (10.2)

ou seja,p = 2 en = 1.

• O mecanismo de NH é experimentalmente observado em tensões baixas (tipicamente para
σ
G ≤ 10−4) e temperaturas homólogas altas (tı́picamenteτH > 0,7).

• Como o mecanismo implica, o aspecto crı́tico do modelo é a nucleação de lacunas nos

contornos de grão paralelos ao esforço. Se estes contornos forem minimizados a taxa

mı́nima de fluência também diminuirá (esta é a justificativa para o uso de materiais com

grãos colunares ou monocristalinos em aplicações onde afluência é crı́tica).

• A queda de resistência à fluência supera o ganho de resistˆencia mecânica produzido pelo

refino do contornos de grão (relação de Hall-Petch), desta forma em aplicações onde a

fluência é crı́tica desejamos utilizar os materiais de maior tamanho de grão possı́vel.
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σ

atomos

lacunas

Figura 10.2: Representação dos fluxos de átomos e de lacunas responsáveis pela deformação de
fluência segundo o modelo de Nabarro-Herring.

Macanismo de Coble

Em temperaturas menores que as onde o mecanismo de NH é observado, a fluência segue

em um regime diferente, caracterizado por uma entalpia de ativação menor que a da difusão

em volume (que, porém, correlaciona muito bem com a energiade ativação para difusão por

contornos de grão). Coble (1963) postulou um mecanismo baseado na difusão de lacunas ao

longo dos contornos de grão, que atualmente é conhecido comomecanismo de Coble:

ε̇min≈
50D∗σb4

kBTd3 (10.3)

ou seja,n = 1 ep = 3, ondeD∗ é a constante de difusão por contornos de grão.

Mecanismo de Harper-Dorn

Harper e Dorn (1957) identificaram um mecanismo de fluência em monocristais de alumı́nio

que foi atribuido à ascensão de discordâncias em cunha controladas pela difusão de lacunas (Fig.

10.3). Omecanismo de Harper-Dorn(HD) obedece à seguinte relação:

ε̇min≈
Dbσ
kBT

(10.4)
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ou seja,n = 1 e p = 0. Note a independência do tamanho de grão, que faz sentido já que

este mecanismo somente é observado em materiais monocristalinos ou com tamanhos de grão

muito grandes.

σσ

Figura 10.3: Representação esquemática da interaçãoentre discordâncias em cunha em as-
censão e campos elásticos, responsável pela deformaç˜ao em fluência de acordo com o meca-
nismo de Harper-Dorn.

Resumo dos mecanismos difusionais

O mecanismo HD é observado para tensões baixas e temperaturas elevadas e predomina

apenas quando o tamanho de grão é muito elevado (caso contrário predominam NH ou Coble).

O mecanismo HD foi observado em um certo número de metais, porém há pouca evidência

para este mecanismo em cerâmicas, provavelmente devido aofato de que cerâmicas normal-

mente tem tamanhos de grão pequenos, que favorecem outros mecanismos difusionais de fluência.

Fluência em cerâmicas ocorre fundamentalmente pelos mecanismos de NH ou Coble, porém
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os processos são mais complexos que no caso de metais, pois dependendo da temperatura ou da

tensão pode predominar a difusão de uma ou outra espécie iônica.

10.1.2 “Dislocation creep”

A um nı́vel de tensão mais elevado (10−4≤
(σ

G

)
≤10−2) outro regime de difusão passa a ser

observado, que se caracteriza pela superação de obstáculos através de ascensão da discordância

bloqueada (vide 10.4). Este mecanismo, entretanto, não deve ser confundido com o mecanismo

HD, pois neste último a discordância não escorrega e a deformação observada deve-se apenas à

ascensão da discordância.

Este mecanismo recebe o nome de “dislocation creep” (DC) na literatura inglesa e se ca-

racteriza pela relação:

ε̇min≈
ADGb
kBT

(σ
G

)5
(10.5)

portanto,n = 5, p = 0.

Fonte τ −τh

−τ*>−τ

Obstaculo

Figura 10.4: Representação esquemática da fundamentac¸ão do modelo de Weertman para o
mecanismo DC: a discordância, por ascensão, atinge um plano de escorregamento acima da
barreira, tal que a tensão contrária exercida por esta possa ser suplantada pela tensão aplicada.

O modelo de Weertman, esquematizado na Figura 10.4, calculaa taxa de ascensão a partir

da concentração de equilı́brio de lacunas e da difusividade da liga, necessárias para que uma

discordância inicialmente bloqueada por um obstáculo seafaste de uma distânciah do plano

de escorregamento, a tal ponto que a tensão de cisalhamentoprojetada sobre o novo plano de

escorregamento supere a tensão contrária exercida pelo obstáculo.

10.1.3 Flûencia por escorregamento de discord̂ancias

A nı́veis de tensão ainda maiores (
(σ

G

)
≥ 0,2) surge outra transição para um regime com

n≈ 10 ou com dependência exponencial na tensão, que é conhecido na literatura comoquebra

do regime de lei de pot̂encia (“power-law breakdown”). Resultados experimentais sugerem
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que o mecanismo controlador, neste caso, passa a ser o escorregamento termicamente ativado

de discordâncias. Flutuações térmicas forneceriam energia para que a tensão crı́tica projetada

fosse superada localmente mesmo abaixo do limite de escoamento, resultando em deformação

plástica em um elemento de volume no interior do corpo.

10.1.4 Escorregamento viscoso

Em soluções sólidas observa-se outro tipo de mecanismo de fluência denominadoescor-

regamento viscoso(EV, “Viscous glide”). Este mecanismo de fluência ocorre quando algum

fenômeno provoca o aparecimento de uma componente de atrito no escorregamento das dis-

cordâncias (por exemplo, interação com solutos ou com a estrutura ordenada) e é caracterizado

por um expoenten = 3.

10.1.5 Escorregamento de contornos de grão

Escorregamento de contornos de grão é um processo observado fundamentalmente em to-

dos os mecanismos de fluência, pois a manutenção da compatibilidade entre os grãos durante

a deformação plástica só será possivel se este grau de liberdade estiver disponı́vel ao contorno

de grão durante a deformação, isto é particularmente crı́tico nos mecanismos de NH e Coble.

Escorregamento de CGs, entretanto, adquire uma importância fundamental no estágio terciário,

pois ele está associado aos mecanismos de nucleação de microcavidades, que levam à ruptura do

material. Escorregamento de CGs também é fundamental na compreensão da superplasticidade,

como será visto mais adiante.

A Figura 10.5 mostra o resultado de uma experiência desenhada para estudar o deslizamento

de contornos de grão. Nesta experiência um corpo de prova de tração feito de um bicristal1 de

chumbo foi orientado de tal forma que a máxima tensão de cisalhamento atuou no plano do

contorno. O deslocamento relativo dos marcadores em ambos os lados do CG evidencia a

deformação angular produzida pela ação deste carregamento.

A Figura 10.6 apresenta outro exemplo da ação de deslizamento de contornos de grão em

metais. A micrografia foi obtida a partir do ensaio de fluência de um corpo de prova de alumı́nio

de alta pureza submetido a yyy MPa a xxx◦C. A amostra foi deformada inicialmente 9,8%,

polida e então deformada mais 1,6% . O relevo gerado na figura(evidenciado pela iluminação

oblı́qua) é causado pelo deslizamento relativo dos contornos de grão em direções divergentes.

1Um bicristal é um corpo de prova contendo apenas dois grãos, separados por um contorno de alto ângulo,
geralmente plano.
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Figura 10.5: Deformação de um bicristal de chumbo sob a ação de uma tensão de cisalha-
mento no plano do contorno, evidenciando a ação de deslizamento de grão, evidenciado pelo
deslocamento relativo dos marcadores.

Figura 10.6: Ensaio de fluência de um corpo de prova de alumı́nio de alta pureza submetido
a yyy MPa a xxxoC. A amostra foi deformada inicialmente 9,8%, polida e então deformada
mais 1,6% . O relevo gerado na figura (evidenciado pela iluminação oblı́qua) é causado pelo
deslizamento relativo dos contornos de grão em direçõesdivergentes.
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10.1.6 Efeito da dispers̃ao de precipitados sobre a resistênciaà fluência

Ligas contendo dispersões de precipitados são caracterizadas por expoentesn muito altos

(tipicamente 20, podendo porém atingir valores da ordem de80-100), além de entalpias de

ativação cerca de três vezes maiores que o valor para difusão em volume.

Estes resultados são racionalizados por meio da introdução do conceitos de tensão limite

(σ0, “threshold stress”): uma tensão mı́nima que deve ser superada para produzir deformação

por fluência. Neste caso a equação de MBD deve ser modificada para

ε̇min = A
DGb
kBT

(
σ −σ0

G

)n

(10.6)

resultando em valores menores den no regime de quebra da lei de potência.

Resumo dos mecanismos de fluência

A Tabela 10.1 apresenta de forma resumida os parâmetros da Equ. 10.1 para os diversos

mecanismos de deformação por fluência/superplástica,descritos anteriormente.

Tabela 10.1: Tabela-resumo dos parâmetros da equação deMBD para os diversos mecanismos
de deformação por fluência/superplástica. V = difusãopor volume, CG = Difusão por contornos
de grão. Adaptada de A. K. MukherjeeMater. Sci. Engng. A, 322(2002) 1-22.

Mecanismo Difusividade A p n

NH V (lacunas) 7 2 1
Coble CG (lacunas) 50 3 1

DC (CFC) V (lacunas) 2,5×106 0 4,2 - 5,5
DC (CCC) V (lacunas) ∼ 2,5×106 0 4,0 - 7,0
DC (HCP) V (lacunas) ∼ 2,5×106 0 3,0 - 5,5

EV V (soluto) 3 0 3,0 - 3,5
MNG (dispersão) V (lacunas) < 8×108 f (λ , r) 0 6,0 - 8,0

escoamento superplásticoCG (lacunas) ∼ 100 2 2
HD (alumı́nio) V (lacunas) 1,35×10−11 0 1

Mapas de Weertmann-Ashby

Como discutido anteriormente, pela análise da dependência da taxa mı́nima de fluência é

possı́vel associar um dado mecanismo controlador aσ , d eT. Esta ideia foi aplicada por Weert-

mann e Ashby na construção dos chamadosmapas de Weertmann-Ashby, que correspondem
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a representações gráficas nos planos
(σ

G

)
× τH ou

(d
b

)
× τH das regiões correspondentes ao

domı́nio de cada mecanismo controlador (é costume tambémrepresentar as linhas de isotaxa de

deformação nestes mapas).

Estes mapas permitem comparar o comportamento em fluência de materiais diferentes ou

ainda o efeito da microestrutura sobre a resistência à fluˆencia do material em escalas adimensi-

onais.

10.2 Aplicação: Ligas ODS

Uma classe importante de ligas endurecı́veis por dispersão resistentes à fluência são as cha-

madas ligas contendo dispersão de precipitados de óxido (ODS ou “oxide-dispersion strengthe-

ned”). Estas ligas contém uma dispersão muito fina de óxidos, geralmente produzida por

técnicas de metalurgia do pó (por exemplo, por moagem de alta energia de ligas de alumı́nio,

onde a camada superficial de alumina é quebrada e incorporada à matriz do material).

• Ligas ODS são caracterizadas por expoentesn da ordem de 7-8 e parâmetrosA que de-

pendem deλ
r2 , ondeλ é o espaçamento entre partı́culas er o raio das partı́culas, além

da existência da tensão limiteσ0, além disto é estabelecido experimentalmente que a

discordância se move por ascensão.

• Supostamente esta resistência elevada das ligas ODS é proveniente de dois termos aditivos

– a tensão necessária para produzir fluência na matriz e

– a tensão necessária para curvar a discordância em torno dos precipitados (tensão de

Orowan).

A tensão limite supostamente surge de uma componente atrativa da interação da discordância

com a superfı́cie dos precipitados. Um modelo proposto por Mishra, Nandy e Greenwood

(1994) atribui esta interação atrativa à dissociaçãoda discordância em discordâncias de inter-

face quando a discordância penetra a interface matriz/precipitado para superar o bloqueio por

ascensão, o modelo prevê queσ0 depende:

• da distância entre partı́culas (λ ),

• do raio das partı́culas (r) e

• da redução da auto-energia da discordância no processo de dissociação.
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Como Mukherjee discute, o modelo de Mishra-Nandy-Greenwood (MNG) inclui todo o

efeito dos precipitados na tensão limite. Evidências experimentais (fig. 7a), entretanto, sugerem

que algum efeito deve provir da constanteA (fig. 7b), na forma

A = 8×108exp

[
−103,8

√(
b
λ

)]
(10.7)

10.3 Superplasticidade

Como vimos no capı́tulo 4 a ductilidade de um material é limitada pelo surgimento da

estricção, consequentemente, se for possı́vel atrasar aformação da instabilidade plática iremos

produzir um materila de ductilidade superior. Certos materiais apresentam alongamento em

fratura muito elevado (atingindo valores da ordem de 1000%), que surgem:

• em uma faixa de taxa de deformação bem definida (tipicamente variando entre 10−4 e

10−2 s−1),

• em uma faixa de temperaturas bem definida (tipicamente acimadeτH = 0,4) e

• para condições microestruturais bem definidas (por exemplo, para tamanhos de grão

micro- ou nanocristalinos ou microestruturas eutéticas/eutetóides muito refinadas).

Este comportamento é denominadosuperplástico e está fortemente relacionado com a

fluência.

10.3.1 Sensibilidadèa taxa de defomaç̃ao e estricç̃ao

Nas aulas sobre plasticidade nós discutimos as condições para desenvolvimento da estricção

em uma material com encruamento descrito pela relação de Hollomon:

σ r = K (ε r)n (10.8)

concluindo que a condição crı́tica para surgimento da instabilidade é dada pela lei de Con-

sidère (ε r
u = n).

Em materiais superplásticos a contribuição do encruamento geralmente pode ser deprezada

(devido à temperatura elevada), porém a taxa de deformação também pode alterar a resistência

do material e esta dependência é escrita na forma:
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σ r = C(ε̇ r)m (10.9)

onde a constantem é denominada o coeficiente de sensibilidade à taxa de deformação, já

anteriormente definido.

Vamos agora reescrever a equação anterior, lembrando que:

σ r =
F
A

e ε̇ r =
1
ℓ

dℓ

dt
=−1

A
dA
dt

(10.10)

assim

−dA
dt

= Aε̇ r = A1− 1
m

(
F
C

) 1
m

⇒−dA
dt

=

(
F
C

) 1
m
(

1

A
(1−m)

m

)
(10.11)

A equação acima indica que quanto menor a seção resistente, maior a velocidade com que

esta diminui (desde quem< 1), desta forma as flutuações de redução de área são amplificadas

resultando no surgimento da instabilidade.

Quandom se aproxima da unidade, entretanto, vemos que o decréscimode área passa a

depender unicamente da carga aplicada, indicando que o material se torna resistente ao surgi-

mento da instabilidade. Superplasticidade ocorre nas condições de deformação (temperatura,

taxa de deformação e microestrutura) que favorecem um aumento dem.

10.4 Fratura por fluência

Com o aumento da temperatura, o modo de fratura de uma liga dúctil muda de transgranular

(a baixas temperaturas) para intergranular (a altas temperaturas) a temperatura da transição é

denominada “temperatura equicoesiva” e corresponde ao ponto em que os contornos de grão

passam a ser mais fracos que a matriz.

A fratura por fluência está associada ao surgimento de microcavidades durante o estágio

terciário que, por sua vez, está associada ao mecanismo dedeslizamento de contornos de grão.

Este processo é denominadocavitação.

A cavitação (e portanto a fratura) é fortemente sensı́vel à pressão hidrostática externa.
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Cavitação

Existem dois mecanismos principais de cavitação:

• tipo w, ou “wedge”, que surge em pontos triplos sujeitos a cisalhamento (Figura 10.7) e

• tipo r, ou “round”, que surge em contornos de grão perpendiculares à tensão normal

aplicada (Figura 10.8).

Figura 10.7: Exemplo de cavidades tipo “w” em uma liga de cobre com 20% de nı́quel subme-
tida à fluência com 22% de deformação a 1,7% / hora a 400oC

Figura 10.8: Exemplo de cavidades tipo “r” em uma liga de alumı́nio com 2% de magnésio
submetida à fluência a 500oF eσ = 4000 PSI.
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11 FADIGA DOS MATERIAIS

11.1 Esforços dinâmicos

Até o momento discutimos principalmente o comportamento mecânico dos materiais sob

a ação do que chamamos deesforços monot̂onicos, nos quais a carga (seja de tração ou de

compressão) é sempre crescente.

Em um caso, entretanto, vimos que a alteração do sentido deaplicação da carga provoca

mudanças no comportamento mecânico (o efeito Bauschinger). Isto nos sugere que a história

(ou ainda, o caminho) de carregamento (ou de deformação) tem um papel relevante sobre a

resposta do material aos esforços mecânicos.

Esforços cuja direção de aplicação da carga varia freqüentemente são denominadosesforços

dinâmicose levam a um fenômeno conhecido pelo nome defadiga.

Modos de carregamento ćıclico

A Figura 11.1 apresenta os três modos tı́picos de carregamento empregados em ensaios de

fadiga.

Os esforços de amplitude constante (constant amplitude, CA) são comumente emprega-

dos em ensaios de laboratório, mas raramente correspondema situações reais de carregamento

em componentes tecnológicos. Componentes onde o carregamento se aproxima (mas não é,

realmente) a um carregamento em CA sao aqueles que trabalhamem rotação com velocidade

constante, por exemplo eixos e engrenagens. Os esforços CA, entretanto, são muito importan-

tes porque permitem o estudo da fadiga (por exemplo, a propagação de uma trinca de fadiga)

em uma situação controlada eliminando uma variável do problema (a variabilidade do carrega-

mento).

Carregamento em bloco (block loading) era comumente empregado antes da invenção das

maquinas de tração servo-controladas e eram usados para simular situações de carregamento
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Figura 11.1: Representação esquemática dos modos de carregamento cı́clico usualmente em-
pregados em ensaios de fadiga.

mais realistas. Hoje em dia este tipo de carregamento não émais empregado com freqüência.

Carregamento em espectro (spectrum loading) ou carregamento em amplitude variável (va-

riable amplitude, VA) é uma forma de carregamento que procura simular carregamentos reais,

medidos em componentes reais. Este tipo de carregamento tornou-se possı́vel com a invenção

das máquinas de tração servo-controladas, que são capazes de simular estes sinais. Espec-

tros podem ser medidos experimentalmente para um determinado componente de interesse (por

exemplo, pela instrumentação de eixos automobilı́sticos pode-se simular a sua história de carre-

gamento por exemplo em um percurso em pista de teste) ou podemser definidos como padrões

e comercializados (por exemplo, o espectro caracterı́stico de uma asa de avião, conhecido como

FASTRAM). Os carregamentos em espectro são mais realistas, mas o estudo da fadiga sob es-

tes esforços leva a questões muito complexas, como por exemplo, na contagem de ciclos e na

definição das amplitudes correspondentes. Estes pontos serão tratados em detalhe no capı́tulo

15.

Parâmetros do carregamento ćıclico

Para um esforço em amplitude constante podemos definir os seguintes parâmetros Os parâmetros

(Fig. 11.2):

• Faixa de tensão:

∆σ = σmax−σmin (11.1a)
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Figura 11.2: Definição dos parâmetros de carregamento c´ıclico.

• Amplitude de tensão:

σa =
σmax−σmin

2
(11.1b)

• Tensão média:

σm =
σmax+σmin

2
(11.1c)

• Razão de tensão:

R=
σmin

σmax
(11.1d)

Nota-se que basta especificar dois destes parâmetros1 para que todo o carregamento seja de-

finido. A freqüência é outro parâmetro, mas estudos realizados em materiais metálicos há bas-

tante tempo mostram que a Fadiga não é afetada por este parˆametro para a faixa de freqüências

usuais das máquinas tı́picas (de 1 a 500Hz).

Para materiais poliméricos, entretanto, temos uma forte influência deste parâmetro devido

ao aquecimento adiabático (já que polı́meros, em geral, são péssimos condutores de calor) e em

alguns casos o corpo de prova chega a falhar por fusão localizada.

Recentemente, entretanto, ensaios de fadiga em materiais metálicos com carregamento

ultra-sônico (tipicamente em 20000 Hz) se tornaram viáveis. Nestes ensaios o carregamento

é produzido por ondas mecânicas propagando-se no interior do corpo de prova, que atua como

um sonotrodo (variando-se o perfil do corpo de prova, por exemplo, pode-se variar a amplitude

de tensão no local). O consenso dos pesquisadores que usam esta técnica, entretanto, é que se

todo o cuidado for tomado para resfriar o corpo de prova, mantendo sua temperatura constante

1Exceto para a faixa de tensão e a amplitude de tensão, já que a última é simplesmente a metade da primeira.
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durante o ensaio, os ensaios de fadiga nestas freqüênciasserão indistingüı́veis daqueles reali-

zados em amplitudos mais baixas. Não é à toa, portanto, que boa parte da máquina de fadiga é

destinada ao sistema de resfriamento do corpo de prova.

11.2 Fadiga:definição e generalidades

No presente livro adotaremos a seguinteDefinição: Fadigaé um processo de degradação

das propriedades mecânicas de um material que se caracteriza pelo crescimento lento de uma

ou mais trincas sob a ação de carregamento dinâmico, levando eventualmenteà fratura.

Obs.: Esta definição, por princı́pio, exclui o fenômeno que atinge materiais cerâmicos co-

nhecido comofadiga est́atica. Este é mais propriamente caracterizado como um processo de

corrosão sob tensão e será discutido no capı́tulo17.

É importante ressaltar que é possı́vel definir-se fadiga deforma distinta. A definição acima

é adotada neste livro devido a estudos recentes que apontamo papel relevante que o meio

ambiente tem sobre a fadiga, que torna esta conexão com os processos de degradação mais

clara.

Fadiga ocorre em todas as classes de materiais (metais, cerˆamicas, polı́meros e compósitos),

ou seja, não há material imune à fadiga.

Fadiga ocorre mesmo para tensões baixas, nas quais não se observam deformações plásticas

macroscópicas significativas (abaixo do limite de escoamento).

A degradação por fadiga é acelerada na presença de concentradores de tensão no com-

ponente, desta forma devem-se evitá-los (raios de curvatura pequenos, cantos vivos, grandes

mudaças de seção em eixos) em peças que estarão sujeitas a carregamento dinâmico.

Referências bibliográficas

O assunto é tratado em todos os livros-texto importantes demecânica dos materiais. As

abordagens variam das voltadas mais à engenharia mecânica (ex. Dieter) às voltadas mais à

ciência dos materiais (ex. Chawla). Fadiga, entretanto, ´e um tema ativo de pesquisa, com fortes

caracterı́sticas interdisciplinares. Isto significa que muito desenvolvimento novo é feito no dia

a dia. Desta forma, na redação deste livro, foi feito uso deuma série de revisões bibliográficas

recentemente publicadas em revistas importantes da área.

O principal artigo é:J. Schijve “Fatigue of structures and materials in the 20th century and



11.2 Fadiga:definiç̃ao e generalidades 291

the state of the art”Int. J. Fatigue, vol. 25 (2003), pp. 679-702.

11.2.1 Hist́oria e fenomenologia da fadiga

Primórdios

Como Schijve cita em seu artigo de revisão, a conciência dafadiga como um problema de

engenharia foi uma conseqüência direta da revolução industrial do século XIX. Fadiga era vista

como um modo de fratura frágil (pois a superfı́cie de fratura é aproximadamente perpendicular

à máxima tensão normal e não se observa deformação pl´astica macroscópica significativa) que

atingia componentes de máquinas a vapor, locomotivas e bombas hidráulicas após a aplicação

de um grande número de ciclos de carga em situações em que um ciclo apenas não produzia

dano algum.

Referência: W. Schütz “A history of fatigue”Engng. Frac. Mech., vol. 54(2) (1996), pp.

263-300.

Segundo Schütz, a história da fadiga se inicia em 1838 com um trabalho de W. A. J. Albert

(um funcionário público da corte real de Hannover, responsável pela administração das minas

de Clausthal, na região do Harz) que descreve o primeiro resultado conhecido de um ensaio de

fadiga, realizado em correntes de correias transportadores que haviam rompido em serviço.

O desenvolvimento da fadiga, em seus primórdios, é sempreassociado a este tipo de acon-

tecimento: a investigação de um dado componente que falhou em serviço de forma inesperada.

O inı́cio da história da fadiga, como a conhecemos hoje em dia, entretanto, ocorreu com os

trabalhos de A. Wöhler (publicados a partir de 1858), o engenheiro chefe de uma linha férrea

da região da Silésia (hoje em dia na Polônia). Ele propos em 1860 três leis, que até hoje são

relevantes:

I – Um material pode ser induzido a falhar pela múltipla repetição de tensões, que isolada-

mente são menores que a da resistência estática (ou seja,dos limites de escoamento e de

resistência).

II – A amplitude de tensão é decisiva para a destruição dacoesão do metal.

III – A tensão máxima influencia apenas no sentido de que quanto maior ela for, menores são

as amplitudes de tensão que levam à falha (ou seja, um aumento da tensão média reduz a

resistência à fadiga do material para uma dada amplitude de tensão).
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Curva S-N

Uma das principais contribuições de Wöhler para a compreensão da fadiga foi na introdução

das chamadas curvas S-N (ou também, curvasσ -N ou ainda curvas de Wöhler)2. Nestas grafica-

se o logaritmo do número de ciclos (Nf ) ou o número de reversões (2Nf ) até a fratura na abcissa

versus a amplitude de tensão (ou ainda a faixa de tensões) na ordenada (Fig. 11.3).

σa

log Nf

σL

I II

III

~10
7

Figura 11.3: Uma curva S-N tı́pica.

A curva S-N pode ser dividida em três regiões:

I - Para amplitudes de tensão próximas ao valor da resistência estática (ou seja, do limite de

resistência) a curva apresenta um patamar de saturação,ou seja, se a falha não ocorre no

primeiro ciclo é provável que ela venha a ocorrer apenas muito mais tarde (por exemplo,

após 100 ciclos).

II - Para amplitudes de tensão intermediárias há um aumento da resistência à fadiga com a

diminuição da amplitude de tensão. Este é o domı́nio usual de trabalho da maioria dos

materiais.

III - Para amplitudes de tensão menores que um dado valor mı́nimo (conhecido como limite

de fadiga,σL) a fratura passa a ocorrer num valor virtualmente infinito deciclos.

2Deve-se notar, entretanto, que Wöhler nunca desenhou uma curva S-N em seus trabalhos. Ele publicava
seus resultados na forma de tabelas. Outros pesquisadores,depois da morte de Wöhler, começaram a graficar os
resultados dele, “inventado” a curva S-N.
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Limite de fadiga (σL)

Em inglês o limite de fadiga também é referido comoendurance limit. O limite de fadiga

(σL) existe necessariamente para todos os materiais, mas em alguns casos o trecho horizontal da

curva S-N pode se estabilizar em um nı́vel de amplitude de tensão correspondente a um número

muito elevado de ciclos, o que inviabiliza sua determinaç˜ao experimental.

Quando um limite de fadiga não pode ser determinado experimentalmente costuma-se ado-

tar um critério numérico para a sua definição (por exemplo, a amplitude de tensão que resulta

emNf = 107). Isto faz muito sentido do ponto de vista da engenharia.

Aços se caracterizam por limites de fadiga elevados, que podem ser experimentalmente

detectados. Esta é a origem da noção errônea de que apenas os aços apresentam limite de

fadiga.

É importante ressaltar, entretanto, que com o emprego das novas máquinas de ensaio de

fadiga em freqüência ultra-sônica tornou-se possı́velestender o limite superior do número de

ciclos para valores muito mais altos que 107, casos com limite de ciclos tipicamente de 109até

1012 ciclos tem sido publicados recentemente (fala-se em Fadigaa Gigaciclos,Gigacycle fati-

gue). Estes experimentos demonstram que o trecho horizontal dacurva S-N não é realmente

horizontal, mas sim que ele caracteriza-se por uma inclinac¸ão menor que o do trecho acima do

limite de fadiga. Estes estudos nuclearam (já no século XXI) um novo campo de pesquisa em

fadiga, denominadoFadiga de ultra-alto ciclo (Ultra-high cycle fatigue, ou UHCF).

Exerćıcio 11.1As ligas de alumı́nio da série 7000 (AlZnMg) possuem uma resistência mecânica

superior à das ligas da série 2000 (duralumı́nios), porém seu custo é maior e a resistência à

fadiga das duas famı́lias é semelhante. Qual das duas famı́lias de ligas é ideal para aplicações

aeronáuticas, onde o peso dos componentes, assim como solicitações de fadiga, são crı́ticos?

11.2.2 Fadiga em controle de tens̃ao

Um dos equipamentos originais que Wöhler usou para levantar suas tabelas é o que conhe-

cemos hoje em dia por máquina de eixo rotativo (“rotating beam machine”). Nesta máquina

aplica-se um momento fletor a um corpo de prova que gira sobre oseu eixo, desta forma cada

ponto da superfı́cie do corpo de prova vai sendo solicitado consecutivamente em tração e em

compressão a cada revolução. Este tipo de ensaio é capazde fornecer dados na chamadafadiga

sob revers̃ao total, ou seja, comσm = 0.

Neste tipo de ensaio, e em outros similares utilizados nos inicios da história da fadiga, é



11.2 Fadiga:definiç̃ao e generalidades 294

natural aplicar um ciclo de tensão ao corpo de prova. Diz-seneste caso, que o ensaio é executado

emcontrole de carga(load control).

Em 1919 o americano O. Basquin propôs descrever a curva S-N (na região II) por meio da

seguinte expressão:

Nf = k(σa)
m (11.2)

O regime a que este procedimento se refere é o de:

• baixas amplitudes de tensão e

• alto número de ciclos para a ruptura.

11.2.3 Fadiga em controle de deformaç̃ao

Em meados do século passado a atenção da engenharia a assuntos relacionados à fadiga

passou a se voltar para fenômenos como a fadiga termo-mecânica, a fadiga termica e a fluência-

fadiga. Estes fenômenos tem dois aspectos em comum:

I – a redução do limite de escoamento com a temperatura faz com que a deformação plástica

passe a ter um papel importante no fenômeno da fadiga e

II – os esforços são melhor caracterizados pela imposiç˜ao de um ciclo de deformações ao

material, ao invés de um ciclo de carregamento.

Isto levou dois pesquisadores, L. F. Coffin (1954) e S. M. Manson (1953) a investigar o que

hoje em dia é conhecido comofadiga sob controle de deformaç̃ao(strain control) neste tipo de

problema um ciclo de deformação é aplicado ao material e afadiga se estabelece, portanto, em

condições de tensão variável (a tensão pode aumentar ou diminuir a cada ciclo de deformação,

no que se conhece como endurecimento ou amolecimento dinâmico). A fadiga sob controle de

deformação é caracterı́stica por:

• altas amplitudes de tensão (por volta ou acima do limite de escoamento) e

• baixo número de ciclos para a ruptura.
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Fadiga de alto e de baixo ciclo

Hoje em dia a distinção entre controle de tensão e controle de deformação subdivide o

esforço investigativo em relação à fadiga em dois campodistintos:

• Fadiga de alto ciclo(FAC) — regime de controle de carga, baixas amplitudes de tensão

(em relação ao limite de escoamento), alto número de ciclos para a ruptura (tipicamente

até 107) e

• Fadiga de baixo ciclo(FBC) — regime de controle de deformação, altas amplitudes de

deformação, baixo número de ciclos para a ruptura.

Mais recentemente, no inı́cio do século XXI, como já foi mencionado anteriormente, um

novo campo de pesquisa em Fadiga tem se tornado corrente. Trata-se daFadiga em ultra-alto

ciclo e se dedica ao estudo dos fenômenos associados à fadiga pr´oximo e abaixo do limite de

fadiga (com ruptura na ordem de 109).

Análise de Coffin-Manson

Coffin e Manson desenvolveram independentemente, baseadosem idéias propostas por

Bauschinger por volta de 1880, um formalismo para a descrição da curva E-N (ouε-N) em

condições de fadiga sob controle de deformação. Estes autores dividem a deformação total∆εt

em duas parcelas, uma elástica∆εe e a outra plástica∆εp (Fig. 11.4):

∆εt

2
=

∆εe

2
+

∆εp

2
(11.3)

A parcela elástica pode ser expressa por uma relação similar à de Basquin:

∆εe

2
=

σ r
a

E
=

(
σ ′f
E

)
(
2Nf

)b
(11.4)

ondeσ r
a é a amplitude de tensão real,σ ′f é conhecido comocoeficiente de resist̂enciaà fa-

diga (equivalente ao intercepto no eixo da tensão para 2Nf = 1) eb é oexpoente de resist̂encia

à fadiga.

Já a parcela plástica é descrita pela relação de Coffin-Manson:

∆εp

2
= ε ′f

(
2Nf

)c
(11.5)
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ondeε ′f é ocoeficiente de ductilidade em fadiga(intercepto no eixo das deformações para

2Nf = 1) ec é oexpoente de ductilidade em fadiga.

log(∆εt/2)

log(2Nf)

log(ε´f)

log(σ´f/E)

Figura 11.4: Representação esquemática da separaçãoda curva S-N em regiões de contribuição
elástica (alto ciclo) e plástica (baixo ciclo), segundo Coffin e Manson.

Fadiga de baixo ciclo

A FBC é um problema relevante de engenharia para os casos de componentes sujeitos a

poucos pulsos intensos de tensões em serviço a altas temperaturas (por exemplo em turbinas a

gas ou a vapor e vasos de pressão). O caso de turbinas em aviões a jato é particularmente impor-

tante, pois estes componentes estão sujeitos a uma série de demandas de projeto conflitantes,

como: baixa massa, baixo consumo de combustı́vel (ou seja, altas temperaturas de operação),

manutenção da integridade estrutural e longa vida em fadiga (¿ 20000 horas de vôo).

Desta forma o interesse da engenharia pela FBC cresceu grandemente desde 1954 (com a

popularização dos aviões a jato), e é principalmente associada aos materiais resistentes ao calor.

11.3 Diagramas de vida constante

Ref.: G. P. Sendeckyj “Constant life diagrams — a historicalreview” Int. J. Fatigue23

(2001) 347-353.

Diagramas de vida constante são representações gráficas do regime seguro de uso de um

dado material sob carregamento cı́clico para um dado critério de tempo de vida especificado

(por exemplo, para o limite de fadiga no caso de vida infinita). Estes diagramas podem ser



11.3 Diagramas de vida constante 297

expressos de diferentes maneiras em função dos dois parâmetros de carregamento ciclico que

são selecionados para a sua construção (σmax, σmin, σa, ∆σ , σm ou R).

Conforme Sendeckyj ressalta, os diagramas de vida constante surgiram no final do século

XIX (portanto, nos inı́cios da história da fadiga) e estavam associados ao problema da construção

de pontes ferroviárias (de aço). Nestas pontes a solicitação cı́clica pode ser dividida em duas

partes, uma estática (devida ao peso da estrutura) e outra dinâmica (durante a passagem de um

vagão, por exemplo). Estes diagramas foram desenvolvidosem duas vertentes teóricas, que

serão descritas a seguir.

Gerber (1874), baseado nos dados de Wöhler, apresentou um gráfico deσmax
σu

vs. σmin
σu

(onde

σu é o limite de resistência do material) e concluiu que estesdados podiam ser descritos por

uma parábola. Os limites da região de operação segura, segundo Gerber, são dados por:

σa = σR=−1

[
1−
(

σm

σu

)2
]

(11.6)

ondeσR=−1 é a amplitude de tensão correspondente a uma determinada vida útil (nova-

mente, o limite de fadiga, caso desejemos vida infinita) no caso de um ensaio com reversão

total.

Em 1899 Goodman propôs utilizar ateoria dinâmica para a criação de um critério para o

projeto de pontes ferroviárias. Esta teoria estabelece que:

“as cargas ćıclicas s̃ao equivalentes̀a aplicaç̃ao de cargas repentinas (ou seja, de

impacto) e que, conseqüentemente, um componente de metal não iria se romper

caso a tens̃ao ’moment̂anea’ ñao excedesse a tensão est́atica de ruptura do mate-

rial. Assim, a carga ḿınima (est́atica) mais duas vezes a faixa de tensão (carga

dinâmica) devem ser iguais ao limite de resistência do material”

ou seja:

σa = σR=−1

[
1−
(

σm

σu

)]
(11.7)

Outros critérios existem, por exemplo, Soderberg (1930) propôs utilizar o critério de Good-

man, porém com o limite de escoamento (σe) como tensão de referência para a falha estática:

σa = σR=−1

[
1−
(

σm

σe

)]
(11.8)
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A Figura 11.5 apresenta a representação gráfica dos diagramas de vida constante segundo

Gerber, Goodman e Soderberg.

σm

σa

σR=-1

σuσe

seguro

inseguro

Gerber

Goodman

Soderberg

Figura 11.5: Diagramas de vida constante segundo Gerber, Goodman e Soderberg.

Experimentalmente observa-se que na maioria dos casos a fratura se situa entre as curvas

de Gerber e de Goodman. Como Goodman propõe um critério mais conservador (além de ser

mais facilmente implementado em cálculos) este critérioé preferı́vel.

Nenhum destes critérios tem uma base teórica sólida (a teoria dinâmica é questionável do

ponto de vista moderno). Desta forma estes critérios devemser considerados empiricos e seu

uso deve ser restrito.

Os critérios foram inicialmente propostos para descreversituações de carregamento unia-

xial. No caso triaxial calcula-se a energia equivalente de distorção (critério de von Mises) para

os casos uniaxial e multiaxial assumindo-se que o comportamento sob carregamento cı́clico é

idêntico para a situação uniaxial e a situação triaxial e calculando-se o máximo valor da tensão

média pelo critério de von Mises.

Exerćıcio 11.2O aço AISI 4340 apresenta limite de fadiga determinado em ensaios de fadiga

em flexão rotativa (R = σmin
σmax

= 0) na faixa entre 300 e 330 MPa e limite de resistência em

traçãoσu = 820 MPa. Determine a amplitude de tensão segura de trabalhopara este aço em

um carregamento cı́clico comR= 0,1. Dica: Costrua o diagrama de vida constante segundo

Goodman para este aço.
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12 FRATURA POR FADIGA

A fratura por fadiga pode ser dividida em três estágios:

1 . Nucleação da trinca

2 . Propagação estável da trinca

3 . Propagação instável da trinca

A teoria da fadiga se ocupa fundamentalmente dos dois primeiros estágios, o primeiro por

motivos óbvios, já o segundo é importante porque, na maioria dos casos este ocupa grande parte

da vida útil de um componente de engenharia.

12.1 Nucleação da trinca

A nucleação da trinca ocorre predominantemente em descontinuidades do componente.

Descontinuidades fundamentais são as superfı́cies ou então interfaces como contornos de grão

ou interfaces matriz/inclusão.

A nucleação da trinca tende a ser favorecida pela existência de tensões normais de tração.

Desta forma concentradores de tensão tem um papel fundamental na nucleação da trinca de

fadiga.

As superfı́cies livres são sı́tios preferenciais de nucleação de trincas de fadiga, pois nor-

malmente apresentam menores restrições à deformaçãoplástica (além de serem os pontos de

máxima tensão na maioria dos concentradores de tensão).

Um aspecto importante da nucleação de trincas de fadiga está associada à formação de es-

truturas complexas de deformação no material. Estas estruturas se formam devido às elevadas

deformações que caracterizam o processo de carregamentocı́clico (a deformação é cumulativa

entre os ciclos). Desta forma estruturas muito estáveis dediscordâncias são formadas (lem-

brando a discussão que foi feita no capı́tulo 4).



12.1 Nucleaç̃ao da trinca 300

Um aspecto importante da nucleação de trincas de fadiga está na formação dabandas de

deformação persistentes(PSB, “persistent slip bands”). Estas heterogeneidades dedeformação

caracterizam-se pela formação de bandas de deslizamentona superfı́cie do material. Estas ban-

das, mesmo depois do polimento da superfı́cie, voltam a se formar no mesmo local, ou seja,

elaspersistem.

Intrus ões e extrus̃oes

Uma das consequências da formação das PSBs está no desenvolvimento de irregularidades

superficiais por conta dea deformação cı́clica. Estas irregularidades, denominadasintrus õese

extrusõestem papel fundamental na nucleação de trincas de fadiga. AFigura 12.1 apresenta um

modelo simplificado para a formação de intrusões e extrusões em uma superfı́cie inicialmente

plana.

σ

t

+

-

Planos
de escorregamento

(a)

(b)

Figura 12.1: Mecanismo simplificado para a formação de extrusões (a) e intrusões (b).
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12.2 Aplicação: Efeito da qualidade da superf́ıcie sobre a vida em

fadiga

Como a nucleação da trinca de fadiga ocorre predominantemente na superfı́cie do material,

a sua qualidade irá influenciar significativamente o comportamento sob fadiga do componente.

Dois aspectos principais da preparação superficial que favorecem a resistência à fadiga são:

• Polimento

• Introdução de tensões residuais de compressão

Shot-peening

Um processo industrial de tratamento superficial aplicado rotineiramente a componentes

que irão sofrer solicitações cı́clicas (eixos automotivos, asas de avião) é o chamadoshot-

peening (a prática industrial utiliza o termo em inglês. Uma tradução possı́vel seriajatea-

mento, porém este termo não é adotado nas indústrias). Neste tratamento, pequenas esferas de

aço são arremessadas contra a superfı́cie do corpo produzindo deformação plástica localizada.

Esta deformação plástica, por sua vez, gera tensões residuais de compressão na superfı́cie do

componente. O tratamento de shot-peening usualmente elevao limite de fadiga do componente.

12.3 Propagação da trinca

Estima-se que o estágio de propagação estável da trincade fadiga consuma por volta de 95%

da vida útil de um componente submetido a solicitações c´ıclicas. Desta forma a investigação da

propagação estável de trincas de fadiga adquire uma relevância especial na engenharia.

A propagação da trinca de fadiga (incluindo a propagação instável) pode ser dividida em

três estágios, como esquematizado abaixo (Fig. 12.2):

I - Uma ou mais trincas começam a se propagar a partir da superfı́cie, seguindo planos de

deslizamento orientados a cerca de 45o do eixo de carregamento. Estas trincas crescem

pouco (cerca de poucos micra por ciclo) e encontram em seus caminhos contornos de

grão.

II - Após uma certa distância e ao atingir um contorno de gr˜ao (não necessariamente o pri-

meiro), uma das microtrincas do estágio I muda de orientação passando ao estágio II e
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σ

σ

I II III

Figura 12.2: Representação esquemática dos três estágios de propagação de uma trinca de fa-
diga.

começa a se propagar aproximadamente perpendicular ao plano de máxima tensão de

tração. Esta trinca passa a dominar o processo dano por fadiga.

III - Após um determinado tamanho crı́tico a trinca atinge as condições necessárias para sofrer

crescimento instável (ou seja, atinge o comprimento crı́tico) e a ruptura final do corpo

ocorre no próximo ciclo de carregamento em tração.

As microtrincas de fadiga, caracterı́sticas do estágio I,estão intimamente relacionadas às

PSBs e, portanto, à nucleação da trinca. A propagação de trinca é influenciada pela microes-

trutura e ocorre por cisalhamento em planos cristalográficos (os planos de deslizamento cor-

respondentes à PSB inicial). Não se conhece que mecanismoé responsável pela transição para

o estágio II, porém esta transição está nitidamente relacionada à transposição de um contorno

de grão (não necessáriamente o primeiro que a micro-trinca encontra) e indica uma mudança

de mecanismo de propagação, já que deste ponto em diante apenas a trinca principal passa a

se propagar (no caso de componentes com multiplos concentradores de tensão, mais de uma

trinca principal pode se propagar no mesmo, porém o mecanismo aquı́ nada tem a ver com a

propagação das micro-trincas em sı́).

O estágio II corresponde à maior parte do dano de fadiga e écaracterizado por uma trinca

principal que se propaga aproximadamente a 90o do eixo de carregamento. A propagação da

trinca é descontı́nua (a trinca avança um certo∆a por ciclo) e a posição da frente da trinca du-

rante a vida útil do componente freqüentemente pode ser associada a marcas aproximadamente

concêntricas na superfı́cie de fratura (estrias).
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Shear lip

Para componentes delgados é possı́vel observar a transição do modo de fratura plano (ca-

racterı́stico do estágio II) para uma fratura inclinada a 45o em relação ao eixo de carregamento,

produzindo o que se conhece por “shear lip” (Fig. 12.3). Estatransição está associada à passa-

gem do EPD (fratura plana) para o EPT (fratura inclinada) como avanço da trinca, por conta

do crescimento da zona plástica.

45
o

σ

σ

e

"shear lip"

Figura 12.3: Modelo de Schijve para a transição da fraturaplana para fratura inclinada com o
avanço de trinca de fadiga (e com a formação dos “shear lips”).

12.4 Superf́ıcie de fratura

• Como mencionado anteriormente, a superfı́cie de fratura émacroscopicamente plana e

perpendicular ao eixo de carregamento (modo I), porém em uma escala mais fina obser-

vamos que a topografia da superfı́cie de fratura apresenta ondulações em torno do plano

médio, subindo e decendo de forma aproximadamente aleatória.

• A superfı́cie de fratura também apresenta uma rugosidade caracterı́stica. Resultados em

liga de alumı́nio sugerem que esta rugosidade depende do meio ambiente em que a fadiga

se processa, sendo menor quanto mais agressivo for o meio.

• As estrias normalmente são observáveis apenas com aumentos muito grandes (por exem-

plo, com Microscópio eletrônico de transmissão, usandoréplica da superfı́cie). Em certos
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casos elas podem mesmo estar ausentes (embora haja evidência de que a propagação ainda

é intermitente).

Estrias

• Estrias são formadas pelo relevo resultande da formaçãoda zona plástica no ciclo de

tração e no ciclo reverso de compressão (arredondamentoda trinca).

• Na maioria dos materiais (incluindo polı́meros) as estriasestão associadas à posição da

trinca a cada ciclo de carregamento, permitindo-se assim medira a taxa de avanço da

trinca pela medida da separação entre as estrias.

• Existem excessões ao que foi dito acima: por exemplo, plásticos que se deformam por

microfiblilamento (“crazing”) em baixas amplitudes de tensão.

12.4.1 Fadiga em polı́meros

Como mencionado anteriormente, polı́meros amorfos podem apresentarbandas de creci-

mento denscont́ınuo (“Discontinuous Growth Bands”, DGB), que são semelhantesa estrias

porém apresentam um espaçamento cerca de três ordens de grandeza maior. As DGBs são

formadas em casos onde a trinca permanece estacionária porum grande número de ciclos,

propagando-se então subitamente. Os modelos que descrevem este fenômeno estão vinculados à

formação e crescimento de microfibrilas (MFBs) à frente da trinca, com a posterior propagação

da trinca ao longo da MFB.

Outro aspecto relevante da fadiga em polı́mero está realcionado aoaquecimento histeŕetico.

Durante o carregamento cı́clico ocorre deformação plástica e parte do trabalho mecânico é dis-

sipado na forma de calor. Como polı́meros geralmente são p´essimos condutores de calor este

se acumula localmente, elevando a temperatura do material.Esta elevação de temperatura pode

ser suficiente para fundir o polı́mero, resultando na falha.

Fratografia

Fratografia é o ramo da ciência dos materias que envolve a observaçãode uma superfı́cie

de fratura e a análise, com base nesta observação, dos motivos que levaram à falha. Fratografia

é muito rica, principalmente em conexão com a falha por fadiga. Apenas com a observação

(muitas vezes a olho nú) da superfı́cie de fratura por fadiga de um eixo, por exemplo, é possivel

decidir-se qual foi o concentrador de tensão que deu origemà falha, determinar acidentes de
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percurso na vida útil do componente e até mesmo decidir qual era o sentido de rotação do eixo

quando em operação.

Exerćıcio 12.1

Leia o trecho inicial sobre fadiga do livro de R. W. Herzberg (Deformation and Fracture

Mechanics of Engineering Materials, John Wiley and Sons, 4a ed., 1996, pp. 521 – 526) e

responda:

a . Qual o mecanismo responsável pela formação de marcas de praia (beach markings)?

b . Qual o mecanismo responsável pela formação de marcas de catraca (ratchet markings)?

c . Como a severidade do entalhe afeta a morfologia da superf´ıcie de fratura?
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13 TEORIAS DE ACUMULAÇÃO DE
DANOS E PROPAGAÇÃO DA
TRINCA DE FADIGA

13.1 Previsão de vida em fadiga

Até o momento discutimos a fadiga como um fenômeno associado ao carregamento cı́clico.

Na prática industrial, entretanto, o carregamento cı́clico é pouco comum. Carregamento em

bloco (por exemplo, eixos de máquinas que operam intermitentemente) e carregamento em

espectro (por exemplo, componentes da fuselagem de aviões) são muito mais comuns. Isto

torna necessário desenvolver metodologias para prever o comportamento dos componentes sob

estes esforços dinâmicos complexos← teorias de acumulação de danos.

Como mencionado na aula anterior, a fadiga é um processo de degradação das propriedades

mecânicas dependente do tempo. Isto induz ao conceito deacumulaç̃ao de danos. A ideia

central é que cada ciclo de carregamento resulta em alterac¸ões irreversı́veis da estrutura do

material que se acumulam até atingir um valor crı́tico, acima do qual a vida útil do material se

exaure.

Regra de Palmgren-Miner-Langer

Em 1924 o engenheiro sueco A. Palmgren propôs a primeira regra de previsão de vida em

fadiga para solicitações não constantes. A regra de Palmgren estipula que o dano produzido a

cada ciclo é linear (Fig. 13.1).

• Em 1937 B. F. Langer, nos EEUU, propôs essencialmente a mesma regra linear (pro-

vavelmente ignorando o trabalho de Palmgren), com a sofisticação de separar o dano

responsável pela nucleação da trinca e o dano responsável pela propagação da trinca até

a fratura.
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σa

Nf

σ1

N1

σ2

N2

75%

25%

Figura 13.1: Esquema de cálculo da vida em fadiga segundo a regra de Palmgren-Miner-Langer.

• S. V. Sorensen, na URSS em 1938 e M. A. Miner, nos EEUU em 1945, também propuse-

ram regras lineares equivalentes à de Palmgren, cabendo a este último autor expressá-la

por meio de uma equação:
M

∑
k=1

nk

Nk
= 1 (13.1)

ondeM é o número de nı́veis de amplitude de tensão distintos,nk é o número de ciclos

correspondente a cada nı́vel de tensão eNk é o número de ciclos para a fratura correspon-

dente ao nı́vel de amplitude de tensãoσk.

Exerćıcio 13.1

Um determinado componente encontra-se sujeito a um espectro de tensões em serviço. Este

espectro foi analisado e transformado nos histogramas de amplitude de tensão (σa) por dois

métodos de contagem diferentes (vide sec. 15.2), cruzamento de nı́vel e “rainflow”, que são

mostrados na Tabela 13.1. O material do componente em quest˜ao é um duralumı́nio (AA2024)

extrudado, cuja curvaS-N pode ser descrita pela relação de Basquin (Eq. 11.2) com parâmetros:

k = 6,59 em= -0,07.

Com base nestes dados responda:

a . Qual o limite de fadiga do material, supondo que este é definido como a amplitude de tensão

correspondente aNf = 5×107 ciclos?

b . Qual o número de ciclos (N) do carregamento no espectro de serviço previsto para a ruptura

do componente usando os dados dos dois métodos de contagem de ciclos?
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Tabela 13.1: Análise do espectro de amplitudes de tensão de serviço do componente em questão
por dois métodos de contagem: cruzamento de nı́vel (CN) e “Rainflow” (R). Os resultados são
dados em “fração de cı́clos”, ou seja, a probabilidade de que um dado ciclo de carregamento do
espectro tenha esta amplitude de tensão.

σa [MPa] fração (CN) fração (R)

210 0.05 0.01
220 0.12 0.05
230 0.34 0.23
240 0.36 0.37
250 0.10 0.29
260 0.02 0.03
270 0.01 0.02

c . Discuta a diferença no número de ciclos esperados para afratura do componente calculados

no ı́tem anterior. Por que ela ocorre?

Dica — Utilize o critério de acúmulo linear de dano de Palmgren-Miner (Eq. 13.1) para a

previsão do número de ciclos para a falha do componente.

Cr ı́tica à regra linear

A linearidade da regra de Palmgren-Langer-Miner implica que os danos realizados nos

diferentes nı́veis de amplitude de tensão são independentes entre sı́. Isto significa, em princı́pio,

que a ordem em que os diferentes nı́veis de amplitude são aplicados ao componente é irrelevante

para o resultado. Usando o exemplo do último gráfico, o resultado será o mesmo se os 25%

de cı́clos de baixa carga forem aplicados antes ou depois dos75% de ciclos de alta carga.

Experimentalmente isto não se verifica. A vida útil do componentedependeda história de

carregamento e serámenor se o bloco de ciclos de baixa carga for aplicadoantesdos ciclos de

alta carga. Diz-se que o material apresentainteração de cargas(“load interaction”).

Um grande número de critérios de previsão de vida em fadiga tem sido adotados na en-

genharia. A. Fatemi e L. Yang (Int. J. Fatigue20, pp. 9-34, 1998) apresentam um grande

númere destes critérios, alguns incluindo o efeito de interação de cargas. Do ponto de vista do

conhecimento atual, entretanto, estes métodos estão fadados a fornecer soluções aproximadas

ao problema proposto, como será visto em uma aula futura. A revisão acima indicada, entre-

tanto, é recomendada para o aluno que se interessar pelos fundamentos dos critérios adotados

na engenharia.
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13.2 Aplicação da MFEL à fadiga: Relação de Paris

A discussão anterior implica num certo caráter misterioso para o dano de fadiga. No caso

do dano de nucleação ele está relacionado ao desenvolvimento da estrutura de deformação, à

formação das PSBs (ou de microfibrilamento, no caso de pol´ımeros) e ao desenvolvimento das

intrusões e extrusões. Já no dano de propagação nós sabemos o que é o dano: ele corresponde

a uma trinca se propagando pelo componente. Desta forma o dano de propagação tem um

caráter muito mais sólido, podendo eventualmente ser medido. Neste contexto é natural que a

Fadiga e a Mecânica da Fratura tenham uma forte superposição. Iremos a seguir descrever os

fundamentos da aplicação da MFEL à fadiga, como são entendidos hoje em dia.

Em 1962, P. C. Paris defendeu sua tese de doutoramento na Lehigh University (EEUU). Este

autor pesquisou a propagação de trincas de fadiga e correlacionou com diversos parâmetros

da Mecânica da Fratura Elástica Linear (MFEL). Como resultado ele propôs que a taxa de

crescimento da trinca (da
dN ) estaria relacionada a∆K ≡Y∆σ

√
πa por:

da
dN

= C(∆K)n (13.2)

que é conhecida hoje em dia comorelação de Paris(C en são constantes).

Exerćıcio 13.2

Considere uma trinca central passante de comprimento 2a = 0,5 mm em uma placa de lar-

guraW≫ a (ou seja,Y≈ 1) feita de material com tenacidade à fraturaKIc = 5 MPa.m0,5 carre-

gada em modo I com uma solicitação cı́clica ondeσmin = 0 eσmax= 100 MPa com freqüência

de 5 Hz. Determine o tempo (em termos dos parâmetros da relac¸ão de Paris) que a placa sobre-

viverá antes de se romper por fadiga, supondo que a propagac¸ão da trinca pode ser descrita pela

relação de Paris.

Dica: Integre a relação de Paris entrea eac.

Desenvolvimentos recentes

Desde 1962 muito desenvolvimento ocorreu no campo da Mecânica da Fratura, em parti-

cular há o desenvolvimento da Mecânica da Fratura Elasto-Plástica (MFEP). A discussão dos

desenvolvimentos recentes na aplicação de meodos da Mecˆanica da Fratura à propagação de

trincas de fadiga sai fora do escopo deste curso. O aluno interessado, entretanto, deve consultar

o artigo recente de revisão de J. C. Newman Jr. (The merging of fatigue and fracture mechanics

concepts: a historical perspective,Progr. Aerospace Sci., vol. 34, 1998, 347-390).
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13.3 Cŕıticas à relação de Paris

A relação de Paris, obviamente é um avanço no sentido em que ela permite prever a falha

final se o tamanho do defeito for conhecido. A rigor, entretanto, ela não pode ser correta, já

que:

• não prevê o efeito da tensão média,

• não prevê a falha estática,

• não prevê um limite de fadiga.

Quando analisamos a propagação da trinca em função de∆ K, obtemos uma curva similar

à representada na Figura 13.2.

log da/dN

log ∆K

I

II

III

∆Kth ~KIc

Figura 13.2: Representação esquemática da curvada
dN ×∆K de um material metálico convenci-

onal.

A curva de propagação da trinca como apresentada, pode serdividida em três regiões:

I - Propagação muito lenta (da ordem do parâmetro de rede por ciclo), a microestrutura (con-

tornos de grão, per exemplo) influencia muito. Abaixo de∆Kth (threshold, limiar de

propagaç̃ao) a propagação cessa totalmente.

II - Regime da lei de potência (relação de Paris), a trincaé relativamente insensı́vel à micro-

estrutura.
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log ∆K

log da/dN

R=-1

R>-1

∆Kth

R
0 1

Figura 13.3: Efeito deR sobre a propagação da trinca de fadiga.

III - Propagação rápida de trinca, condições próximas à da criticalidade estática (mecanismos

atuantes são clivagem, coalescimento de microcavidades etc.), Kmax≈ KIc.

Efeito de R

Por mais atrativa que seja, a representação gráfica da dependência da taxa de propagação da

trinca com∆K não é completa. A curva depende do valor deR adotado no ensaio (Fig. 13.3).

Em geral, valores maiores deR (acima de -1) levam a um deslocamento da curva na direção de

maiores taxas de propagação, levando também a uma redução de∆Kth.

13.3.1 Desvios do comportamento de Paris

O formalismo de Paris é tentador, pois permite um método simples para estimar a taxa

de crescimento da trinca (ou seja, o dano associado à propagação da trinca) em uma estrutura

teórica única, abstraindo, por exemplo, os efeitos da geometria do componente e da trinca.

Infelizmente o processo de fadiga é muito mais complexo do que o previsto por esta teoria, como

já fica claro pela análise do efeito deR, discutida anteriormente. Dois fenômenos adicionais,

entretanto, demonstram que a propagação da trinca é fortemente não linear, estes fenômenos

são:

a . A propagação de trincas curtas e

b . O efeito de sobrecargas (overloads) e sub-cargas (underloads).

Propagaç̃ao de trincas curtas

Em 1975 S. Pearson (Engng. Frac. Mech., vol. 7, 1975, 235-247), trabalhando na Ingla-

terra, observou (em ligas comerciais de alumı́nio) a existˆencia de microtrincas com 0,006mm
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de comprimento que se originavam em inclusões (por decoes˜ao da interface inclusão/matriz

ou por microtrincas nucleadas na inclusão) superficiais e que cresciam a uma taxa média de

propagação muito superior à prevista pela relação de Paris. Este foi o inı́cio do campo de pes-

quisa doproblema das trincas curtas(short crack problem).

Conforme o próprio Pearson atesta no seu artigo, a existência de um limiar de propagação

∆Kth é incompatı́vel com a nucleação de trincas de fadiga e, portanto, o comportamento de

microtrincas superficiais devenecessariamentese desviar da curva de Paris.

O problema das trincas curtas pode ser esquematicamente representado pela Figura 13.4,

adaptada livremente do artigo de J. C. Newman Jr. (opus cit.).

log da/dN

log ∆K

Trincas longas
(>0,127mm)

Trincas curtas

Pearson (1975)

Al  7075-T6

Figura 13.4: Taxa de poropagação de trincas curtas, comparadas às das trincas longas. Adaptado
de J. C. Newman Jr.Progr. Aerospace Sci., vol. 34, 1998, 347 – 390.

Sobrecargas e sub-cargas

O efeito de sobrecargas pode ser esquematicamente representado pela Figura 13.5:

t t

da/dNK
OL

t0 t0 tt0

a

Figura 13.5: Efeito de sobrecargas, OLs, sobre a taxa de propagação de trincas de fadiga.
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• Sobrecargas (overloads, OLs) promovem um retardo na propagação da trinca, já sub-

cargas (underloads, ULs) promovem uma aceleração,

• O efeito é marcadamente não linear e não é facilmente quantificavel,

• Após um certo número de ciclos a taxa de crescimento da trinca volta a ser a mesma do

estado prévio ao da aplicação da OL,

• O efeito de OLs e ULs é essencial em aplicações onde ocorreo carregamento em espectro,

portanto a compreensão dos mecanismos que levam a estes efeitos é essencial para o

desenvolvimento de métodos de previsão de vida em fadiga.

13.3.2 Modelos explicativos dos desvios

Desde a introdução da curva de Paris em 1962 dois modelos foram propostos para justificar

os desvios observados (efeito deR, problema das trincas curtas e efeito de sobrecargas), estes

modelos são:

• Fechamento prematuro de trinca e

• Teoria dos dois parâmetros.

Fechamento prematuro de trincas (“crack closure”)

Em 1968 W. Elber, em sua tese de doutoramento da Univ. de Nova Gales do Sul (Austrália),

propôs um mecanismo capaz de explicar o efeito deR sobre a propagação de trincas de fadiga.

Segundo este mecanismo (baseado em uma verifição experimental, vide Schijve) a deformação

na ponta da trinca causa um “abaulamento” das faces da trincaque ficam para trás (“crack

wake”). Durante o ciclo de carregamento entreKmin eKmax, portanto, as faces da trinca se tocam

antes de atingirK = 0 (emKop). Este mecanismo recebe o nome deFechamento prematuro

de trinca (“Crack closure”).

Elber sugeriu que o dano de fadiga ocorre unicamente quando atrinca se encontra aberta.

Este autor introduziu os conceitos de∆Ke f, definido como:

Ke f = Kmax−Kop (13.3)

Segundo este formalismo,∆K deve ser substituido na equação de Paris, o que reduz portanto

o potencial para propagação da trinca.



13.3 Cŕıticasà relação de Paris 314

Plasticidade Rugosidade Detritos

Figura 13.6: Mecanismos modernos de frachamento de trincas.

Hoje em dia assume-se que outros mecanismos de fechamento podem atuar durante a

propagação da trinca (Fig. 13.6).

Teoria dos dois par̂ametros

K. Sadananda e A. K. Vasudevan, ambos trabalhando nos EEUU eminstitutos de pesquisa

da marinha americana, desenvolveram recentemente uma teoria alternativa à do fechamento de

trinca, que denominaramteoria dos dois par̂ametros. Esta teoria parte do pressuposto de que

a taxa de crescimento da trinca não é apenas dependente de∆K, mas queKmax também tem seu

efeito, ou seja:

da
dN

= f (∆K,Kmax) (13.4)

A teoria dos dois parâmetros pode ser caracterizada por oito afirmações:

1 . Fadiga depende fundamentalmente de dois parâmetros,∆K eKmax,

2 . Existem dois limiares de propagação,∆Kth eK∗max,

3 . A existência dos dois limiares torna trivial a dependência de∆Kth com R, portanto fecha-

mento de trinca é desnecessário,

4 . Caso o fechamento de trinca seja importante no processo, ele será caracterizado por um

terceiro parâmetro,

5 . A força motriz para o crescimento da trinca é o estado de tensão na ponta da trinca, ou seja, a

superposição das tensões geradas pela tensão remotaedas tensões residuais de compressão

existentes na ponta da trinca,

6 . A zona plástica à frente da trinca é uma das principais fontes de tensões residuais de com-

pressão,
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7 . O efeito básico das tensões residuais é deslocar o valor deσm, portanto a dependência em

Kmax é mais sensı́vel a este parâmetro e

8 . Efeitos ambientais (ex. corrosão-fadiga) se manifestam fundamentalmente na dependência

emKmax.

Comparação dos dois modelos

• Os dois modelos são incompatı́veis, fechamento de trinca se refere a um fenômeno que

ocorre atrás (“wake”) da trinca, enquanto que a teoria dos dois parâmetros atribui o efeito

não linear a um fenômeno que ocorre à frente da trinca (na zona plástica).

• O fechamento de trinca atribui o efeito não linear a um aumento da tensão de fechamento

(por exemplo, devido a uma OL), já a teoria dos dois parâmetros trabalha com a hipótese

de que as tensões residuais de compressão serão maiores se a zona plástica (gerada pela

OL) for maior.

• Ambos os modelos atribuem os desvios observados na propagac¸ão de trincas curtas a um

desenvolvimento insuficiente da zona plástica (deficiência de fechamento levando a um

Kop menor ou tensões residuais de compressão menores).

A teoria dos dois parâmetros tem causado polêmica na comunidade acadêmica e tecnológica.

A quase totalidade dos pesquisadores no campo da fadiga trabalham com a hipótese de que o

fechamento prematuro de trinca é o principal efeito que justifica os desvios do comportamento

de Paris na propagação da trinca. O mérito da teoria dos dois parâmetros, entretanto, está na sua

habilidade em unificar os diferentes fenômenos responsáveis pela propagação da trinca numa

estrutura cognitiva comum. Uma solução do dilema, entretanto, depende do desenvolvimento

de métodos experimentais capazes de diferenciar o efeito das tensões residuais do fechamento

da trinca, o que não é possı́vel no momento.

Exerćıcio 13.3

Para ser resolvido em grupos.

I - Leia o artigo de C. R. Krenn e J. R. Morris Jr. (Int. J. Fatigue, vol. 21, 1999, S147-S155).

II - Depedendo do critério estabelecido pelo professor você receberá a tarefa de defender o

ponto de vista de uma das duas teorias conflitantes (fechamento de trinca ou teoria dos

dois parâmetros).



13.3 Cŕıticasà relação de Paris 316

III - Você poderá se basear nos argumentos tirados dos artigos:

a . L. P. Borrego et al.Engng. Frac. Mech., 70, 2003, 1379-1397 (fechamento de trinca)

ou

b . K. Sadananda et al.Int. J. Fatigue, 21, 1999, S233-S246 (teoria dos dois parâmetros).

IV - Reuna-se com os colegas que tem a mesma tarefa e prepare uma estratégia do seu grupo

para o debate que se seguirá.

V - Debata com o grupo rival.

VI - Ao final os grupos irão concluir qual é o modelo mais adequado para a descrição do

fenômeno.
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14 FADIGA EM MODO MISTO

Fadiga normalmente é discutida no contexto do carregamento em modo I, porém é comum

que aplicações práticas envolvam outras formas de carregamento (por exemplo, modo II, modo

III ou combinações). Um exemplo tı́pico são molas helicoidais, onde predomina carregamento

em modo II.

Uma revisão recente e razoavelmente completa de fadiga em modo misto é encontrada no

artigo deQian e FatemiEngng. Frac. Mech.55(6), 1996, pp. 969-990.

14.1 Critérios para crescimento de trinca

Uma complicação adicional no caso de fadiga em modo misto ´e que a trinca não cresce

mais perpendicularmente ao eixo de carregamento (muitas vezes nem de pode assumir que há

um eixo de carregamento). Isto leva à definição decrit érios de crescimento de trinca em

modo misto.

Crit ério MTS

O primeiro critério é o da máxima tensão normal de traç˜ao (“maximum tensile stress”,

MTS). Ele estabelece que a trinca irá crescer na direção (ânguloθ ) correspondente à máxima

tensão tangencial de tração do estado de tensão quando atensão tangencial atingir o valor cor-

respondente ao limite de fadiga em carregamento uniaxial. Matematicamente:

∂σθ
∂θ

= 0 e
∂ 2σθ
∂θ2 < 0 (14.1)

Ou ainda:

KI sinθ +KII (3cosθ −1) = 0 (14.2)
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Crit ério S

Outro critério estabelece que a trinca irá crescer ao longo da direção que apresentar a

mı́nima densidade de energia de deformação,S, e inicia quando esta atinge um valor crı́tico,

Sc. S é definida como:

S= a11k
2
1 +2a12k1k2 +a22k

2
2 +a33k

2
3 (14.3)

onde osai j são coeficientes relacionados ao ângulo polar, ao módulode rigidez e ao coefi-

ciente de Poisson, osk são definidos como:

ki =
Ki

π
(i = I, II , III ) (14.4)

Crit ério J

Este critério se baseia na definição do vetor:

−→
J = JI

−→
i +JII

−→
j (14.5)

OndeJI eJII são as integrais J em modo I e II respectivamente.

O critério J é impreciso em situações onde predomina modo II de carregamento.

Resumo dos crit́erios

Os critérios MTS e S são os mais utilizados, porém nenhum critério é satisfatório. Por

exemplo, todos os critérios (exceto o J) preveem que a trinca sob modo II irá crescer aproxima-

damente a 70o da direção original da trinca, porém experimentalmenteobserva-se que a trinca

se propaga ou em modo I ou em modo II dependendo de condiçõescomo magnitudes de carga

ou propriedades do material.

14.2 Taxa de crescimento da trinca

Tanaka (citado em Qian e Fatemi) propõe a seguinte relação:
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da
dN

= C(∆Kmix)
m (14.6)

onde:

∆Kmix =
[
∆K4

I +8∆K4
II

]0,25
(14.7)
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15 FADIGA OPERACIONAL

Em seu artigo de revisão, Jaap Schijve (Int. J. Fatigue,25, 2003, pp. 679-702) apresenta o

diagrama de blocos abaixo:

Entrada
Cargas

Uso em serviço

Espectro (Carga)

Resposta dinamica

Espectro (σ) Ambiente

Desenho

Lay-out e geome-
tria

Juntas

Seleçao de mate-
riais

Cond. superficiais

Variaveis de pro-
cessamento

Informaçao

Distr. de σ, Kt, K

Curva S-N, da/dN vs. K,
KIc

Influencia das cond. 
superficiais e outras
variaveis de processa-
mento Previsao:

- Limite de fadiga
-Tempo para nucleaçao
-Propagaçao da trinca
-Ruptura final

SAIDA

Testes suplementares

Verificaçao por
testes

O diagrama serve para representar que o caminho que leva à previsão de vida em fadiga

em um componente industrial é consideravelmente complexoe sujeito à influência de diversos

fatores, que muitas vezes são desconhecidos→ ensaios em estruturas (carros, aviões etc. . . ).

A este ramo do estudo da fadiga dá-se o nome defadiga operacional(em alemão,Betrieb-

festigkeit).
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A princı́pio pode parecer estranha esta necessidade de se diferenciar a fadiga a amplitude

constante da fadiga operacional. Quando escrevemos ˙a ∝ da
dN = A(∆K)n (com A e n sendo

funções deR) não estamos na verdade assumindo que a única contribuição para o crescimento da

trinca vêm de parâmetros instantâneos do corregamento?Por quê então precisamos ensaiar toda

a estrutura? A razão vêm da existência de uma hipótese implı́cita na formulação de equações

do tipo expresso acima:a hipótese de similaridade.

Hipótese de similaridade

A hipótese de similaridade estabelece que:

“Condições similares, aplicadas a sistemas similares, devem produzir a mesma

conseq̈uência”.

que no contexto da fadiga pode ser traduzido como:

“Ciclos com∆K semelhantes aplicados a diferentes trincas, devem produzir a

mesma taxa de crescimento de trinca”.

J. Schijve (opus cit.)

Cr ı́tica à hipótese de similaridade

R. Sunder recentemente publicou um artigo (Int. J. Fatigue25 (2003) pp. 971-981) em que

cita o resultado do seguinte experimento:

Três amostras de liga de alumı́nio 7075-T6 ensaiadas em amplitude constante comσa = 98

MPa eR= 0,1 em (de cima para baixo) vácuo, ar e água salgada. O resultado claramente mostra

que a geometria da frente de trinca (compare osshear lipsna posição da linha pontilhada)

dependedo ambiente e, ainda por cima, de uma forma contrária ao senso comum (Fig. 15.1).

O resultado é incompatı́vel com a hipótese da similaridade.

15.1 Ensaios em estruturas

Ensaios em estruturas são mais confiáveis que ensaios de fadiga padronizados tendo em

vista que eles avaliam o dano verificado na própria estrutura montada. Entretanto eles são

custosos e demorados, sendo portanto limitados apenas a situações onde a falha em serviço
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Figura 15.1: Efeito do ambiente do ensaio sobre a morfologiada superfı́cie de fratura por fadiga.
Fonte: R. SunderInt. J. Fatigue25 (2003) pp. 971–981.

seja inaceitável (por exemplo, componentes estruturais ena fuselagem de aviões) ou onde a

produtividade é tão elevada a ponto de permitir amortizaro custo do ensaio (por exemplo, em

veı́culos automotores).

15.1.1 Desenvolvimentos atuais

O elevado custo dos ensaios em estruturas torna viável desenvolver metodologias para pre-

visão do comportamento mecânico de estruturas a partir deensaios em corpos de prova pa-

dronizados. Neste contexto surgem osensaios com carregamento em espectroe osmodelos

matemáticos de previs̃ao de vida em fadiga.

Ensaios com carregamento em espectro

O reconhecimento da importância da fadiga em amplitude variável data da década de 1930,

como conseqüência de eventos desastrosos na indústria aeronáutica. Gassner foi o pioneiro

neste aspecto, sendo o autor da idéia de se registrar a hist´oria de carregamento da estrutura

e de utilizar esta história em ensaios de fadiga. Limitaç˜oes técnicas, entretanto, fizeram-no

aproximar os espectros reais por meio de ensaios com carregamento em bloco.

Com o desenvolvimento das máquinas de ensaios mecânicos servo-controladas tornou-se

possı́vel a realização de ensaios mecânicos usando o espectro medido em estruturas. Hoje em

dia podem-se adquirir espectros padronizados (por exemplo, FASTRAN) ou medir espectros em
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Figura 15.2: Exemplo de espectro utilizado na demonstraç˜ao do critério de contagem por cru-
zamento de nı́vel.

componentes (tipicamente na indústria automobilı́stica) usando-se os mesmos em ensaios de

bancada.

15.2 Contagem de ciclos

Um dos problemas associados à fadiga em amplitude variável é como contar o número de

ciclos em um determinado carregamento.

Quantos cı́clos correspondem a um dado valor de∆σ (ou ∆K)?

Quatro métodos:

1 . Contagem por cruzamento de ńıvel (level crossing counting)

2 . Contagem de picos (peak counting)

3 . Contagem de faixas (simple-range counting)

4 . “Rainflow” e métodos associados

Norma ASTM 1049-85 (reaprovada em 1997) “Standard practicefor Cycle Counting in

Fatigue Analysis”

Para analisar os critérios de contagem iremos empregar o espectro apresentado na Fig. 15.2.
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Cruzamento de ńıvel

Estabelecer um nı́vel de referência e contar os cruzamentos com inclinação positiva (Fig.

15.3):

F

t

Figura 15.3: Primeiro passo no método da contagem por cruzamento de nı́vel.

Determinar nı́veis de carga acima da referência e contar ospontos de cruzamento com

inclinação positiva (Fig. 15.4).

F

t

0
+1
+2
+3
+4

Figura 15.4: Segundo passo no método de contagem pro cruzamento de nı́vel.

Determinar nı́veis de carga abaixo da referência e contar os pontos de cruzamento com

inclinação negativa.

Montar a tabela de cruzamentos (Tabela 15.1):

A partir da tabela de cruzamentos montam-se as possı́veis faixas de tensão, começando-se

da maior, “gastando-se” sucessivamente os cruzamentos. Por exemplo, na tabela anterior há
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Figura 15.5: Terceiro passo no meodo de contagem por cruzamento de nı́vel.

Tabela 15.1: Tabela de cruzamentos para o espectro mostradona Figura 15.2.

Nı́vel Cruzamentos

+4 2
+3 3
+2 3
+1 3
0 2
-1 3
-2 1
-3 1
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uma única possibilidade de se construir uma faixa de tensão +7 (um dos cruzamentos +4 com o

cruzamento -3), o segundo cruzamento em +4 somente poderá participar de uma faixa +6 (com

-2) e assim por diante. A tabela de faixas de tensão do exemplo anterior encontra-se na Tab.

15.2.

Tabela 15.2: Tabela das amplitudes de tensão do ciclo apresentado na Figura 15.2 de acordo
com o método de cruzamento de nı́vel.

Faixa Freqüência

+7 1
+6 1
+5 0
+4 3
+3 0
+2 2
+1 4

Método “Rainflow”

R. Sunder “Spectrum load fatigue — underlying mechanisms and their significance in tes-

ting and analysis”Int. J. Fatiguevol. 25 (2003) 971-981.

O método “Rainflow” foi proposto por Endo, Mitsunaga e Nakagawa em 1967 e se baseia

nas seguintes premissas básicas:

a . O dano de fadiga está associado à plasticidade reversa (Fig. 15.6).

b . Durante o ciclo de fadiga o material na região da ponta da trinca de fadiga irá se deformar

segundo a curva tensão deformação ciclica (cyclic stress strain curve, cssc), isto é, assume-

se que o material já se estabilizou e não sofre mais endurecimento ou amolescimento cı́clico.

c . O dano é quantificado pelo trabalho dissipado no ciclo histerético correspondente à história

de carregamento (Fig. 15.7).

O ciclo ef não seria contado pelo método “Rainflow” no exemplo apresentado na Fig. 15.7

e a faixa de amplitude de tensão correspondente seria dada por eg.

Métodos de contagem: resumo

Fatos sobre os métodos de contagem:



15.2 Contagem de ciclos 327

t

σ

a

t

σ

ZP direta

b

t

σ

ZP direta

c

t

σ

ZP direta

ZP reversa

d

t

σ

ZP direta

ZP reversa

e

t

σ

ZP direta

"Wake" da/dN

f

Figura 15.6: Representação da formação da zona plástica reversa durante o carregamento cı́clico
e de sua relação com a propagação da trinca de fadiga.
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Figura 15.7: Representação do comportamento histerético da deformação plástica durante o
carregamento em espectro.Obs.: A curva tensão-deformação se refere ao estado de tensão na
ponta da trinca.
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• Diferentes métodos aplicados a um mesmo espectro resultam, geralmente, em diferentes

distribuições de faixas de tensão.

• Normalmente o método “rainflow” resulta em distribuições de faixas de tensão mais se-

veras.

• Em sua formulação original os métodos não permitem armazenar a informação sobre

a ordem em que as faixas de tensão são aplicadas (interaç˜ao de cargas), mas existem

modificações recentes que o permitem (videR.J. Anthes,Int. J. Fatiguevol. 19 (1997)

529-535).

Implementação:

• Apesar de sua aparente complexidade todos os métodos são descritos por algoritmos sim-

ples, que podem ser facilmente implementados, por exemplo,por subrotinas deFORTRAN77

com poucas linhas (descritas na norma).

• O método “Rainflow” pode ser encontrado como uma função debiblioteca doMatLab.

15.3 Modelos matemáticos

Existem basicamente duas abordagens tradicionais:

1 . Modelos analı́ticos→ integração deda
dN = f (∆K)) e

2 . Modelos numéricos de elementos finitos (FE,finite element)→ definição da grade.

A tendência atual da pesquisa está no desenvolvimento de modelos baseados em mecanis-

mos→ problema de multi-escala.

15.3.1 Projeto em fadiga

• “Fail-safe”→ curvas S-N ouε-N,

• “Damage tolerance”→ defeitos pre-existentes e inspecionáveis,

• “Durability design”→ aproximação probabilı́stica, definição de uma distribuição de de-

feitos equivalentes,
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• “Small crack theory”→ duas etapas, uma dependente da microestrutura do material (trin-

cas curtas) e a segunda dependendo da propagação da trincaprincipal.

• “Safe-life”→ nenhuma hipótese sobre o defeito inicial, o objetivo da história.
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16 MICROESTRUTURAS DE
DEFORMAÇÃO EM FADIGA
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Huang-III H. L. Huang, J. L. Ho, T. L. Hu, Estimating the amplitude of plastic strain from the

distribution of the dislocation morphologies in front of the crack tipsMater. Sci. Engng.

A386(2004) 112 – 117.
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16.1 Fadiga de Baixo Ciclo

16.1.1 Ciclos de histerese

Nome dado ao campo de pesquisa de fadiga onde as tensões máximas são comparáveis

ao limite de escoamento, portanto onde a deformação plástica macroscópica ocorre no ciclo.

Sinônimo para fadiga em controle de deformação.

O papel relevante da deformação plástica na Fadiga de Baixo Ciclo (FBC) fica evidente

quando observamos que a tensão no ensaio não permanece contante, pois encruamento (ou

amolescimento, como será visto posteriormente), é observado durante o ciclo. Naturalmente

também parte da deformação observada no ciclo é permanente. Tudo isto se reflete na existência

de ciclos de histerese, que evoluem com o progresso da deformação cı́clica. A Figura 16.1 mos-

tra um exemplo de curva de histerese medida por H. Mughrabi para em cobre monocristalino.

Como já foi mencionado, o ciclo de histerese não é imediatamente estável. Há fenômenos

transientes que são denominados:

• Endurescimento cı́clico, quando a tensão máxima cresce ciclo após ciclo e

• Amolescimento cı́clico, quando a tensão máxima decresceciclo após ciclo.

Em ambos os casos o ciclo de histerese tende a um ciclo-limite. Como reza a equação

de Taylor, nestas condições a densidade de discordâncias deve permanecer inalterada com a

continuação da deformação. O desafio na teoria da Fadigaé compreender como estas micro-

estruturas particulares se desenvolvem e como isto está relacionado ao crescimento da trinca.

Para o cobre monocristalino observa-se que a tensão máxima estabiliza em torno de 30 MPa.

A partir da forma do ciclo-limite definem-se alguns parâmetros (Figura 16.2), a saber:

• τS = limite de escoamento,
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Figura 16.1: Exemplo de curva de histerese em fadiga de baixociclo. Material: Cobre mono-
cristalino, amplitude de deformação:∆γp = 0.003,R= −1, Fonte: H. Mughrabi,Mater. Sci.
Engng.33 (1978) p. 207ff.

• τE = tensão máxima,

• τB = contratensão (backstress),

• τF = tensão de fricção,

• Γ = 2∆γp = amplitude de deformação plástica.

Figura 16.2: Ciclo-limite esquemático mostrando as definições da contratensão (backstress) e
da tensão de fricção.
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Segundo uma proposta de Cottrell, feita em 1956, a contratensão e a tensão de fricção

podem ser calculadas em função da tensão de escoamento e da tensão máxima como:

τF =
(τE + τS)

2
(16.1a)

e

τB =
(τE− τS)

2
(16.1b)

D. Kuhlman-Wilsdorf e C. Laird (KWL-II) analisaram a forma das curvas de histerese me-

didas por diversos autores para o cobre monocristalino com diversas amplitudes de deformação

e concluı́ram que:

1 . τB e τF tem natureza fı́sica real

2 . τF é composta de duas parcelas claramente distingüı́veis

3 . a maior parcela deτF é idêntica aτB, porém uma parcela menor tem uma dependência

completamente diferente com a deformação plástica acumulada e satura num valor muito

menor queτB, o que implica que ela tem orı́gem fı́sica distinta.

Estes resultados foram interpretados pelos autores como uma evidência de que a contra-

tensão e a parcela menor da tensão de fricção podem ser justificadas a partir do desenvolvimento

da microestrutura de deformação.

Como será visto em mais detalhe adiante, a microestrutura desenvolvida em FBC segue

uma hierarquia em função da amplitude de deformação imposta ao corpo de prova. Brevemente

podemos dizer que esta hierarquia é composta por (em ordem de amplitude de deformação

crescente):

• Uma estrutura composta por resı́duos da mútua, porém imperfeita, aniquilação de dis-

cordâncias de sinais opostos, composta de um grande aglomerado de aneis dipolares de

discordâncias em cunha (loop patches)

• Veios (veins) alongados compostos por dipolos de discordâncias em cunha separados por

canais com densidade reduzida de discordâncias.

• Bandas persistentes de deformação (PSBs).

• Células de discordâncias.
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Análise quantitativa deτB e τF

Doris Kuhlman-Wilsdorf (em KW-III e KW-IV) desenvolve um modelo microscópico da

resposta mecânica baseado na estrutura de deformação induzida no cobre monocristalino du-

rante FBC. Neste modelo osloop patchesapresentam baixa resistência ao escorregamento e

reagem rápidamente às tensões geradas pela imposiçãoda amplitude de deformação→Osloop

patchesformam uma estrutura similar a um reticulado de Taylor. Durante a ciclagem de fa-

diga osloop patchesoscilam alternadamente entre duas “polaridades”, que a autora denominou

“esquerda” e “direita”. A Figura 16.3 representa estas duasconfigurações, bem como as duas

variáveis geométricas que ela usou em seus cálculos.

l

s d

Figura 16.3: Modelo de Kuhlman-Wilsdorf para o comportamento micromecânico dosloop
patchesem duas polaridades, “esquerda” e “direita”, correspondentes a configurações alternates
observadas quando o material percorre o ciclo de histerese.

Por meio de seu modelo, Kuhlman-Wilsdorf demonstrou que a força com que o reticulado

de Taylor resiste à reversão de polaridade em função da relaçãosd
ℓ satura rapidamente em um

valor aproximadamente 2,8 vezes maior que a carga observadano momento da reversão, sendo

que este valor é observado para valores desd
ℓ maiores que 1,5. Ela observou também que o

deslocamento crı́tico (ou seja, qual o deslocamento relativo entre a camada superior e a inferior

observado no momento da reversão cresce lentamente de 0,25a 0,46 quandosℓ cresce de 0 a

7. Usando estes resultados e a forma da curva de descarregamento no ciclo de histerese do

Cobre a autora concluı́u ainda que a relaçãosd
ℓ correspondente aosloop patches1 neste material

é próxima de 0,55.

O resultado mais expressivo da análise mecânica dosloop patchesfeita por Kuhlman-

Wilsdorf (em KW-IV), entretanto, é a previsão de uma regrade similaridade da forma dos

ciclos de histerese em função do número de ciclos aplicados (N∗ e N∗∗) na forma:

1A autora assumiu que o material apresenta uma fração volumétrica de 50% deloop patchese 50% de canais
isentos de discordâncias e calculou o módulo de rigidez efetivo, comparando com o resultado experimental.
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τ∗∗ = τ∗
√

N∗∗

N∗
(16.2a)

para

γ∗∗ = γ∗
√

N∗∗

N∗
(16.2b)

Figura 16.4: Verificação experimental da relação de escala prevista no modelo micromecânico
dos loop patchesfeito por Kuhlman-Wilsdorf. Os ciclos de histerese à esqueda correspon-
dem aos ciclos medidos experimentalmente por Mughrabi, os ciclos da direita forma calcu-
lados usando as relações 16.2 tomando como base o ciclo queatinge a tensão máxima com
deformação plástica acumulada de 2.0.

Em suma, os resultados de KW-III e KW-IV foram interpretadospela autora como uma

evidência de que a contratensão corresponde a uma tensãode orı́gem elástica correpondente à

resistência que osloop patchesoferecem à reversão da direção de carregamento após o ciclo

de histerese atingir a tensão máxima, sendo máxima no in´ıcio da reversão e mudando de sinal

no momento em que a tensão de escoamento é atingida duranteo descarregamento. Como a

reversão de polaridade envolve de certa forma uma deformac¸ão permanente, ela é observada

também na tensão de fricção, entretanto uma parcela menor correspondente a outros proces-

sos dissipativos (por exemplo, arraste de “jogs” nas discordâncias em hélice que percorrem os

canais ou endurecimento por defeitos puntiformes gerados pela deformação plástica) também

contribui para a tensão de fricção.
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16.2 Formação das PSBs

A Figura 16.5 mostra esquematicamente a variação deτS com a deformação plástica acu-

mulada (conhecida como curva tensão -deformação cı́clica) medida por C. Laird para cobre

monocristalino orientado para monodeslizamento.

∆γac

τS

A B C

~8x10
-5

~9x10
-3

~30MPa

Figura 16.5: Curva tensão - deformação cı́clica do cobremonocristalino orientado para mono-
deslizamento.

Esta curva mostra o estágio de endurecimento cı́clico (região A) e o estágio de estabilidade

(região B), já descritos anteriormente, mas inclui um novo estágio (região C) que corresponde

a um novo estágio de endurecimento cı́clico que ocorre após o esgotamento do processo res-

ponsável pela existência do patamar.

Experimentalmente verifica-se que cada uma destas regiõesestá associada ao desenvolvi-

mento de estruturas particulares de discordâncias. O patamar, em particular, está associado ao

desenvolvimento das PSBs, tendo um papel fundamental, portanto, na nucleação da trinca de

fadiga.

Região A

A região A da curva apresentada na Figura 16.5 está associada ao desenvolvimento pro-

gressivo das estruturas conhecidas comoloop patchese veios.

A Figura 16.6 mostra a microestrutura desenvolvida no inicio da região A, correspondendo

portanto ao estágio inicial da formação dosloop patchese do encruamento cı́clico.
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Figura 16.6: Estágio inicial da formação deloop patches(região A da curva tensão-deformação
cı́clica).
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A microestrutura mostrada na Figura 16.6 consiste de aglomerados de discordâncias re-

tas orientadas em cunha e localizadas ni plano de deslizamento primário (veja a indicação da

direção correspondente ao vetor de Burgers no canto superior esquerdo da figura). A ausência

de variações de contraste entre as diversas regiões da micrografia é consistente com a ausência

de campos de tensão de longo alcance, portanto estas discordâncias devem estar formando di-

polos ou multipolos com uma resultante nula do vetor de Burgers. Estas aglomerações de dis-

cordâncias, com a continuação da deformação cı́clica, irão reter novas discordâncias crescendo

em fração volumétrica.

O aspecto que a microestrutura adquire numa fase mais desenvolv]ida do endurecimento

cı́clico é mostrada na Figura 16.7. A imagem correspondente ao plano
(
12̄1
)

é a imagem

clássica dosloop patchese mostra que as regiões ricas em discordâncias são separadas por ca-

nais aparentemente isentos de discordâncias. Experiências cuidadosas envolvendo o bloqueio

de discordâncias por defeitos puntiformes formados pela exposição do material a neutrons mos-

tra que os canais não são completamente isentos de discordâncias, mas sim que são percorridos

por discordâncias orientadas majoritariamente em hélice que se extendem de umloop patch

a outro. Estas discordâncias tem uma papel relevante na deformação cı́clica, acomodando a

deformação na região dos canais. O bloqueio das discordˆancias por exposição a nêutrons é ne-

cessária pois durante o afinamento da lâmina fina para observação em Microscópio Eletrônico

de Transmissão elas migram para a superfı́cie e são eliminadas, resultando na aparente ausência

de discordâncias no interior dos canais. Note que o plano
(
12̄1
)

é perpendicular tanto ao plano

de escorregamento primário,(111), quanto à direção do vetor de Burgers,
[
101̄
]

(mostrada na

forma de uma seta no canto superior esquerdo).

Imediatamente antes do Plateau, os LP ocupam cerca de 50% da microestrutura e os canais

tornam-se mais sinuosos, permanecendo, porém, interconectados. Os LP se distribuem unifor-

memente e que há canais livres entre eles com ângulos de cerca de 20o a 35o com respeito

ao plano de escorregamento primário. Esta microestruturaé capaz de acomodar deformações

cı́clicas máximas da ordem de 8×10−5. A continuação da deformação cı́clica, portanto, requer

a transição para uma microestrutura de deformação capaz de acomodar deformação maiores.

Isto é conseguido por localização da deformação na forma das PSBs.

Região B

Na primeira parte do Plateau (até aproximadamente 2×10−3) formam-se as PSBs (Figura

16.8), com o aspecto caracteristico de “escada” (em inglês, ladder). Os degraus da “escada”

são compostos por paredes dipolares de discordâncias em cunha e os canais são percorridos por
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Figura 16.7:Loop patchesdesenvolvidos, aspecto tridimensional. Os canais, aparentemente
isentos de discordâncias, na verdade são ocupados por umabaixa densidade de discordâncias
em hélice.
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discordâncias em hélice para cima e para baixo durante o ciclo, gerando portanto deformações

perpendiculares aos degraus. Experimentalmente observa-se que a fração volumétrica de PSBs

aumenta constantemente ao longo do plateau e que em média cada canal é percorrido por uma

discordância. A deformação total devida a um PSB, portanto, é da ordem de 10−2, correspon-

dendo ao limite superior do patamar. Isto originou o modelo das duas “fases”, onde osloop

patchescorresponderiam a uma fase “dura” e as PSBs a uma fase “mole” que prograssiva-

mente ocuparia o lugar da matriz. Entretanto a microestrutura ao longo do patamar sofre outra

transição para deformações superiores a aproximadamente 2×10−3 .

Figura 16.8: Estrutura em escada caracterı́stica de uma PSB.

A Figura 16.9 ilustra o modelo porposto por Kuhlman-Wilsdorf para explicar o colapso dos

loop patchese a formação dos canais que produzirão as PSBs. Neste modelo, um sistema de es-

corregamento secundário é ativado, levando ao colapso doreticulado de Taylor pela aniqulação

de discordâncias de sinal oposto que agora escorregam no mesmo plano.

A principal virtude deste modelo é explicar como a transição entreloop patche PSB pode

ser gradual e não explosiva, como a autora havia suposto em [KWL-I]. Loop patchesseriam,

portanto, estruturas caracterı́sticas do mono-deslizamento, enquanto que as PSBs se formariam

pela ativação de sistemas secundários de escorregamento.

A Figura 16.10 ilustra o modelo proposto por Kuhlman-Wilsdorf para explicar a forma

como as discordâncias em hélice que percorrem os canais atuam para produzir a deformação

cı́clica. Segundo este modelo a discordância percorre os canais entre as paredes dipolares de-
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Figura 16.9: Modelo proposto por Kuhlman-Wilsdorf para explicar o colapso dosloop patches.
Um sistema de escorregamento secundário, indicado por umalinha tracejada, é ativado cau-
sando o colapso do reticulado de Taylor pela aniquilação de discordâncias se sinal oposto que
agora escorregam no mesmo plano.

positando discordâncias em cunha sobre as paredes. A direc¸ão de propagação da discordânacia

em hélice é necessariamente a mesma em canais visinhos devido à necessidade de se manter

um balanço entre os sinais do vetor de Burgers das discordâncias depositadas e minimizar a

energia elástica da estrutura. Desta forma a deformaçãoproduzida por uma PSB é cooperativa

e localizada e a deformação total é, portato, compatı́vel com a deformação no limite máximo

do patamar de endurescimento cı́clico, o que aparentementejustifica o modelo de duas fases.

Experimentalmente, entretanto, observa-se a 2× 10−3 (portanto em uma posição inter-

mediária no patamar) uma transição na microestrutura dedeformação para a estrutura de “labi-

rinto” (em inglês,“labirinth” ou “maze”). A Figura 16.11 mostra dois exemplos desta estru-

tura.

Na estrutura de labirinto as paredes dipolares são formadas por discordâncias pertencen-

tes a dois sistemas de escorregamento diferentes (entretanto em cada parede apenas um sis-

tema contribui), o que obviamente só é possivel se o segundo sistema participar ativamente da

deformação cı́clica.

Em resumo, durante o patamar a contribuição de um sistema de escorregamento secundário

vai se tornando progressivamente mais relevante, primeiramente na conversão dosloop patches

em PSBs e posteriormente na conversão das estruturas de PSBs em estruturas de labirinto. Em

todos os casos, entretanto, a microestrutura continua sendo paracterizadas por paredes dipo-

lares de discordâncias onde apenas um sistema de escorregamento atua na formação de cada

parede. Este processo se esgota ao final do patamar e deformac¸ões maiores requerem uma nova
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Paredes dipolares

Canais

Segmentos em
helice

Deslocamento

Figura 16.10: Modelo proposto por Kuhlman-Wilsdorf para explicar como as discordâncias
em hélice que percorrem os canais agem cooperativamente produzindo o deslocamento da PSB
durante o ciclo.

(a) (b)

Figura 16.11: Estruturas de “labirinto” formadas em (a) liga cobre-niquel policristalina e em (b)
cobre monocristalino ciclado até 5×10−3 e observado na seção

(
12̄1
)
. Note que a presença de

dois tipos de paredes dipolares nomazerequer a contribuição de um sistema de escorregamento
secundário.
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transição da microestrutura de deformação, que será vista a seguir.

Região C

Além do patamar o processo responsável pela formação das estruturas de labitinto esgota-

se. Deformações maiores somente são possiveis pela substituição das paredes dipolares, onde

apenas um sistema de escorregamento atua, para estruturas celulares onde a parede de célula é

composta por discordâncias pertencentes a mais de um sistema de escorregamento. A Figura

16.12 mostra a microestrutura celular desenvolvida no cobre monocristalino após o patamar.

Figura 16.12: Estrutura celular de discordâncias desenvolvida em cobre monocristalino após o
plateau com o aumento da contribuição de sistemas de escorregamento secundários. Note que
na seção(111) ela ainda se assemalha a uma PSB.

Ainda assim a ausência de contraste entre células visinhas indica que esta estrutura é livre

de tensões elásticas de longo alcance. As paredes de célula, portanto, ainda mantém um balanço

de vetores de Burgers de forma a minimizar a energia armazenada.

Sendo assim a microestrutura observada pós-plateau é caracterı́stica do polideslizamento

pleno, o que é consistente com a progressão observada durante o plateau.

16.3 Conexão das estruturas em FBC e a propagação da trinca

O discutido até agora limita-se à descrição da hierarquia de estruturas formadas em cobre

monocristalino e ligas CFC em geral durante a fadiga de baixociclo. Recentemente, entretanto,
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H. L. Huang, um pesquisador da Academia Militar da República da China (em Taiwan) tem

publicado uma série de trabalhos onde descreve a microestrutura de deformação observada à

frente de trincas de fadiga em propagação. Estes resultados parecem lançar uma nova luz sobre

a conexão entre estas microestruturas e a propagação efetiva da trinca, o que será discutido nesta

seção.

Este autor observou uma correlação entre a hierarquia de microestruturas desenvolvidas à

frente da trinca se propagando em cobre em função da distância com aquelas observadas no

cobre monocristalino sob FBC. Ele observou que durante a propagação em estado estacionário

com taxas variando entre 10−8 a 10−6 mm ciclo−1) a estrutura segue uma hierarquia de estru-

turas com a distância da seguinte forma (isto é, afastando-se da ponta da trinca):

• Células com um diâmetro médio de 0.7µm, logo à frente da ponta da trinca,

• Paredes dipolares (condensed walls)

• PSBs multidirecionais

• PSBs unidirecionais

• Veios eloop patches

As diferenças observadas em função da taxa de propagaç˜ao eram refletidas nates na escala

da microestrutura desenvolvida, no sentido da distância percorrida até a transição entre estas

microestruturas e não na escala dos componentes microestruturas em cada região (por exemplo,

o tamamnho da zona formada por células varia, mas o tamanho de célula permanece constante).

O autor observou também que, aparentemente, as perturbações na taxa de propagação da

trinca em função de alterações no regime de cargas (por exemplo, em sobre-cargas e sub-cargas,

ou na simples redução de amplitude de deformação durante o ensaio) se refletiam na destruição

desta hierarquia microestrutural.

No caso de sobre-cargas, por exemplo, Huang observou que durante o ciclo de alta ampli-

tude a trinca inicialmente propaga-se muito rápido, fazendo com que sua ponta atinja a região

de loop patchese veios formada na propagação anterior (Figura 16.13). Com isto a taxa de

propagação diminuiria até que a estrutura de células pudesse ser reformada, quando então reto-

maria a propagação na taxa do estado estacionário (vide Figura 16.14).

No caso de sub-cargas o modelo é ainda mais facilmente compreendido. Sob a ação do

ciclo de sub-carga a propagação da trinca inicialmente cessa, permitindo que a região de celulas
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Figura 16.13: Microestrutura desenvolvida na ponta de uma trinca propagando a 10−6 mm
ciclo−1 submetida a um pico de sobre-carga (overload) onde a microestrutura alterou para veios
e loop patchese aproximou-se da observada para propagação a 10−7 mm ciclo−1.
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Figura 16.14: Representação esquemática da evoluçãoda microestrutura de deformação à frente
da ponta da trinca (a) com propagação em estado estacionário e (b) após um pico de sobre-carga
(overload).
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cresça no próximo ciclo para um tamamnho maior (Figura 16.15), caracterı́stico de uma taxa de

propagação também maior. Assim a trinca passa a se propagar aceleradamente de acordo com

a nova taxa e não na do estado estacionário (vide Figura 16.16).

Figura 16.15: Microestrutura desenvolvida na ponta de uma trinca propagando a 3×10−7 mm
ciclo−1 submetida a um pico de sub-carga (overload) onde a microestrutura continua apresen-
tando células, porém ocupando um volume maior, logo ocorre aceleração.

Desta forma Huang justifica o atraso e a aceleração da trinca respectivamente com sobre-

cargas e sub-cargas em função das alterações microestruturais observadas. Ironicamente, a

trinca submetida a uma sobre-carga se atrasa porque inicialmente se propaga numa taxa muito

grande. Da mesma forma, a trinca submetida a uma sub-carga seacelera porque inicialmente

se propaga muito pouco.

A proposta de Huang é inovadora pois desloca a discussão deefeitos de sobre-carga e de

sub-carga de aspectos mecânicos do problema (fechamento prematuro e tensões residuais à

frente da ponta da trica) para uma discussão mecanicista, onde a microestrutura desenvolvida é

a chave. Um passo que ainda falta ser dado é associar a microestrutura desenvolvida à frente da

ponta da trinca a um modelo de propagação da mesma. Deve-senotar que justamente à frente

da trinca a microestrutura estável durante a propagaçãoestacionária é formada por células com

alto grau de desorientação entre elas e que a taxa de propagação parece estar assciada ao volume

desta região e não ao tamanho das células (portanto ela depende do número de células contidas
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Figura 16.16: Representação esquemática da evoluçãoda microestrutura de deformação à frente
da ponta da trinca (a) com propagação em estado estacionário e (b) após um pico de sub-carga
(underload).
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nessa região). Parece lógico pressupor que um modelo microestrutural de propagação deverá

se basear na rotação das paredes de células durante o ciclo, mas isto, por enquanto é apenas

especulação.

Por fim, duas conclusões podem ser tiradas dos resultados deHuang:

• Há uma correspondência entre as microestruturas de deformação macroscópicas me FBC

e as microestruturas observadas à frente de uma trinca em propagação estacionária, o que

parece justificar a fundamentação teórica do Métodorainflowde contagem de ciclos, que

se baseia na energia dissipada no ciclo de histerese local naregião da ponta da trinca (vide

seção 15.2).

• Há evidências de que o desenvolvimento de uma microestrutura celular de discordâncias

é essencial para manter a propagação da trinca o que claramente sugere um papel crucial

do polideslizamento neste processo.

Esta última observação também permite compreender porque a propagação de trincas lon-

gas parece ser insensı́vel à microestrutura: seja qual fora orientação do grão onde a trinca está se

propagando, a ativação de diversos sistemas de escorregamento reduzirá a eventual anisotropia.
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17 DEGRADAÇÃO DOS MATERIAIS

No contexto desta disciplinadegradaç̃ao se refere a todo o mecanismo que provoca a

deterioraçãoirreversı́vel das propriedades mecânicas de um material sob a ação deum fator

ambiental (ataque quı́mico, radiação, calor, esforços mecânicos) e dotempo.

Todos os mecanismos de degradação aqui discutidos tem um ponto em comum: eles depen-

dem da interação do material com o meio. Desta forma a resposta do material a este “esforço”

não dependerá exclusivamente do material, mas sim de todoo sistema (material + meio). Não

podemos, portanto, nos referir de maneira absoluta à resistência que um material apresenta a

um determinado mecanismo de degradação.

É sempre mandatório especificar em que sistema a dita propriedade foi determinada.

Chamaremos a isto decomportamento meĉanico do sistemapara diferenciá-lo do com-

portamento mecânico do material.

A Fadiga, como visto anteriormente, provoca uma redução da vida útil de um dado ma-

terial e depende fortemente do sistema (fadiga operacional). Sendo assim a fadiga satizfaz os

critérios estabelecidos anteriormente na definição de degradação. Fadiga pode ser considerada,

efetivamente, como um processo de degradação mecânica dos materiais.

17.1 Degradação térmica

O calor é um poderoso agente degradante. Alguns casos já vistos anteriormente satisfazem

parcialmente os critérios de definição de degradação.Fluência ou deformação plástica a quente,

por exemplo, são irreversı́vel e levam à fratura), não nos deteremos novamente nestes processos

já quefaz sentidofalar em resistência à fluência e limite de escoamento a quente de um material.

Iremos aqui nos deter em outros processos.
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Ação irreverśıvel do calor

O calor age sobre os materiais provocando:

1. mudanças de composição (por oxidação, evaporação etc. . . ),

2. mudanças estruturais (ruptura de cadeias poliméricase/ou de ligações cruzadas),

3. mudanças microestruturais (crescimento de grão, coalescimento de precipitados),

4. transformações de fases (precipitação de solutos emsoluções sólidas supersaturadas,

substituição de fases metaestáveis por outras mais est´aveis etc. . . )

Exemplo 1

Peste do MoSi2:

• Cermets (= compósitos cerâmicos) de SiC e MoSi2→ elementos de resistência em fornos

de alta temperatura (1700 - 1800oC) Kanthal Super R© ,

• são vendidos no estado compactado a verde (frágilidade a frio) e são sinterizadosin loco

(ou seja, na primeira operação do forno),

• essencial evitar permanência em temperaturas entre 500 e 800 oC no primeiro aqueci-

mento→ desintegração total (pestedo MoSi2). Aquecer rapidamente aT > 1200oC.

• baixas temperaturas→ MoO3 (alta pressão de vapor), altas temperaturas→ pelı́cula

vı́trea protege contra oxidação.

Exemplo 2

Fragilidade do revenido em aços:

• ocorre em aços ferrı́ticos e martensı́ticos,

• mais intenso no revenido por volta de 350oC (não confundir com“blue brittleness”→
envelhecimento dinâmico –“strain aging” – devido ao carbono),

• ocorre em dois tipos

em duas etapas:segregação de P e Sn para o CG austenı́tico original→ aumenta a NDT

do material em até 300oC.
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em uma etapa: substituição do carbonetoε por cementita em forma de plaquetas→
redução da tenacidade e ductilidade.

Exemplo 3

Estabilidade térmica de polı́meros:

• ↑ intensidade das ligações principais (ex.C−F > C−H,C−C)

• ↑ rigidez da cadeia (PON, grupos cı́clicos)

• ↑ eliminação de grupos oxidáveis (C−H)

Reações de degradação:

1 . reações de despolimerização (ex. PMMA),

2 . reações de eliminação (ex. decomposição do PVC→ HCl)

3 . reações de substituição (as cadeias reagem mudando aestrutura, mas não a estequiometria,

ex. cilização da Poliacrilonitrila, PAN).

Referência: N. S. Allen, M. Edge “Fundamentals of polymer degradation and stability” Elsevier,

1992.

17.2 Degradação Qúımica

1 . Fragilização por hidrogênio

a . fratura retardada

b . fragilização por hidrogênio

c . fadiga assistida por hidrogênio

d . fragilização ambiental de intermetálicos.

2 . Corrosão-sob-tensão (CST)

a . em metais e ligas

b . em polı́meros
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c . em cerâmicas (fadiga estática)

3 . Corrosão-fadiga

Os fenômenos que serão descritos aqui são agrupados na lingua inglesa em alguns casos

pelo termoEnvironmentally Assisted Cracking(EAC). Não há tradução consagrada deste termo

para a lı́ngua portuguêsa, mas poderiamos pensar em algo como Fratura Induzida pelo Am-

biente.

Referências

a - “Hydrogen embrittlement and stress corrosion cracking”R. Gibala, R. F. Heheman (eds.),

American Society for Metals (ASM), Metals Park-OH, EEUU, 1984 (Caps. 1 e 2, Johnson

e Hirth).

b - The theory of stress corrosion cracking in alloys” J. D. Scully (ed.), NATO Scientific Af-

fairs, Bruxelas, 1971 (Caps. 1 e 7, Scully).

c - B. Craig “Environmentaly Induced Cracking” in: Metals Handbook vol. 13:Corrosion, 9th

ed., ASM, Metals Park-OH, EEUU, 1987.

d - A. J. Sedricks “Corrosion of Stainless Steels” Cap. 7: “Stress Corrosion Cracking”, John

Wiley & Sons, Nova Iorque, 1996.

e - Capı́tulo 11 (Environment-assisted Cracking) do Hertzberg.

Em comum, todos os fenômenos associados à degradação dos materiais apresentam um

forte caráter multidisciplinar, envolvendo aspectos de metalurgia fı́sica, quı́micos/eletroquı́micos

e de mecânica da fratura. Esta interdisciplinariedade está representada na Figura 17.1.

17.2.1 Degradaç̃ao por Hidrogênio

Fenomenologia:

• O efeito fragilizante pode ser “ligado” e “desligado”→ difusão muito rápida para a região

da ponta da trinca.

• Fratura retardada, fragilização por hidrogênio e fadiga assistida por hidrogênio em sı́

se referem ao mesmo fenêmono, dependendo apenas do tipo de esforço aplicado e da

quantidade de hidrogênio disponı́vel.
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Corrosao

Metalurgia
Fisica

Mecanica da
Fratura

Figura 17.1: Representação gráfica do caráter multidisciplinar dos fenômenos associados à
degradação quı́mica dos materiais.

• Há uma tensão mı́nima para o surgimento do efeito fragilizante.

• Nos aços: relaç̃ao inversa entre resist̂encia meĉanica e sucetibilidadeà fragilização

por H.

Fratura retardada ( delayed fracture)

• o fenômeno ocorre mesmo quando não há evidência de fragilização,

• as tensões nominais de fratura são muito baixas,

• o perı́odo de incubação pode ser revertido, i.e. tornado infinito por uma série de trata-

mentos termo-mecânicos, e

• a fratura retardada é sensı́vel a entalhes→ o ponto de nucleação da trinca varia com a

severidade do entalhe⇒ estado de tensão e triaxialidade.

Mecanismos de fragilizaç̃ao por hidrogênio

Press̃ao hidrostática – o hidrogênio se acumula nas cavidade internas aumentando acompo-

nente de tração na ponta da trinca,

Energia de superf́ıcie – o hidrogênio adsorve na superfı́cie de fratura, reduzindoa tensão su-

perficial,
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Coes̃ao – o hidrogênio se acumula na ponta da trinca, reduzindo a coesão do metal,

Atividade de discordâncias – o hidrogênio se acumula na ponta da trinca reduzindoτCRSS, o

que provoca o surgimento de uma instabilidade de deformaç˜ao,

Hidretos – o hidrogênio se concentra na região da ponta da trinca e provoca a precipitação de

hidretos frágeis (importante em Ti, Zr, Hf, Nb etc. . . ).

Resultados recentes

Apesar da importância do fenômeno, muito pouco ainda se sabe ao certo sobre as causas

da fragilização pro hidrogênio. Um aspecto relevante éque mesmo pequenas quantidades de H

são capazes de reduzir drasticamente a ductilidade dos materiais→ hidrogênio combinado com

defeitos cristalinos.

P. J. Ferreira et al. (Acta Mater. 47, pp. 2991-2998, 1999) observaramin situ o efeito do

hidrogênio sobre o caráter das discordâncias em Al puro por meio de Microscópio Eletrônico de

Transmissão com Ambiente Controlado, concluindo que o H estabiliza a porção em cunha das

discordâncias, inibindo deslizamento com desvio (cross slip). O resultado, em sı́, não justifica

o efeito fragilizante do H, mas permite compreender a transição entre deslizamento difuso para

deslizamento plano observado em amostras sujeitas ao H.

Y. Tayeyama e T. Ohno (ISIJ Int43, pp. 573-578, 2003) demonstraram por meio de cálculos

ab initio, que o H se provavelmente se encontra combinado no ferro na forma de comple-

xos lacuna + H2 e não dissolvido intersticialmente. A incorporação do hidrogênio molecular

à lacuna reduz consideravelmente a energia de formação deste defeito, o que levaria a uma

superprodução de lacunas na região da ponta da trinca, que se alinhariam na forma declusters

orientados de lacunas. Ambas as observações justificam o efeito fragilizante.

Visão Contemporânea:

a . Diferentes mecanismos de fragilização podem estar associados em um mesmo material,

dependendo da quantidade de hidrogênio disponı́vel.

b . Há um aparente consenso de que a plasticidade (nucleaç˜ao de micro-vazios) tem um papel

predominante, ao menos em aços de alta resistência.

c . O fator decisivo na fragilização por H parece ser a formação de defeitos durante a deformação

plástica (estimulada sob a ação do hidrogênio) e não o Hdissolvido em sı́→ formação de

lacunas e clusters de lacunas→ fratura dúctil (quasi-clivagem).
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M. NagumoISIJ Int 41, pp. 590-598, 2001.

Fadiga assistida por H

• Alta severidade.

• Ocorre mesmo para microestruturas, composições e nı́veis de tensão não sucetı́veis à

fragilização por H.

• A taxa de crescimento da trinca acelera-se pelo menos 10 vezes na presença de H2.

Exerćıcio 17.1

Em um artigo recente Zielinski e Domzalicki (J. Mater. Proc. Tech.133, 2003, 230) discu-

tem um problema associado ao uso de aços carbono na construc¸ão marı́tima (especificamente na

construção de cascos de navios). Segundo estes autores, na tentativa de se proteger o aço contra

a corrosão por meio de proteção catódica é possı́vel que haja a evolução de hidrogênio sobre a

chapa de aço (ou seja, produção de hidrogênio gasoso), que associado a tensões de tração pode

ser prejudicial ao material. Proponha um mecanismo que explique o processo de degradação

destes aços nas condições descritas e discuta possı́veis alternativas evitar sua ocorrência em

serviço.

17.2.2 Corros̃ao sob tens̃ao (CST)

• Em inglês:Stress Corrosion Cracking, SCC.

• Nucleação e propagação lenta de uma trinca sob a ação de um fator ambiental→ fenômeno

sinergético.

• Até recentemente acreditava-se que metais puros eram imunes à CST, hoje em dia sabe-se

que este não é o caso.

• CST normalmente é associada a metais e ligas, porém há fenômenos semelhantes que

atingem materiais cerâmicos (fadiga estática) e poliméricos (fratura por crescimento e

subsequente ruptura de microfibrilas,crazes, induzidas por fator ambiental).

Fatores que influenciam a CST

1 . Reações eletroquı́micas (distintas para a nucleação e para a propagação da trinca).
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2 . Estrutura do reticulado (estrutura de contornos de grão, sistemas de escorregamento etc. . . ).

3 . Estado de tensão e como ele afeta a nucleação e a propagação da trinca.

Campo de pesquisa interdisciplinar!→ Corrosão, Metalurgia Fı́sica, Mecânica da Fratura.

Meios que induzemà CST

• Normalmente são eletrólitos aquosos (mas nem sempre).

• A espécie quı́mica que causa CST para uma dada liga é geralmente especı́fica (ions

amônia para ligas de cobre, cloreto para materiais ferrosos etc. . . )

• Mudanças de temperatura, aeração ou mesmo de concentrac¸ão das espécies podem tornar

um meio inócuo em um que provoca CST.

• CST é observada geralmente em combinações liga/eletrólito que causam o surgimento de

filme protetor (filme passivante, pátina, camada empobrecida em um dos elementos de

liga)→ CST é especialmente relevante em materiais resistentesà corrosão generali-

zada.

Efeitos do estado de tens̃oes

I – CST ocorre somente quando tensões de tração são predominantes, porém as magnitudes

associadas geralmente são muito inferiores aσe.

II – As tensões podem ser remotas ou residuais→ ZAT em soldagem!.

III – Tensões residuais de compressão na superfı́cie podem ser usadas para auxiliar a controlar

o fenômeno.

Mecanismos de CST

A Figura 17.2 apresenta um dos mecanismos propostos para justificar a interação entre

deformação plástica e corrosão na CST: Um metal inicialmente passivado apresenta um con-

centrador de tensão, por conta disto um sistema de escorregamento é ativado e produz um degrau

na superfı́cie, o que expõe metal não oxidado (normalmente muito reativo) ao ataque do meio.

Freqüentemente CST é observada em associação a outros fenômenos de corrosão, como

por exemplo, corrosão por pites ou corrosão intergranular (vide Fig. 17.3).
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Sist. escorr.

Camada passiva

Metal exposto

Figura 17.2: Representação gráfica de um dos mecanismos propostos para justificar a interação
entre deformação plástica e corrosão em CST.

a b

c d

Figura 17.3: Mecanismo de interação entre corrosão intergranular e CST, justificando a
observação experimental de que trincas de CST podem apresentar caráter misto, trans- e inter-
granular: (a) a corrosão intergranular promove o surgimento de uma trinca próxima à superfı́cie,
(b) por conta disto surge uma concentração de tensão, queativa um sistema de escorregamento,
(c) isto induz à CST (por exemplo, pelo mecanismo exposto naFig. 17.2) e (d) o processo se
retroalimenta pela corrosão de novos contornos e pela ativação de sistemas de escorregamento
em poutros grãos.
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Ensaios de CST

Norma ASTM G49-85(2000):

• Carregamento estático a diversos nı́veis de tensão, mede-se o tempo para fratura. Há uma

tensão mı́nima para CST.

• Carregamento dinâmico com taxas muito lentas (10−5 a 10−9 m/s de afast. das garras) e

plota-se o alongamento em função da taxa de carregamento,comparando-se com amostras

semelhantes ensaiadas em ambiente inerte.

Norma ASTM G168-00:

• Amostra pré-trincada para flexão (Double cantillever bean, DCB).

• Carregamento a deslocamento constante (p. ex. por meio de parafusos e roscas) ou a

carga constante (p. ex. por meio de cargas estáticas), plota-seda
dN = f (K)→ KIscc.

• O CP pode ser exposto à atmosfera, imerso na solução, ou esta pode ser adicionada gota-

a-gota na ponta de trinca.

Norma ASTM G30-87:

• Uma chapa de metal é dobrada em 180o em torno de um determinado raio e, em seguida,

é imersa na solução.

Aspectos fratogŕaficos da CST

• Freqüentemente a trinca apresenta caracterı́sticas cristalográficas (facetas).

• Coalescimento de trincas→ formato em leque.

• Modo misto trans- e intergranular.

• Interação com corrosão intergranular.

CST em aços inoxid́aveis

Norma ASTM G36: imersão em cloreto de magnésio ou de sódioferventes.
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• aços ferrı́ticos apresentam elevada resistência à CSTnestes meios(MgCl2 e NaCl fer-

vente)6= imunidade generalizada conferida pela estrutura CCC!

• aços dúplex são suscetı́veis à CST, porém> valores deKIscc em comparação aos aus-

tenı́ticos.

• composição (principalmente, Ni), microestrutura (Vv e morf. de α, ∈ faseσ ) e meio

influenciam CST nos aços dúplex.

• o perigo de CST em aços inoxid́aveis austeńıticos não deve ser subestimado!

Fadiga est́atica: CST em cer̂amicas

Crescimento sub-crı́tico de trincas, crescimento estável de trincas→ sinônimo de CST

aplicável principalmente a cerâmicas (mas também a pol´ımeros, em alguns casos).

• Exemplo: vidros de sı́lica←CST por umidade atmosférica (vide R. GyJ. Non-cryst. Sol.

316, pp. 1-11, 2003).

• “Crack healing”→ fenômeno inverso: por conta da oxidação a trinca previamente aberta

se fecha novamente, reduzindoK.

CST em poĺımeros

• Processo complexo devido à natureza visco-elástica do material.

• Normalmente associado à formação de uma microfibrila, sua propagação e ruptura das

fibrilas pelo meio (ex. CST de PET em meio contendo ı́ons OH−) → a propagação da

trinca é descontı́nua (Discontinuous Growth Bands, DCBs).

• Fenômeno que ocorre no dia-a-dia sem que o notemos, pois estamos acostumados a sim-

plesmente descartar peças plásticas que quebram.

• O fenômeno vem despertando interesse em função do crescente uso de materiais po-

liméricos em aplicações de responsabilidade.

Fragilização ambiental de ICs

Materiais intermetálicos (ICs, deIntermetallic Compounds): Fe3Al, FeAl, Ni3Al, NiAl,

Ti3Al - TiAl.
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• apresentam ductilidade em tração reduzida quando ensaiados em ambiente contendo umi-

dade, relativo a ensaios a vácuo ou em O2 seco.

• supostamente redução do vapor d’água pelo alumı́nio presente na liga.

Al +3H2O→ Al2O3 +6H+ (17.1)

17.3 Degradação radiativa

Dano provocado por radiação eletromagnética (luz visı́vel ou UV, raios-X, raiosγ) ou por

partı́culas de alta energia (α, nêutrons, elétrons).

• Deslocamento de elétrons (ionização→ não metais).

• Deslocamento de átomos por colisão elástica.

• Fissão e picos de calor (thermal spikes)

Degradaç̃ao radiativa de poĺımeros

Classificação com respeito à posição dos grupos cromofóricos:

• Tipo A- os grupos são defeitos que estão no meio ou na terminação da cadeia polimérica.

• Tipo B- os grupos fazem parte da cadeia principal.

Tipos de processos:

Fotodegradaç̃ao - processos que ocorrem mesmo na ausência de O2.

Fotooxidaç̃ao - processos que requerem O2 para ocorrerem.

Degradaç̃ao/oxidaç̃ao fototérmica - processos que adicionalmente necessitam de temperatura

elevada para ocorrer (porém abaixo da temperatura de degradação térmica pura).

Grupos cromofóricos:

• Grupos carbonila.

• Grupos carbonila produzindo oxigênio nascente.
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• Grupos carbonila insaturados.

• Grupos peróxido de hidrogênio.

• Complexos de transferência de carga entre O2 e polı́mero.

• Íons metálicos.

Danos por n̂eutrons em metais

Deslocamento do átomo para uma posição intersticial e formação de um par lacuna - au-

tointersticial, seguida da migração dos defeitos.

Impacto sobre as propriedades mecânicas:

• Diretamente - endurecimento por lacunas (e autointersticiais).

• Indiretamente -

– destruição da ordem do reticulado,

– fraccionamento de precipitados (eventualmente redissolução),

– aceleração da nucleação e

– aceleração da difusão.

Danos por irradiação de neutrons rápidos em metais (tecnologia de reatores nucleares):

• Irradiação em baixas temperaturas (¡ 0,2τH) → formação de anéis prismáticos de dis-

cordâncias.

• Condensação das lacunas e formação de microcavidades.

• Inchamento (swelling).
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18 MECÂNICA DOS MATERIAIS
COMPÓSITOS

Materiais compósitos formam uma classe especial de materiais “engenheirados”:

• Freqüentemente⇒ comportamento mecânico superior (resistência, rigidez, tenacidade)

• Caráter hibrido (metal + cerâmica, polı́mero + cerâmicaetc. . . )→ sı́ntese da mecânica

dos materiais.

Estas são as justificativas para a introdução deste tema na presente disciplina.

18.1 Definições

Material composto por duas ou mais fases distintas do ponto de vista quı́mico e fı́sico

(normalmente envolvendo algum processo de engenharia em sua elaboração).

a . Produto sintético.

b . Produto natural→ compósitosin situ.

• Fase contı́nua =matriz

• Fase distribuı́da =reforço

Em contraposição aos materiais compósitos, diz-se que os materiais convencionais sãomo-

nolı́ticos.

Compósitosin situ

Figura 18.1: exemplo de eutético fibroso que poderia eventualmente dar origem a um

compósitoin situ.
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Figura 18.1: Exemplo de eutético fibroso (Ni3Al + (Ni,Cr,Fe)7C3) em liga Ni-Al-Cr-C, poten-
cial candidato à fabricação de compósitosin situ por solidificação direcional. Foto obtida em
microscópio eletrônico de varredura com ataque profundoda matriz. Fonte: Hélio Goldenstein
et al. (2004).
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18.1.1 Comṕositos - Classificaç̃ao

Por material da matriz:

CMM – Compósitos de matriz metálica (exemplo: Al - SiCp na indústria automobilı́stica).

CMC – Compósitos de matriz cerâmica (exemplo: Super KanthalR©: Elementos de resistência

para fornos mufla de altas temperaturas - T ¿ 1400oC→ SiC + MoSi2).

CMP – Compósitos de matriz polimérica (exemplo: compósitos Epóxi + fibra de vidro).

Por geometria do reforço:

• Compósitos reforçados por partı́culas,

• Compósitos reforçados porwhiskers(ou fibras curtas),

• Compósitos reforçados por fibras ou placas.

Exemplo - Comṕosito reforçado por partı́culas

CMM Zamak-SiCp (Fig. 18.2).

Figura 18.2: Exemplo de CMM, matriz Zamak (liga de zinco e alumı́nio, usada em fundição de
precisão), reforço por partı́culas de SiC. Note a presenc¸a de poros no canto inferior direito da
figura. Fonte: by Roberto Martins de Souza, diss. mestrado, PMT-EPUSP, 1994.
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Figura 18.3: Exemplo de CMP: matriz Epóxi e reforço por fibras de carbono. Fonte: Gerson
Marinucci - IPEN/CNEN-SP - 2005.

Exemplo - Comṕosito reforçado por fibras

Figura 18.3: CMP Epoxi-fibra de C, apresentando camadas com fibras orientadas a 0o e a

90o , o monofilamento tem 7µm �.

18.1.2 CMPs

Matrizes tı́picas são termorı́gidas com elevada densidade de ligações cruzadas:

1 . Resinas fenólicas - custo menor, porém risco à saúde do trabalhador (produção de resı́duos

tóxicos durante a cura).

2 . Resinas epóxi e poliéster - cura por mecanismo de adiç˜ao, sem a produção de resı́duos

tóxicos.

Matrizes termoplásticas→ Poli(éter éter acetona), PEEK→ matrizes para compósitos

avançados de fibra de carbono, possuem maior tenacidade e resistência ao impacto (funções

da cristalinidade). A Tabela 18.1 lista as propriedades mecânicas tı́picas da alguns CMPs

reforçados por fibras.

CMPs - Prepregs

Prepregs→ material pré-impregnado: matriz polimérica parcialmente curada com fibra

unidirecional (ou tecida), vendida na forma de rolos de 300 a1500 mm de largura por 0,125mm

de espessura e de 50 a 250m de comprimento, contendo 35% em volume de polı́mero. Os
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Tabela 18.1: Exemplos de propriedades tı́picas de CMPs. Porcentagens de reforço expressas
em volume - f.c. = fibra de carbono, f.v = fibra de vidro. Fonte: R. W. Hertzberg, “Deformation
and fracture mechanics of engineering materials” 4a ed., John Wiley and Sons, 1996.

Material E σe ouσ f ε f

Nylon 66 + 25% f.c. 14 GPa ∼ 200 MPa 2,2%
Epoxi + 60% f.c. 220 GPa 1400 MPa 0,8%

Poliester + 50% f.v. (alinhadas) 38 GPa 750 MPa 1,8%
Poliester + 50% f.v. (aleatórias)8,5 GPa 110 MPa 2%

prepregs são cortados, aplicados em camadas na peça que sedeseja fabricar (no caso de prepregs

com fibras unidirecionais, é comum aplicar-se em camadas com orientação alternada) e curadas

(geralmente em autoclave)

18.1.3 Caracteŕısticas das matrizes

• Altas densidades de discordâncias em matrizes metálicas(tensões térmicas)→ caminhos

rápidos de difusão.

• Alteração da cinética de cristalização em matrizes poliméricas, pela ação do reforço.

• Microtrincamento da matriz cerâmica devido a tensões térmicas.

Em resumo, a microestrutura da matriz é fortemente influenciada pelo processo de fabricação

do compósito⇒ o material da matriz e a matriz do compósito tem comportamento diferente

(ex. envelhecimento de matrizes de liga Al- Cu). Já o material do reforço raramente é afetado

pelo processamento.

Exemplo

Figura 18.4: Interação entre as partı́culas de reforço com a microestrutura do eutético em

um CMM Zamak-SiCp obtido por infiltração.

18.1.4 Rotas de fabricaç̃ao

Mistura mecânica e co-sinterização:

• Rota-padrão para CMCs, custo semelhante ao de produção de cerâmicas.
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Figura 18.4: Exemplo de interação entre a microestruturada matriz, neste caso um eutético Zn-
Al da liga Zamak com as partı́culas do reforço (SiC). Fonte:Roberto Martins de Souza, diss.
mestrado, PMT-EPUSP, 1995.

• Liga Incoloy MA956→moagem mecânica de pós da matriz metálica e Y2O3 e posterior

extrusão da mistura→ incremento da resistência à fluência.

Exemplo (Fig. 18.5): CMM Al 1100 + 10% vol. SiCp (27µm �), produzido por mistura

dos pós, encapsulamento em tubo de alumı́nio e extrusão narazão 48:1.

Fundição:

• Mistura do reforço em forma de pó com a matriz no estado lı́quido e vazamento em um

molde (eventualmente fundição-sob-pressão).

• Rota comum no processamento de CMMs com reforço particulado (exemplo, Al/ SiCp).

• Econômica, porém suscetı́vel a problemas de segregação do reforço.

Infiltração:

• A pré-forma com o reforço em fibra é posicionada no interior de um molde e a matriz é

introduzida (infiltrada) na cavidade no estado lı́quido.

• Rota-padrão para a produção de CMMs com reforço em fibra.

• Requer equipamento especializado.
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Figura 18.5: Exemplo de CMM obtido pela rota de mistura mecânica e co-sinterização. Fonte:
Humberto Naoyuki Yoshimura, diss. mestrado, PMT-EPUSP, 1994.
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• Permite um melhor controle da distribuição do reforço emcomparação com a rota de

fundição, porém também é suscetı́vel a problemas (carregamento da pré-forma pelo lı́quido).

Moldagem por aplicação:

• Rota-padrão para a fabricação de CMPs com reforço em fibra.

• A matriz e o reforço são depositados em camadas sucessivas, que vão dando forma ao

produto desejado (vide seção 18.1.2)

Solidificação direcional:

• Rota-padrão para a fabricação de CMMsin situ.

• O material é solidificado na presença de um forte gradientede temperatura, com o eutético

crescendo em uma única direção.

18.1.5 Defeitos em comṕositos

Porosidade:Figura 18.2

• evolução de gases durante o processamento, contração de solidificação, falha na eliminação

de material ligante (em CMCs),

• em compósitos fabricados por infiltração lı́quida uma alta fração volumétrica de reforço

pode impedir a movimentação da massa semi-sólida→ debulkingem PMCs,

• desenvolvimento de estados de tensão residual com forte componente hidrostática de

tração contrapõe-se à sinterização em CMCs.

Regiões ricas em reforço(clustering) 18.6

Regiões ricas em matriz 18.7

Cavidades

Microtrincas Figura 18.8

Desalinhamento de fibras

Regiões ñao consolidadas(debonded)

Planos ñao consolidados(delaminated)Figura 18.9
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Figura 18.6: Exemplo declusteringem um CMM Al 1100 + 20%vol. SiCp (10 µm �). Fonte:
Humberto Naoyuke Yoshimura, diss. mestrado, PMT-EPUSP, 1994.

Figura 18.7: Exemplo de regiões ricas em matriz em um CMM Al 6063 + 10%vol. SiCp (43
µm �). Fonte: Humberto Naoyuke Yoshimura, diss. mestrado, PMT-EPUSP, 1994.

Figura 18.8: Exemplo de microtrincamento em um CMM (a) Al 6063 + 5%vol. SiCp (27 µm
�) e (b) Al 6063 + 10%vol. SiCp (43 µm �). Fonte: Humberto Naoyuke Yoshimura, diss.
mestrado, PMT-EPUSP, 1994.
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a b

Figura 18.9: CMP Epoxi - Fibra de C: Exemplo de fratura por delaminação na região de
transição entre uma camada orientada a 0o e a 90o, imagem por microscopia óptica (a) e
eletrônica de varredura (b). Fonte: Gerson Marinucci, IPEN/CNEN-SP (a ser publicado em
Composite Structures).

18.1.6 Interfaces

• A quantidade de interfaces em um material compósito é muito alta em comparação com

materiais monolı́ticos→ forte impacto sobre as propriedades do material.

• Em geral (exceto para os compósitosin situe para casos muito particulares) as interfaces

não estão em equilı́brio termodinâmico→ reações na interface.

Barreiras de difusão: camada de fase muito estável e com baixı́ssima difusividade na

temperatura de trabalho do compósito, que é formada na interface (geralmente sobre o reforço)

e tem por objetivo reduzir a cinética de reação entre matriz e reforço.

Tens̃oes t́ermicas

σ = f (Er ,Em,
a
b
, r̄)∆α∆T (18.1)

Er = módulo de rigidez do reforço,Em = módulo de rigidez da matriz (obs. freqüentemente

anisotrópicos),ab fator de forma do reforço, ¯r = raio equivalente do reforço,∆α = diferença de

coeficientes de dilatação lineares,∆T = diferença de temperatura (durante o processamento ou

uso).

f (Er ,Em, a
b, r̄)→manuais de compósitos

A área de interface aumenta com o fator de forma e com a diminuição do raio equivalente.
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Estrutura da interface

• Em CMCs e CMMs→ geralmente interfaces incoerentes e de alta energia→ fontes e

sumidouros de lacunas e discordâncias→ sı́tios de nucleação heterogênea.

– Excessão: compósitosin situ→ interfaces semi-coerentes.

• Em CMPs→ cristalinidade induzida pela presença do reforço (exemplo, nanocompósitos

com reforço por argilas).

Ligação na interface

• Transferência de carga na interface (CMPs e CMMs)→ aumento da rigidez e da re-

sistência.

• Deflexão de trincas (CMCs)→ aumento da tenacidade por microtrincamento da interface

ou por bifurcação da trinca.

Molhabilidade = condição necessária, mas não suficiente.

Sizing(engomadura) de CMPs→ tratamento superficial aplicado a reforços por fibras para

melhorar a ligação interfacial→ organosilanas (R−SiX3, ondeR é um radical compatı́vel com

a matriz polimérica eX normalmente é cloro).

Entrelaçamento meĉanico (mechanical interlocking)→ tratamento de pré-oxidação apli-

cado a fibras de carbono com o objetivo de aumentar a rugosidade, melhorando a capacidade de

transferência de carga na interface.

18.1.7 Aplicaç̃oes de comṕositos

Aeroespaciais:

• Diminuição do peso (= aumento da carga útil).

• Praticidade de montagem (CMPs).

• Resistência ao espaço sideral.

• Substituição de ligas de Berı́lio (tóxicas) por Al/SiCp.
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Resistência à temperatura (CMCs)→ até 1600oC no futuro avião sub-orbital.

Outras aplicações:

• Construção civil, marinha e produtos esportivos (PMCs com fibras de aramida, silı́cio ou

carbono).

• Automotivas (uso de Al/SiCp em pistões de motor à explosão).

• Elétricas (Cabos de cobre com reforço contı́nuo de Nb, Ta ou Cr→ resistência mecânica,

condutividade térmica e elétrica. Supercondutores convencionais→ fibras de Nb-Ti ou

Nb3Si em matriz de cobre).

• Mecânicas (ferramentas de corte, metalduro, WC / Co, ou mais recentemente Al2O3 /

SiCw)

• Médicas (implantes biocompatı́veis de C / C).

18.2 Propriedades f́ısicas dos compósitos

Compósitos são materiais “engenheirados”⇔ previsão numérica das propriedades fı́sicas.

18.2.1 Mistura meĉanica

A regra mais simples para a previsão das propriedades mecânicas de um compósito é a da

mistura mecânica:

“Dada uma certa propriedade fı́sicaX caracterı́stica do reforço (Xr) e da matriz

(Xm), teremos

X = VmXm+VrXr (18.2)

ondeVm eVr correspondem respectivamente às frações volumétricas de matriz e de

reforço no compósito.”

Exemplos

Densidade (ρ):

ρ = Vmρm+Vrρr (18.3)



18.2 Propriedades fı́sicas dos comṕositos 375

Capacidade térmica (C):

C =
CmρmVm+CrρrVr

ρ
(18.4)

Obs.:Vr +Vm < 1 na presença de porosidade!

Anisotropia

Em compósitos com reforço em fibras orientadas (longas ou curtas) teremos geralmente

X‖ 6= X⊥ (ondeX‖ e X⊥ correspondem, respectivamente, à propriedadeX medida ao longo e

perpendicular à direção da fibra)⇒ anisotropia!

Módulos de rigidez

Módulo de rigidez longitudinal (E‖), Figura 18.10.

F

Figura 18.10: Carregamento de um compósito reforçado porfibras na diração longitudinal.

F = Ff +Fm⇒ σ = Vf σ f +Vmσm (18.5)
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Vf σ f +Vmσm = Vf ε f Ef +VmεmEm = εE‖ (18.6)

Supondo queε = ε f = εm teremos:

E‖ = Vf Ef +VmEm (18.7)

Média de Voigt

Módulo de rigidez transversal (E⊥), Figura 18.11.

F

Figura 18.11: Carregamento de um compósito reforçado porfibras na direção transversal.

F = Fr = Fm⇒ ε = Vf ε f +Vmεm (18.8)

Módulo de rigidez transversal (E⊥)

Vf ε f +Vmεm = Vf
σ f

Ef
+Vm

σm

Em
=

σ
E⊥

(18.9)

Supondo queσ = σ f = σm teremos:

1
E⊥

=
Vf

Ef
+

Vm

Em
(18.10)

Média de Reuss

Os módulos obtidos acima baseiam-se em aproximações grosseiras: nem a deformação é

igualmente distribuida na matriz e no reforço na orientç˜ao longitudinal, nem a tensão é igual-

mente distribuida na orientação transversal, isto torna-se ainda mais crı́tico quando partimos

para compósitos com reforços de fibras curtas ou de partı́culas alongadas. A Figura 18.12 apre-

senta o resultado obtido para os módulos longitudinal e transversal assumindo uma matriz Epóxi
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comE= 4GPa e um reforço por fivra de vidro comE = 80GPa.
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Figura 18.12: Resultado tı́pico de módulos longitudinal etransversal em função da fração vo-
lumétrica de reforço para um compósito Epoxi (E = 4GPa) - Fibra de vidro (E=80 GPa).

Exerćıcio 18.1

Um dado compósito é fabricado com reforço em lâminas contı́nuas, como esquematizado

na figura 18.13. Obtenha uma expressão para o coeficiente de Poisson do compósito (ν) em

função dos valores para a matriz (νm) e para o reforço (νr ) e de suas frações volumétricas

(respectivamenteVm eVr ) quando:

a . o compósito é carregado em tração em uma direção contida no plano das lâminas e

b . o compósito é carregado em compressão na direção perpendicular ao plano das lâminas.

Dica — utilize o critério de isotensão ou de isodeformaç˜ao dependendo do caso e determine

o coeficiente de Poisson como a mistura mecânica da quantidade conveniente.

18.2.2 Volume cŕıtico de reforço

Podemos agora calcular o potencial de reforço de um compósito por meio de algumas

hipóteses simples:

• o compósito irá falhar na carga aplicadaFc quando a tensão atuante na matriz/reforço

atingir o valor da tensão crı́tica de ruptura da fibra/deformação plástica da matriz (σ f
f ,m))

e
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Matriz

Reforço

Figura 18.13: Representação esquemática de um compósito com reforço por lâminas contı́nuas.

• vale a regra das misturas (ou seja, não há efeito sinergético).

Com base nestas hipóteses definimosσc = Fc
A0

ondeA0 é a área da seção transversal do

compósito.

Define-seσ ′m como a tensão atuante na matriz, que corresponde à deformação de fratura da

fibra ε f
f =

σ f
f

E f
(Figura 18.14).

σ

ε

σf

εf

σm’

reforço

matriz

Figura 18.14: Representação esquemática dos estados detensão e de deformação de um reforço
frágil e de uma matriz dúctil, com a definição deε ′m.

Desta forma podemos estabelecer um critério de falha para ocompósito quando a deformação

da matriz suplanta a deformação crı́tica da fibraou quando a tensão na fibra supera o seu limite

de ruptura. Considerando agora que as dimensões da matriz edo reforço são as mesmas, pode-

mos obter a máxima tensão admissı́velno comṕosito como (Fig. 18.15):
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σc

Vf
10 Vmin Vcrit

matriz

reforço

Figura 18.15: Máxima tensão admissı́vel em um compósitoreforçado por fibras contı́nuas,
assumindo que este falha quando a deformação da matriz suplanta a deformação crı́tica da fibra
ou quando a tensão sobre a fibra supera a tensão de ruptura damesma.

σc≈ σ f
f Vf +σ ′m(1−Vf ) (18.11)

Pela análise da Figura 18.15 verificamos que para fraçõesvolumétricas de reforço abaixo

de um determinado valor crı́tico (Vcrit ) o compóstito apresentará efetivamente uma tensão de

ruptura menor que a da matriz isenta de reforço. Compósitos com fração de reforço inferior ao

volume crı́tico possuem, portanto, resistência inferiorà da matriz isenta de reforço.

Transferência de carga entre matriz e fibra

A carga aplicada a compósitos reforçados por fibras é transmitida da matriz ao reforço por

meio de tensões de cisalhamento atuantes na interface. Para o caso de uma fibra circular de raio

R, estas tensões de cisalhamento produzem uma tensão axialao longo do comprimento da fibra

(σzz) dada por (Fig. 18.16):

σzzπR2 = τrz2πRx⇒ σzz=
2τrzx

R
(18.12)

ondex é a coordenada linear ao longo do comprimento da fibra.

Pela análise da equação deduzida vemos que a tensão é nula nas extremidades da fibra e

cresce linearmente com a distância, obviamente até atingir o valor de tensão de ruptura da fibra.

Definimos o comprimento crı́tico de transferência (ℓc):
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x

σzz

σf
f

l c/2

l

Figura 18.16: Estado de tensão ao longo de uma fibra curta.

ℓc

d
=

ℓc

2R
==

σ f
f

2τrz
(18.13)

A tensão média atuando sobre uma fibra (σ f ) será:

σ f =
σ f

f ℓ−σ f
f ( ℓc

2 )

ℓc
= σ f

f

(
1− ℓc

2ℓ

)
(18.14)

O critério de determinação do volume crı́tico de reforço no caso de fibras curtas se altera

para:

σc = σ f
f

(
1− ℓc

2ℓ

)
Vf +σ ′m

(
1−Vf

)
(18.15)

que é menor que no caso de fibras longas.
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18.2.3 Fratura de comṕositos

Fratura isolada ou fratura múltipla↔ dois limites de resistência!

Três casos (Fig. 18.17):

1 . a matriz tem alongamento maior, porém resistência menor em comparação ao reforço→
fratura única em um plano, quando a fibra quebrar.

2 . a matriz tem resistência maior em comparação ao reforc¸o→ fratura múltipla do reforço e

fratura final quando a matriz romper

3 . a matriz tem alongamento menor em relação ao reforço (ex. Epoxi reforçado com fios de

aço)→ fratura múltipla da matriz.

Caso 1 Caso 2 Caso 3
σ σ σ

ε ε ε

frat. fibra

frat. matriz

frat. reforço

mult. frat. matriz

Figura 18.17: Modos de fratura em compósitos.

Mecanismos de fratura em compósitos:

I - As fibras quebram ao longo de um único plano, a matriz não suporta a tensão e rompe→
compósitos com alta fração volumétrica de fibras frágeis e resistentes.

II - A interface tem baixa resistência, a fibra rompe, mas deve ser “arrancada” da matriz

(“pull-out”) → fratura não plana.

18.2.4 Tenacificaç̃ao

• Ancoramento de trinca (“crack bridging”)

• Arrancamento (“pull-out”)

• Deflexão e bifurcação na interface
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Epoxi de alto impacto→ compósitos de matriz de Epoxi com reforço por partı́culasde

borracha formadas “in situ”

Exerćıcio 18.2Takahashi et al. (J. European Ceramic Soc., vol. 23, pp. 1971–1978, 2003)

investigaram a resistência a propagação a quente de trincas em compósitos de matriz cerâmica

Si3N4/SiC. Leia este artigo e responda:

a . os autores mencionam no artigo um fenômeno denominado “crack-healing”, o que significa

isto?

b . qual o impacto que o fenômeno de “crack-healing” tem sobre as propriedades deste compósito?

c . localize dados na literatura sobre os materiais de base (nitreto de silı́cio e carbeto de silı́cio

monolı́ticos) e discuta as suas propriedades em comparaç˜ao com as do compósito.

d . discuta uma possı́vel aplicação estrutural para este compósito.

Exerćıcio 18.3

Considere uma fibra cilı́ndrica de raior inserida em um comprimentoℓ em uma matriz

(conforme a figura 18.18 abaixo). Caso a fibra seja puxada da matriz no sentido de seu eixo

surgirá uma tensão de cisalhamento homogeneamente distribuı́da na interface. Suponha que,

neste compósito, a tensão de ruptura da fibraσ f seja oito vezes maior que a máxima tensão de

cisalhamento,τmax, que a interface pode suportar e responda:

a . Qual a relação de forma da fibrar
ℓ que irá resultar na ruptura da fibra ao invés do seu

arrancamento (“pull-out”) da matriz?

b . Qual o trabalho de arrancamento realizado sobre o sistemafibra/matriz em função da carga

aplicada (supondo que a relação de forma seja menor que a calculada no item anterior) e de

ℓ?

c . Qual o modo de fratura previsto usando o resultado do item a(assumindo que as hipóteses

do enunciado são válidas e que o comprimentoℓ corresponde a metade do comprimento total

da fibra) para as duas fibras curtas minerais usadas no reforço de matrizes de polipropileno,

cujas propriedades são apresentadas na tabela 18.2 abaixo? Compare seus resultados com

os resultados experimentais apresentados no artigo de J. S.Szabó e T. CzigányPolymer

Testing22(6), 2003, 711-719.

Obs.: O exercı́cio foi inspirado pelo exercı́cio 15.11 do livro de Chawla e Meyers.
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2r

l

F

Figura 18.18: Representação esquemática de um fibra sendo arrancada de uma matriz em um
compósito.

Tabela 18.2: Valores tabelados referentes a duas fibras curtas minerais utilizadas no reforço de
polipropileno.

Fibra 2r 2ℓ σ f

“Cerâmica” (SiC) 5,9µm 0,15 mm 828 MPa
Basáltica 9,0µm 0,11 mm 586 MPa
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APÊNDICE A -- TENSORES


